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作者 简介 


Ronald L. Graham ( 44E ) 

著名 数学 家 ， 美 国 加 州 大 学 圣迭戈 分 校 计算 机 与 信息 
科学 专业 教 席 ( Jacobs Endowed Chair) ，AT&T 实 
验 室 研究 中 心 荣 誉 首席 科学 家 ， 美 国 数学 学 会 前 任 主 
席 。Graham 于 1999 年 成 为 美国 计算 机 学 会 会 士 ， 
2003 年 获得 美国 数学 学 会 的 斯 蒂 尔 终身 成 就 奖 ， 
2012 年 成 为 美国 数学 学 会 会 士 。 他 还 曾 获得 美国 数学 
学 会 颁发 的 Lester R. Ford 奖 和 Carl Allendoerfer 奖 以 及 
其 他 众多 奖项 。 


Donald E. Knuth ( 高 德 纳 ) 

著名 计算 机 科学 家 ， 算 法 与 程序 设计 技术 的 先驱 者 、 
斯 坦 福 大 学 计算 机 系 荣 休 教授 、 计 算 机 排版 系统 TEX 
和 METAFONT 字 体系 统 的 发 明 人 ， 因 诸多 成 就 以 及 
大 量 富 于 创造 力 和 具有 深远 影响 的 著作 ( 19 部 书 ， 
1160 篇 论文 ) 而 誉 满 全 球 。 近 些 年 ， 他 将 精力 全 部 投 
入 到 《计算 机 程序 设计 艺术 》 七 卷 集 的 史诗 般 创 作 
中 。Knuth 教 授 获 得 过 许多 奖项 和 荣誉 ， 包 括 美 国 计 算 
机 协会 图 灵 奖 、 美 国 国家 科学 奖章 、 美 国 数学 学 会 的 斯 


BRR, 以 及 因 发 明 先 进 技术 于 1996 年 荣获 的 京都 奖 。 
1996 年 , 设立 了 以 其 名 字 命 名 的 Donald E. Knuth 奖 , 授 
予 那些 为 计算 机 科学 基础 做 出 杰出 贡献 的 人 。 


Oren Patashnik 

著名 计算 机 科学 家 ，BibTeX 创 始 人 之 一 ， 位 于 拉 荷 亚 
的 通信 研究 中 心 的 研究 员 。 他 1976 年 毕业 于 耶鲁 大 
学 ， 后 来 在 斯 坦 福 大 学 师 从 Knuth，1980 年 就 职 于 贝尔 
实验 室 。1985 年 与 Leslie Lamport 合 作 创建 了 BibTeX 
(LaTeX 的 一 种 工具 , 用 于 管理 文献 、 产 生 文献 目录 ) 。 


译 者 简介 


DE 

1945 年 12 月 出 生 , 安徽 大 学 数学 系 毕业 并 获得 中 国 科学 
院 数 学 研究 所 博士 学 位 。 长 期 从 事 解析 数论 、 代 数 数 论 
以 及 计算 数论 方面 的 研究 工作 , 参与 翻译 的 著作 有 《 数 
论 中 未 解决 的 问题 (第 2 版 ) 》( R. K. Guy 著 ) 、《 纯 数学 
教程 ( 纪念 版 ) 》( G. H. Hardy 著 ) 、《 哈 代数 论 ( 第 6 
版 ) 》( G. H. Hardy 著 ) 和 《算术 探索 》 (C. F. Gauss 
#) =. 

张 凡 

1982 年 7 月 出 生 ， 加 拿 大 Concordia 大 学 数学 系 毕 业 ， 
并 获得 统计 专业 硕士 学 位 。 参 与 翻译 的 著作 有 《数论 
导 引 (第 5 版 ) 》( G. H. Hardy 著 ) 和 《哈代 数论 ( 第 6 
版 ) 》(G.H.Hardy 著 ) 等 。 
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图 灵 社 区 的 电子 书 没 有 采用 专 有 客户 端 ， 您 
可 以 在 任意 设备 上 ， 用 自己 喜欢 的 浏览 器 和 
PDF 阅 读 器 进行 阅读 。 


但 您 购买 的 电子 书 仅 供 您 个 人 使 用 ， 未 经 授 
权 ， 不 得 进行 传播 。 


我 们 愿意 相信 读者 具有 这 样 的 良知 和 觉悟 ， 
与 我 们 共同 保护 知识 产权 。 


如 果 购 买 者 有 侵权 行为 ， 我 们 可 能 对 该 用 户 
实施 包括 但 不 限于 关闭 该 帐号 等 维权 措施 ， 
并 可 能 追究 法 律 责任 。 
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本 书 是 一 本 在 大 学 中 广泛 使 朋 














国 版 本 图 书馆 CIP 数 据 核 字 (2013) 第 014812 号 


内 容 提 要 





的 经 典 数学 教科 书 . 书 中 讲解 了 许多 计算 机 科学 中 用 到 的 数学 知识 及 技巧 ， 教 你 如 何 把 一 














个 实际 问题 一 步 步 演 化 为 数学 模型 ， 然 后 通过 计算 机 解决 它 ， 特 别 着 黑 于 算法 分 析 方 面 ， 其 主要 内 容 涉 及 和 式 、 整 值 函数 、 
数论 、 二 项 式 系数 、 特 殊 的 数 、 生 成 函数 、 离 散 概 率 、 渐 近 式 等 ， 都 是 编程 所 必 备 的 知识 。 另 外， 本 书包 括 了 六 大 类 500 多 


道 习题 ， 并 给 
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上 了 所 有 习题 的 解答 ， 有 助 读者 加 深 书 中 内 容 的 理解 . 
区 面向 从 事 计 算 机 科学 、 计 算数 学 、 计 算 技术 诸 方 面 工作 的 人 员 ， 以 及 高 等 院 校 相关 专业 的 师 生 . 
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中 文 版 致辞 


We are deeply honored to have this book translated into the Chinese language, and we hope that 
students in China will enjoy reading it as much as we have enjoyed preparing it. Many American 
idioms in our original manuscript are very difficult to render into equivalent forms in other 


languages, so we wish to thank the translator for his painstaking care. 


Ronald L. Graham 
Donald E. Knuth 
Oren Patashnik 





这 本 书 能 翻译 成 中 文 出 版 , SRIERRE. 真诚 希望 中 国 的 学 生 们 与 我 们 当初 乐于 写 
作 此 书 一 样 ， 乐于 阅读 这 本 书 . 在 本 书 原稿 中 ， 有 许多 美国 习惯 用 语 ， 它 们 很 难 在 其 他 语言 
中 找到 对 应 的 描述 形式 ， 所 以 我 们 要 感谢 译 者 在 翻译 本 书 时 所 付出 的 艰苦 努力 . 
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图 灵 社 区 读者 评论 

















阅读 《具体 数学 》 是 一 件 非 常 愉悦 的 事 ， 细 细 体 会 大 师 深 选 的 思想 ， 时 不 时 看 到 充满 识 
谐 意味 的 涂鸦 ， 会 心 一 笑 ， 深 思 中 得 以 放松 .阅读 过 程 中 对 某 段 话 、 某 个 公式 的 心领神会 ， 
那 种 感觉 很 难 用 文字 表达 ， 难 怪 中 国有 个 成 语 叫做 “ 妙 不 可 言 ” 


空军 








作者 直言 数学 光 有 抽象 的 美 是 不 够 的 , 那些 具体 的 问题 和 技术 , 以 及 其 与 真实 世界 的 联 
系 也 是 必须 的 . …… 书 中 全 是 直接 的 推演 , 绝妙 的 技巧 会 让 学 生 很 受 刺激 的 ! 页 边 的 涂鸦 真 
的 非常 有 意思 ， 而 且 也 有 真实 感 ， 作 者 一 点 都 没有 欺骗 读者 . 


























这 是 一 本 充满 数学 技巧 和 实战 心得 的 书 ， 令 人 望而却步 的 理论 推导 也 有 ， 但 是 别 担心 ， 
一 来 并 不 难 , 二 来 有 充分 的 铺垫 和 预 热 . 好 像 一 个 武林 高 手打 开 了 他 的 兵器 库 ， 如 数 家 珍 地 
一 样 样 拿 出 来 ， 手 把 手 教 你 基本 功 , “把 这 些 学 扎实 ， 我 再 传 你 绝世 武功 ” 嗯 ,你 一 定 也 感 
受到 了 高 德 纳 藏 在 镜片 后 狭 黯 的 目光 . 
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《具体 数学 》 是 一 本 需要 慢 慢 体会 和 品味 的 教材 。 这 本 书 非常 严谨 ， 逻 辑 条 理 清晰 ， 大 
多 数 主题 都 是 我 们 所 熟悉 的 …… 如 果真 的 想 读 懂 一 章 甚 至 于 一 节 , 花 多 少时 间 都 不 过 分 . 有 
时 间 的 话 ， 大 家 都 可 以 尝试 着 自己 推导 书 中 的 每 一 个 公式 ， 也 可 以 对 每 一 个 场景 举一反三 . 
staryin 














图 灵 社 区 的 空军 、 学 徒 1、 浮 生 小 元、 数学 家 、 邓 国平 、staryin、 王 腾 超 、 和 白 龙 、yaoweil23、 
lt、 薪 麒 霖 等 读者 在 本 书 审读 活动 中 提出 了 很 多 宝贵 建议 ， 特 此 表示 感谢 . 


“读者 对 象 、 读 者 水 
平 以 及 处 理 方 式 ， 这 
些 描述 是 前 言 里 应 
BRAY. ^ 

P. R. Halmos!!”*! 





“人 们 用 行 话 来 武装 
自己 ,的确 得 到 一 点 
短暂 的 威望 ; 他 们 可 
以 自命 不 凡 ， RR 
面 的 专业 知识 .但 
A, 我 们 对 受过 教育 
的 数学 家 们 的 真正 
BR, 不 是 他 们 能 说 
些 什么 ,甚至 也 不 是 
他 们 对 现存 的 数学 
知识 知道 些 什么 ， 而 
是 他 们 会 用 所 学 知 
识 做 些 什 么 ， 以 及 他 
们 能 否 实 实在 在 地 
解决 实践 中 提出 来 
的 数学 问题 . 简 言 
之 ， 我 们 要 的 是 行 
动 ， 而 不 是 空谈 . ” 
— J. Hammersley!” 
“数学 的 核心 是 由 具 
体 的 例子 和 具体 的 
问题 组 成 的 . ^" 

P. R. Halmos" ?! 








“在 讲授 具体 的 对 象 
之 前 就 讲授 抽象 的 
内 容 ， 是 完全 不 应 该 
$$, ” 

—Z. A. Melzak?*l 
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本 书 成 形 于 斯 坦 福 大 学 的 同名 课程 讲义 ,该 课 自 1970 年 以 来 每 年 都 会 开设 .每 年 大 约 有 50 
名 学 生 选 学 这 门 课 ， 有 本 科 生 ， 主 要 是 人 研究生. 他 们 毕业 后 逐渐 在 各 地 开设 了 类 似 的 课程 ， 由 
此 看 来 ， 向 更 为 广泛 的 读者 ( 包含 大 学 二 年 级 学 生 ) 提供 教材 的 时 机 已 经 成 熟 了 . 

具体 数学 诞生 之 际 , 正 逢 一 个 黑暗 的 、 暴 风 又 两 般 动 荡 的 十 年 . 在 那些 骚动 不 安 的 岁月 
里 , 长 期 秉承 的 价值 观 频频 受到 质疑 , 大 学 校园 成 了 争论 的 温床 . 大 学 课程 本 身 也 受到 挑战 ， 
数学 同样 难 逃 严重 细 究 之 厄运 . John Hammersley 刚 刚 写 了 一 篇 发 人 深 省 的 文章 “On the 
enfeeblement of mathematical skills by ‘Modern Mathematics’ and by similar soft intellectual trash 
in schools and universities”(《 论 中 学 和 大 学 中 被 “现代 数学 ”以 及 类 似 的 软 智力 垃圾 和 弄 得 日 
益 衰弱 的 数学 技巧 》)) 中 ， 其 他 颇 感 担忧 的 数学 家 们 中 "甚至 发 问 :“ 数 学 能 得 到 拯救 四 ?” 
本 书 作者 高 德 纳 (Donald E. Knuth ) 撰写 了 名 为 The Art of Computer Programming (《 计算机 
程序 设计 艺术 》) 的 系列 专著 .在 写 第 一 卷 时 ， 他 发 现 一 些 数学 工具 从 他 的 数学 武 库 中 消失 
了 . 为 透彻 而 扎实 地 理解 计算 机 程序 , 他 所 需要 的 数学 已 经 与 他 读 大 学 数学 专业 时 所 学 习 的 
内 容 迎 然 不 同 。 所 以 ， 他 引入 了 一 门 新 的 课程 ， 讲 授 他 认为 本 该 有 人 教授 他 的 那些 内 容 . 

这 门 冠 名 “ 具 体 数 学 ”的 课程 起 初 是 为 矫正 “抽象 数学 ”而 设置 的 , 那 时 ， 具 体 的 经 典 
结果 正在 被 接 吧 而 至 的 俗称 “新 数学 ”的 抽象 思想 迅速 握 弃 在 现代 数学 课程 表 之 外 .抽象 数 
学 是 一 个 奇妙 的 主题 ， 其 中 没有 任何 廖 误 ， 它 既 漂 亮 、 通 用 ， 又 实用 . 但 是 , 它 的 拥护 者 们 
误 以 为 , 数学 的 其 余部 分 都 是 低劣 而 不 再 值得 关注 的 了 .一般 化 的 目标 变 得 如 此 时 瞩 ， 使 得 
整整 一 代数 学 家 变 得 不 会 欣赏 具体 数学 之 美 , 不 能 享受 求解 数量 型 问题 的 挑战 , 也 不 再 重视 
技术 手段 之 价值 .抽象 数学 于 是 变 得 排外 ， 并 逐渐 失去 与 现实 的 联系 .数学 教育 需要 增加 具 
体 的 夸 码 以 保持 健康 的 平衡 . 

高 德 纳 在 斯 坦 福 大 学 第 一 次 讲授 具体 数学 这 门 课时 , 说 他 打算 讲授 一 门 硬性 而 非 软 性 的 
数学 课 , 这 也 解释 了 这 个 略 显 古怪 的 课程 名 称 . 他 宣称 ， 与 某 些 同事 的 期 望 相反 ， 他 既 不 打 
算 讲授 集合 论 ， 也 不 打算 讲授 Stone 租 入 定理 ， 其 至 不 讲授 Stone-Cech 紧 致 化 .( 几 位 土木 工 
程 系 的 学 生 于 是 站 起 来 ， 安 静 地 离开 了 教室 . ) 

尽管 具体 数学 的 起 步 是 针对 流行 趋势 的 反动 , 但 是 它 存在 的 主要 理由 是 具有 积极 而 非 消 
极 意 义 的 . 作为 一 门 持续 受 欢迎 的 课程 ， 它 的 题材 得 以 “充实 ”并 在 各 种 新 的 应 用 中 被 证 明 
是 有 价值 的 ，Z. A. Melzak 曾 出 版 了 两 卷 本 的 著作 Companion to Concrete Mathematics P , IA 
男 一 个 角度 肯定 了 这 一 课程 名 称 的 恰当 性 . 

具体 数学 的 素材 初 看 像 是 一 堆 互 不 相干 的 技巧 , 但 是 透 过 实践 可 以 把 它 汇集 成 一 组 严谨 
高 效 的 工具 . 的 确 ,这些 技术 有 基本 的 一 致 性 ， 且 对 许多 人 都 有 极 强 的 吸引 力 . 当 另 一 作者 
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ALİH (Ronald L. Graham ) 在 1979 年 首次 教授 这 门 课时 ， 学 生 们 都 感觉 很 有 趣 ， 以 至 于 决 
定 一 年 后 举行 一 次 班级 聚会 . 

具体 数学 究竟 是 什么 呢 ? 它 融 合 了 连续 数学 和 离散 数学 . “更 具体 地 说 ， 它 是 利用 一 组 
求解 问题 的 技术 对 数学 公式 进行 有 控制 的 操作 . 理解 了 本 书 的 内 容 之 后 , 你 所 需要 的 就 是 一 
颗 冷 静 的 头脑 、 一 大 张 纸 以 及 较为 工整 的 书写 ， 以 便 对 看 上 去 令 人 息 怖 的 和 式 进 行 计算 , OK 
解 复 杂 的 递归 关系 ,以 及 发 现 数据 中 隐藏 的 精妙 规律 . 你 会 对 代数 技巧 得 心 应 手 ， 从 而 常常 
会 发 现 ， 得 到 精确 的 结果 比 求 出 仅 在 一 定 意义 下 成 立 的 近似 解 更 为 容易 . 

这 本 书 要 探讨 的 主题 包括 和 式 、 递 归 式 、 初 等 数论 、 二 项 式 系数 、 生 成 函数 、 离 散 概率 
以 及 渐 近 方法 . 其 重点 是 强调 处 理 技术 ， 而 不 是 存在 性 定理 或 者 组 合 推理 ， 目 的 是 使 每 一 位 
读者 熟悉 离散 性 运算 〈 如 最 大 整数 函数 以 及 有 限 求 和 )， 就 好 像 每 一 位 学 习 微 积分 的 学 生 都 
熟悉 连续 性 运算 一 样 (如 绝对 值 函数 以 及 不 定 积 分 ) 

注意 ,这些 主题 与 当今 大 学 本 科 中 的 “离散 数学 ”课程 的 内 容 截 然 不 同 . 因此 ， 这 门 课 
程 需要 一 个 不 同 的 名 称 ， 而 “具体 数学 ”可 谓 恰如其分 . 

最 初 在 斯 坦 福 大 学 教授 “具体 数学 ”的 教材 是 The Art of Computer Programming" "rpg 
“Mathematical Preliminaries”( 数学 预备 知识 ) 一 节 . 但 是 ， 那 110 页 的 内 容 相 当 简 洁 ， 所 以 
另 一 位 作者 欧 伦 . 帕 塔 许 尼克 ( Oren Patashnik ) 受到 启发 ,撰写 了 一 套 长 篇 幅 的 补充 笔记 . 
这 本 书 就 是 那些 笔记 的 产物 ， 它 扩充 了 “数学 预备 知识 ”中 的 资料 ， 也 更 从 容 地 引出 了 这 些 
预备 知识 ， 其 中 略 去 了 那些 较 高 深 的 部 分 ,同时 又 包含 了 笔记 里 未 提 及 的 主题 ， 使 得 书 的 内 

我 们 很 享受 一 起 写 这 本 书 ， 因为 这 门 课程 就 在 我 们 眼前 逐渐 定型 , 获得 了 生命 , C 
看 似 是 自己 写 就 的 . 此外， 我 们 这 些 年 来 在 若干 地 方 采 用 的 非常 规 方法 看 起 来 也 十 分 受 帖 ， 
让 人 忍 不 住 认 为 , 这 本 书 正好 宣告 了 我 们 所 喜爱 的 做 数学 的 方式 ， 所 以 我 们 想 , 这 本 书 就 像 
讲述 数学 之 美 之 奇 的 故事 ,希望 读者 能 够 分 享 我 们 写作 中 的 愉悦 ， 哪 怕 只 有 e 那么 一 点 点 . 

自从 本 书 在 大 学 环境 中 诞生 以 来 , 我 们 就 一 直 尝 试 以 非 正式 的 风格 来 体现 当代 课堂 教学 
的 精神 ， 有 些 人 认为 数学 是 一 项 严肃 的 工作 ， 必 须 是 冷冰冰 的 ,但 是 我 们 认为 数学 是 娱乐 ， 
而 且 并 不 着 于 承认 这 个 事实 . 为 什么 要 把 工作 和 娱乐 截然 分 开 呢 ? 具体 数学 充满 了 引人入胜 
的 模式 ， 其 演算 推理 并 非 总 是 轻而易举 ， 然 而 答案 却 可 能 极 具 魅力 . 数学 工作 的 欢乐 和 忧伤 
都 鲜明 地 反映 在 这 本 书 中 ， 因 为 它们 是 我 们 生活 的 一 部 分 . 

学 生 们 总 是 比 老师 们 更 有 头脑 ， 所 以 我 们 请 这 个 教材 的 首 批 学 生 提 出 他 们 坦诚 的 意见 ， 
即 旁 注 中 的 “涂鸦 ”， 在 这 些 “ 涂 鸦 ” 中 ， 有 一 些 仅仅 是 套话 ， 有 一 些 则 很 深奥 有 一 些 提 
醒 区 分 收 义 或 者 含混 之 处 ， 有 一 些 则 是 后 排 那 些 聪 明 家 伙 爱 做 的 点 评 ; 有 一 些 是 正面 的 ,有 
一 些 是 负面 的 ,还 有 一 些 则 不 偏 不 倚 . 但 是 , 它们 都 是 情感 的 真实 表现 ， 应 该 有 助 于 读者 理 
解 正文 内 容 . ( 这 种 旁 注 的 灵感 来 自 名 为 4pproaching Stanford( 4 3E 33 坦 福 》) 的 学 生 手 册 . 在 
这 本 手册 中 ， 官 方 的 大 学 信息 与 即将 离 校 的 学 生 评 论 相映 成 趣 . 例 如， 斯 坦 福 大 学 说 :“ 在 



























































































































































CD 具体 数学 的 英文 Concrete 取 自 连 续 ( CONtinuous ) 和 离散 ( disCRETE ) 两 个 单词 . 一 一 编者 注 
@ 这 些 涂鸦 都 是 将 某 个 典故 与 数学 关联 在 了 一 起 ， 比 如 “Kilroy was here!” 指 第 二 次 世界 大 战 期 间 美国 十 上 
壁 涂鸦 ， 而 Haar 是 指 Alfred Haar， 一 位 匈牙利 数学 家 .( 如 无 特殊 说 明 ， 本 书 脚注 均 为 译 者 注 . ) 
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具体 数学 是 通 向 抽 
象 数学 的 桥梁 . 


“ 略 过 看 似 基础 内 容 
的 高 水 平 读者 ， 比 略 
过 看 似 复 杂 内 容 的 
较 低 水 平 读者 ， 可 能 
错失 更 多 的 东西 . ” 
G. A BPM 





[我 们 没 敢 叫 作 “高 续 
数学 ”( Distinuous 
Mathematics ). ] 


LL 一 件 有 具体 的 救 

生 衣 抛 向 沉 入 抽象 

大 海 的 学 生 . C 
—W.Gottschalk 


AFAI.: 

Kilroy wasn’t Haar. 
Free the group. 
Nuke the kernel. 
Power to the n. 

N=l = P=NP.” 


我 对 这 个 主题 的 兴 
趣 只 能 靠边 站 


这 是 我 曾经 上 过 的 
A A ih eR 
程 ， 你 在 学 习 时 能 加 
以 总 结 会 大 有 神 益 . 
我 明白 了 ,具体 数学 
就 意味 着 操练 


AE AL AREE, 但 是 我 
学 到 很 多 ,值得 为 它 
付出 时 间 . 


家 庭 测 试题 极其 重 
要 一 一 请 保留 它们 . 


我 猜想 考试 比 作 业 
更 困难 . 


偷懒 者 有 可 能 通过 
抄袭 答案 通过 这 门 
课程 ,但 他 们 是 在 自 
其 其 人 . 


困难 的 考试 并 没有 


顾及 要 准备 其 他 课 
程 的 学 生 . 


我 不 习惯 这 张 面孔 . 


wh 
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斯 坦 福 大 学 这 个 无 定型 的 生活 方式 中 , 有 一 些 东西 是 你 不 能 错过 的 . ”而 旁 注 中 写 道 :“ 无 定 
型 …… 鬼 知道 是 什么 意思 ? 这 里 到 处 都 是 典型 的 伪 理 智 主义 . ” 斯 坦 福 大 学 说 :“ 一 和 群 住 在 
一 起 的 学 生 , 他 们 的 潜力 是 无 穷尽 的 . ”而 涂鸦 则 声称 :“ 斯 坦 福 大 学 的 宿舍 就 像 无 人 管理 的 
动物 园 .”) 

旁 注 中 也 直接 引用 了 著名 数学 家 们 的 话 ， 这 些 话 是 他 们 在 宣布 某 些 重大 发 现时 所 说 
的 . 看 起 来 ,将 莱 布 尼 茨 、 欧 拉 、 高 斯 等 人 的 话 与 那些 继续 其 研究 工作 的 人 的 话 混在 一 起 是 
合适 的 . 数学 是 身 处 各 地 的 人 进行 的 不 间断 的 探索 研究 ， 涓 涓 细 流 才能 汇 成 浩瀚 的 海洋 . 

这 本 书包 含 了 500 多 道 习 题 ， 分 成 如 下 六 大 类 . 

e 热身 题 : 这 是 每 一 位 读者 在 第 一 次 阅读 本 书 时 就 应 完成 的 习题 . 

e 基础 题 : 这 些 习题 揭示 出 了 ， 通 过 自己 的 推导 而 不 是 他 人 的 推导 来 学 习 最 好 . 

e 作业 题 : 是 加 深 理 解 当 前 章节 内 容 的 问题 . 

e 考试 题 : 一 般 同时 涉及 两 章 以 上 的 内 容 ， 可 作为 家 庭 测试 题 (不 作为 课 演 上 的 限时 











































































































考试 ) 
e 附加 题 : 它们 超出 了 学 习 本 教材 的 学 生 的 平均 水 平 ， 以 耐人寻味 的 方式 扩展 了 书 中 
的 知识 . 








e 研究 题 : 或 许 非 人 力 所 能 解 ， 但 是 这 里 给 出 的 题 似 乎 值得 一 试 身 手 ( 不 限时 ). 

附录 A 中 给 出 了 所 有 习题 的 答案 , 常常 还 附 有 相关 的 解 题 思路 .( 当然 , 研究 题 的 “答案 ” 
并 不 完全 .但 即便 如 此 ， 也 会 给 出 部 分 结果 或 者 提示 ， 这 或 许 会 很 有 帮助 . ) 我 们 鼓励 读者 看 
一 看 答案 , 特别 是 热身 题 的 答案 , 但 应 该 首先 努力 试图 求解 问题 , 而 不 是 在 这 之 前 就 偷 突 答 案 . 

在 附录 C 中 ， 我 们 尝试 说 明 每 道 习题 的 出 处 ， 因 为 一 个 富有 教 益 的 问题 常常 融会 了 大 量 
的 创造 性 思想 或 者 运气 . 很 遗憾 , 数学 家 们 有 个 不 好 的 传统 : 借用 了 习题 , 而 不 表示 感谢 . 我 
们 相信 ， 相 反 的 做 法 ， 例 如 棋 类 书籍 和 杂志 中 的 做 法 (通常 都 会 指出 最 初 棋 类 问题 的 名 字 、 
时 间 和 地 点 )， 要 远 胜 于 此 . 然而 ， 许 多 流传 已 久 的 问题 我 们 已 经 无 从 考证 其 来 源 ， 如 果 有 
读者 了 解 某 个 习题 的 起 源 ， 而 书 中 的 说 明 缺 失 或 不 够 准确 , 我们 非常 乐于 知道 详情 ， 以 便 在 
这 本 书 的 后 续 版 本 中 了 予以 纠正 . 

这 本 书 自始至终 使 用 的 数学 字体 是 由 Hermann Zapf? "新 设计 的 ， 它 由 美国 数学 会 委托 ， 
并 且 在 由 B. Beeton, R.P. Boas, L.K. Durst, D. E. Knuth, P. Murdock, R.S.Palais, P. Renz, 
E. Swanson, S. B. Whidden 和 W. B. Woolf 组 成 的 委员 会 的 帮助 下 发 展 起 来 . Zapf 的 设计 基本 
原理 是 抓 住 数学 的 韵味 ,就 好 像 它 是 一 位 数学 家 用 极其 漂亮 的 书法 书写 出 来 的 . 采用 手写 体 
而 不 用 呆板 机 械 的 风格 是 恰当 的 ， 因 为 人 们 一 般 是 用 钢笔 、 铅 笔 或 者 粉笔 创造 数学 的 . CI 
如 ， 新 设计 的 一 个 特征 是 “0” 的 符号 ， 这 个 符号 的 顶部 有 点 尖 ， 因 为 在 曲线 回 到 起 点 时 ， 
手写 的 零 很 少 能 够 平滑 地 闭合 . ) 字母 是 直立 的 ， 而 不 是 斜 置 的 ， 所 以 下 标 、 上 标 以 及 搬 号 
都 更 容易 与 常规 符号 融 为 一 体 ， 这 种 新 的 字体 取 名 为 AMS Euler， 是 以 伟大 的 瑞士 数学 家 莱 
昂 哈 德 ， 欧 拉 〈1707 一 1783 ) 的 名 字 命 名 的 ， 他 有 如 此 众多 广为人知 的 数学 发 现 . 这 一 字母 
系统 包括 Euler Text, Euler Fraktur 和 Euler Script Capitals ， 还 有 Euler Greek LA A(R (9 FUN 这 样 
的 特殊 符号 .我 们 特别 高 兴 能 在 这 本 书 里 让 Euler 字 体 家 族 登 台 亮 相 , "因为 莱 昂 哈 德 。 欧 拉 
































































































































CD 本 书 中 文 版 没有 采用 这 个 字体 库 ， 难 于 呈现 原 书 的 字体 ， 我 们 深 表 遗憾， 一 一 编者 注 





mh 


VIII 前 


的 精神 真 的 活 在 每 一 页 中 : 具体 数学 就 是 欧 拉 的 数学 . 

我 们 非常 感谢 Andrei Broder, Ernst Mayr, Andrew Yao ( 姚 期 智 ) 和 Frances Yao ( fff ), 
他 们 在 斯 坦 福 大 学 教授 具体 数学 的 这 些 年 间 对 这 本 书 贡献 极 大 . 此外, 我 们 对 助教 们 表示 十 
二 万 分 的 感谢 ， 他 们 将 每 一 年 班级 所 发 生 的 事情 创造 性 地 记录 下 来 ， 并 且 帮 助 设 计 了 考题 ， 
他 们 的 名 字 列 在 了 附录 C 中 . 这 本 书 基本 上 是 十 六 年 来 教学 讲义 的 价值 的 缩影 ， 没 有 他 们 出 
色 的 工作 ， 就 不 会 有 这 本 书 . 

本 书 出 版 还 得 益 于 许多 其 他 人 的 帮助 .例如 ， 我 们 希望 表扬 布朗 大 学 、 哥 伦比 亚 大 学 、 
纽约 市 立 大 学 、 普 林 斯 顿 大 学 、 莱 斯 大 学 和 斯 坦 福 大 学 的 学 生 , 他 们 贡献 了 精 选 的 涂鸦 之 作 ， 
并 为 初稿 挑 错 . 我 们 与 Addison-Wesley 的 接触 特别 富有 成 效 和 助 益 ， 特 别 地 ， 我 们 希望 感谢 
tH A Peter Gordon、 产 品 监理 Bette Aaronson, 设计 师 Roy Brown 以 及 文字 编辑 Lyn Dupré. 美 
国 国家 科学 基金 以 及 海军 研究 署 给 予 了 非常 宝贵 的 支持 . 在 我 们 准备 索引 时 ， Cheryl Graham 
给 了 极 大 的 帮助 .最 重要 的 是 , 我 们 希望 感谢 夫人 们 (Fan、] 记 以 及 Amy ) 给 予 我 们 的 耐心 、 
支持 、 鼓 励 以 及 意见 . 

本 书 第 二 版 新 增 了 5.8 节 ， 它 描述 了 本 书 第 一 版 付 印 之 后 不 久 Doron Zeilberger 所 发 现 的 
某 些 重要 想法 . 对 第 一 版 所 做 的 进一步 改进 几乎 在 每 一 页 中 都 能 找到 . 

我 们 一 直 试 图 写 出 一 本 完美 之 书 , 但 是 我 们 不 是 完美 无 暇 的 作者 . 因此 忧 请 读者 帮助 我 
们 纠正 错误 .对 于 每 个 错误 ,我 们 乐于 给 第 一 个 报告 该 错误 的 读者 支付 2.56 美 元 ， 无 论 它 是 
数学 错误 、 史 实 错误 还 是 印刷 错误 . 







































































1988465 F Fait 98 MAH 
1993 年 10 月 于 加 利 福 尼 亚 州 斯 坦 福 


一 一 葛 立 恒 ， 高 德 纳 ， 帕 塔 许 尼 克 





亲爱 的 教授 : 感谢 (1) 
这 些 双 关 语 ，(2) 这 
些 题材 . 


我 不 知道 学 到 的 东 
西 对 我 有 何 帮助 . 


学 这 门 课 程 时 我 有 
过 许多 困扰 , 但 是 我 
知道 它 使 我 的 数学 
技巧 以 及 思维 能 
得 以 加 强 . 


我 建议 混 学 分 的 学 
生 不 要 上 这 门 课 . 


本 书 中 的 某 些 符号 体系 并 不 标准 . 一 些 读 者 会 在 其 他 书 中 学 习 类 似 的 内 容 , 这 里 列 出 了 
他 们 可 能 不 熟悉 的 记号 ， 同 时 也 标注 了 这 些 记 号 所 在 的 页 码 . (一些 标准 的 记号 可 以 参见 本 
TR. ) 
































iz * 名 称 页 码 
litis: 自然 对 数 : log.x 231 
lgx 以 2 为 底 的 对 数 : logs x 58 
log x 常用 对 数 : logiox 376 
[x] Ji£: max{n|n<x, nib EC 56 
[x] lii: min(n|nzx, né) 56 
x mod y 余数 : x-ylx/y| 68 
RI 分 数 部 分 : x mod 1 58 
Y f (x)dx 无 限 和 式 41 
3, f (wax 有 限 和 式 41 
m FEN: xU (x 一 n)! 40, 175 
y ERNE: Doce n)/ F(x) 40, 175 
‘i 倒 阶乘 : nV Ot- nV 18 (7 D" nV n! 161 
Rz 实 部 : x, WR z =x tip 53 
Sz 虚 部 : y, WR z=x+iy 53 
H, 调和 数 : 1/1+---+1/n 24 
He 广义 调和 数 : 1/1*+…+1/n* 232 
f") 了 关于 z 的 m 阶 导数 393 
H 白 特 林 轮 换 数 〔 第 一 类 斯 特 林 数 ) 216 


IX 





#4 
[z"]f(z) 
[a..8] 
[m =n] 
[m^] 
[m i] 
[mL nl] 


* 一 般 情况 下 ， 如 果 S 可 以 为 真 也 可 以 为 假 ， 那 么 [5] 就 意味 着 : 如 果 S 为 真 ，[S] 就 为 1; 


否则 ，[5] 就 为 0. 


ac 与 opbo) 是 一 样 的 ， 另外，logxwlogy = (logx)/(logy)，2n! = 2(n!). 





名 FW 
斯 特 林子 集 数 (第 二 类 斯 特 林 数 ) 

















欧 拉 数 ( Eulerian number ) 


二 阶 欧 拉 数 
”ab 的 基数 记 数 法 
连 项 式 多 项 式 


超 几 何 函数 





基数 : 集合 4 的 元 素 个 数 
f(z) FLW AB 

闭 区 间 : f {x |a<x<p} 
1， 如 果 m=n; 否则 ，0 

1， 如 果 m 整 除 n; 否则 ，0" 

1， 如 果 m 精 确 整 除 n; AM, 0* 
1， 如 果 m 与 4 互 素 ; AM, 0° 
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如 果 你 不 明白 页 码 
中 的 义 表 示 什 么 ， 那 
就 问 问 你 的 拉丁 语 
导师 ， 而 不 是 数学 导 
师 . 


预 应 力 混凝土 数学 
( prestressed concrete 
mathematics ) 就 是 在 
具体 数学 ( concrete 
mathematics ) 前 加 上 
一 串 眼 花红 乱 的 记号 . 
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如 果 你 从 没有 见 过 
这 个 ， 请 举 手 . 

好 的 , 其 他 人 可 以 迅 
速 转 到 式 (1.1). 


金子 哇 . 

我 们 的 圆 盘 是 用 混 
凝 土 (concrete ) 做 
成 的 吗 ? 





递归 问题 


RECURRENT PROBLEMS 


本 章 探讨 三 个 范例 , 以 便 你 对 后 面 要 讲述 的 内 容 有 个 大 概 了 解 . 它们 有 两 个 共同 的 特征 : 
一 是 都 曾 被 数学 家 们 反复 研究 过 ; 二 是 它们 的 解 都 用 到 了 递归 的 思想 ,每 一 个 问题 的 解 都 依 
赖 于 同一 问题 的 更 小 实例 的 解 . 





1.1 河内 塔 ”THE TOWER OF HANOI 








我 们 首先 探讨 一 个 称 为 河内 塔 的 精巧 智力 题 , 它 是 由 法 国 数学 家 爱德华 : 卢 卡 斯 于 1883 
年 发 明 的 .给 定 一 个 由 8 个 圆 盘 组 成 的 塔 ， 这 些 圆 盘 按 照 大 小 递减 的 方式 套 在 三 根 桩 柱 中 的 
一 根 上 . 
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我 们 的 目的 是 要 将 整个 塔 移动 到 另 一 根 桩 柱 上 , 每 次 只 能 移动 一 个 圆 盘 , ABO BE 
在 移动 过 程 中 不 能 放置 在 较 小 的 圆 盘 上 面 . 

卢 卡 斯 Fe9 给 这 个 玩具 赋予 了 一 个 罗曼 蒂 克 的 传说 ， 说 的 是 一 个 大 得 多 的 婆罗 贺 摩 塔 
( Tower of Brahma )， 它 由 64 个 纯 金 的 圆 盘 堆 放 在 三 座 钼 石 做 成 的 方 尖 塔 上 .他 说 ， 上 帝 一 开 
始 把 这 些 金 圆 盘 放 到 了 第 一 座 方 尖 塔 上 , 并 命令 一 组 牧师 按照 上 面 的 规则 把 它们 移动 到 第 三 
座 方 尖塔 上 .据说 牧师 们 夜以继日 地 工作 ， 当 他 们 完成 任务 时 , 那 座 塔 就 将 境 塌 ， 世 界 也 将 
毁灭 . 

这 个 智力 题 有 解 ， 只 是 并 非 显 而 易 见 ， 不 过 只 要 稍 加 思考 (或 者 此 前 看 见 过 这 个 问题 ) 












































2 第 1 章 递归 问题 


就 能 使 我 们 确信 的 确 如 此 . 现在 问题 来 了 : 我 们 能 做 到 的 最 好 的 解法 是 什么 ?也 就 是 说 , 要 
完成 这 项 任务 移动 多 少 次 才 是 必须 上 且 足 够 的 ? 

解决 这 样 问 题 的 最 好 方法 是 对 它 稍 加 推广 . 婆罗 贺 摩 塔 有 64 个 圆 盘 , 河内 塔 有 8 个 圆 盘 ， 
让 我 们 来 考虑 一 下 ， 如 果 有 nn 个 圆 盘 将 会 怎样 ? 

这 样 推广 的 一 个 好 处 是 ,我 们 可 以 大 大 简化 问题 .事实 上 ， 在 本 书 中 我 们 将 反复 看 到 ， 
先 研究 小 的 情形 是 大 有 神 益 的 . 移动 只 有 一 两 个 圆 盘 的 塔 十 分 容易 . 再 通过 少量 的 尝试 就 能 
看 出 如 何 移动 有 3 个 圆 盘 的 塔 . 

求解 问题 的 下 一 步 是 引入 适当 的 记号 : 命名 并 求解 . 我 们 称 开 是 根据 卢 卡 斯 的 规则 将 7 
个 圆 盘 从 一 根 桩 柱 移动 到 另 一 根 桩 柱 所 需要 的 最 少 移动 次 数 . 那么 ， 卫 显然 是 1， 而 了 =3. 

考虑 所 有 情形 中 最 小 的 情形 还 可 以 轻松 得 到 另 一 条 信息 ， 即 显然 有 = 0 ， 因 为 一 个 有 
n=0 个 圆 盘 的 塔 根本 无 需 做 任何 挪动 ! 聪明 的 数学 家 们 不 会 着 于 考虑 小 问题 ， 因 为 当 极端 
情形 ( 即便 它们 是 平凡 的 情形 ) 弄 得 明明 白白 时 ， 一 般 的 形式 就 容易 理解 了 . 

现在 让 我 们 改变 一 下 视角 ， 来 考虑 大 的 情形 : 怎样 才能 移动 一 个 大 的 塔 呢 ? 移动 3 个 
盘 的 试验 表明 ， 获 胜 的 思路 是 将 上 面 两 个 圆 盘 移动 到 中 间 的 桩 柱 上 ， 然 后 移动 第 三 个 圆 盘 ， 
接着 再 把 其 余 两 个 放 到 它 上 面 . 这 就 为 移动 n 个 圆 盘 提 供 了 一 条 线索 : 首先 把 -1 个 小 的 圆 
盘 移动 到 一 个 不 同 的 桩 柱 上 (需要 隐 ,次 移动 )， 然 后 移动 最 大 的 圆 盘 〈 需 要 一 次 移动 )， 最 
后 再 把 那 上 -1 个 小 的 圆 盘 移 回 到 最 大 圆 盘 的 上 面 ( 这 需要 另外 的 也, 次 移动 ) 这样， 至 多 
Ta OT, ,+1 次 移动 就 能 移动 六 (n2 0) BIET: 

TOT 4d. n>0. 


这 个 公式 用 的 是 符号 “三 ”， 而 不 是 “=”， 因 为 我 们 的 构造 仅仅 证 明了 27, +1 次 移动 
就 足够 了 ， 而 没有 证 明 2T, +1 次 移动 是 必需 的 . 智者 或 许 能 想到 一 条 捷径 . 

还 有 更 好 的 方法 吗 ? 实际 上 没有 . 我 们 迟早 必须 移动 最 大 的 那个 圆 盘 ， 当 我 们 这 样 做 的 
时 候 ， 那 a-1 个 小 的 圆 盘 必 须 已 经 在 某 根 棕 柱 上 ， 而 这 至 少 需 要 7 次 移动 才能 把 它们 放置 
到 那儿 ， 如 果 我 们 不 太 精 明 ， 则 移动 最 大 的 圆 盘 可 能 会 多 于 一 次 . 但 是 在 最 后 一 次 移动 最 大 
的 那个 圆 盘 之 后 , 我 们 必须 把 那 4-1 个 小 的 圆 盘 ( 它们 必须 仍然 在 同一 根 桩 柱 上 ) 移 回 到 最 
大 圆 盘 的 上 面 ， 这 也 需要 了 ,次 移动 ， 从 而 
T, Z2T, ,+1, n>0. 


n 


把 这 两 个 不 等 式 与 n=0 时 的 平凡 解 结合 在 一 起 就 得 到 
n=0; 
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(L1) 
T, -2T7,, 41, n»0. 


CES, RAN SO MAMAT =1 AKT, =3 相 一 致 ， 关于 小 的 情形 的 经 验 不 仅 能 帮助 我 们 
发 现 一 般 的 公式 ， 而 且 还 提供 了 一 种 便利 的 核查 方法 ， 看 看 我 们 是 否 犯 下 思春 的 错误 . 在 以 
后 各 章 涉 及 更 为 复杂 的 操作 策略 时 ， 这 样 的 核查 尤为 重要 . ) 

像 式 (1.1 ) 这 样 的 一 组 等 式 称 为 递归 式 (recurrence, 也 称 为 递归 关系 或 者 递 推 关 系 ) 它 
给 出 一 个 边界 值 ， 以 及 一 个 用 前 面 的 值 给 出 一 般 值 的 方程 . 有 时 我 们 也 把 单独 的 一 般 性 方程 
称 为 递归 式 ， 尽 管 从 技术 上 来 说 它 还 需要 一 个 边界 值 来 补足 

我 们 可 以 用 递归 式 对 任何 计算 T. 然而 , 当 n 很 大 时 ,并 没有 人 真 愿 意 用 递归 式 进 行 




































































已 经 就 卢 卡 斯 问题 发 表 
的 大 多 数 “ 解 ”， 如 
Allardicefe Fraser”! 4 d 
的 一 个 早期 的 解 ， 都 没 
能 说 明 为 什么 T 必定 
Bor. Gd 


是 的 ， 是 的 ， 我 以 前 
见 过 这 个 词 . 


通过 证 明 我 们 可 以 
fe 3| d F 45 XR — 
级 (基础) ， 并 能 从 
一 个 阶梯 卜 到 上 一 
个 阶梯 (归纳) ， 数 
学 归纳 法 就 证 明了 : 
我 们 可 以 在 一 架 梯 
FEMMES Hw Ke 


2 
多 高 . 


什么 是 proof ( 证 明 )? 
“ 百 分 之 一 纯 酒精 的 
a a 


1.1 河内 塔 3 








计算 , 因为 太 耗 时 了 . 递归 式 只 给 出 了 间接 、 局 部 的 信息 . 得 出 递归 式 的 解 我 们 会 很 愉悦 . 这 
就 是 说 ， 对 于 7,， 我 们 希望 给 出 一 个 既 漂亮 又 简洁 的 “封闭 形式 ”， 它 使 我 们 可 以 对 其 进行 
快捷 计算 ， 即 便 对 很 大 的 亦 然 ， 有 了 一 个 封闭 形式 ， 我 们 才能 真正 理解 7 究 竞 是 什么 . 
那么 怎样 来 求解 一 个 递归 式 呢 ? 一 种 方法 是 猜 出 正确 的 解 , 然后 证 明 我 们 的 猜想 是 正确 
的 .猜测 解 的 最 好 方法 是 (再 次 ) 人 研究 小 的 情形 . 我 们 就 这 样 连续 计算 T=2x3+1=7， 
T, 22x741215, T,=2x15+1=31, T=2x31+1=63. Win! 这 看 起 来 肯定 像 是 有 
T, 22"-1, n=0. (12) 
至 少 这 对 n 三 6 是 成 立 的 . 
数学 归纳 法 ( mathematical induction ) 是 证 明 某 个 命题 对 所 有 满足 n 宇 nn 的 整数 n 都 成 
立 的 一 般 方 法 .首先 我 们 在 n 取 最 小 值 mn, 时 证 明 该 命题 ， 这 一 步骤 称 为 基础 (basis); 然后 
对 n>n,， 假设 该 命题 对 n 与 -1 之 间 (包含 它们 在 内 ) 的 所 有 值 都 已 经 被 证 明 ， 再 证 明 该 
命题 对 nn 成立, 这 一 步 又 称 为 归纳 (induction ) 这 样 一 种 证 明 方法 仅 用 有 限 步 就 得 到 无 限 多 
个 结果 . 
递归 式 可 以 用 数学 归纳 法 完美 地 确立 起 来 .例如 在 我 们 的 情形 中 ， 式 ( 1.2 ) 很 容易 由 
式 (1.1 ) 推出 : 其 基础 是 显然 的 ， 因 为 元 =2° -1=0. 而 如 果 我 们 假设 当 被 4-1 取 代 时 式 
(1.2) 成 立 ， 则 对 n>0 用 归纳 法 就 得 出 
T, -2T, ,+1=2(2™ -1)+1=2"-1, 
从 而 式 (1.2) 对 nn 也 成 立 ， 好 的 ! 我 们 对 了 的 探求 就 此 成 功 结 
牧师 的 任务 自然 还 没有 完成 ,他们 仍 在 负责 任 地 移动 圆 盘 ， 而 且 还 会 继续 一 段 时 间 ， 
XT n 26448 2" -1 次 移动 (大 约 1.8x10" 次 ) 即便 是 按照 每 微 秒 移 动 一 次 这 个 不 可 能 实现 
的 速度 ， 也 需要 5000 多 个 世纪 来 移动 婆罗 贺 摩 塔 .而 卢 卡 斯 的 智力 问题 更 切合 实际 ， 它 需要 
2° -1= 255 次 移动 ， 快 手 大 概 四 分 钟 就 能 完成 . 
河内 塔 的 递归 式 是 在 各 种 应 用 中 出 现 的 诸多 问题 的 一 个 典范 . 在 寻求 像 7, 这 样 有 意义 的 
量 的 封闭 形式 的 表达 式 时 ， 我 们 经 过 了 如 下 三 个 阶段 . 
(1) 研究 小 的 情形 .这 有 助 于 我 们 洞察 该 问题 ， 而 且 对 第 二 和 第 三 阶段 有 所 帮助 . 
(2) 对 有 意义 的 量 求 出 数学 表达 式 并 给 出 证 明 . 对 河内 塔 , 这 就 是 递归 式 (1.1 ), 它 允 许 
我 们 对 任何 n 计算 7 (假设 我 们 有 这 样 的 意向 ) 
(3) 对 数学 表达 式 求 出 封闭 形式 并 了 予以 证 明 .对 河内 塔 ， 这 就 是 递归 解 (1.2). 
第 三 阶段 是 本 书 要 由 始 至 终 集 中 探讨 的 . 实际 上 , 我 们 将 频繁 跳 过 第 一 和 第 二 阶段 ， 
为 我 们 以 给 定 一 个 数学 表达 式 作 为 出 发 点 ， 即 便 如 此 ,我们 仍然 会 深入 到 各 个 子 问题 中 , S 
求 它 们 的 解 将 会 贯穿 所 有 这 三 个 阶段 . 
我 们 对 于 河内 塔 的 分 析 引 导出 了 正确 的 答案 ,然而 它 要 求 “ 归 纳 的 跳跃 "， 依 赖 于 我 们 
对 答案 的 幸运 猜测 ， 这 本 书 的 一 个 主要 目的 就 是 说 明 不 具备 超人 洞察 力 的 人 如 何 求解 递归 
式 ， 例 如 ， 我 们 将 会 看 到 ， 在 递归 式 (1.1) 中 方程 的 两 边 加 上 1 可 以 使 其 变 得 更 简单 
T, 41-1; 
T, 41227, ,*2, n>0. 


现在 如 果 令 U, =7T +1， 那 么 就 有 













































































































































































4 Ble 递归 问题 


(1.3) ere 
n>0. 有 趣 的 是 ,我 们 在 式 


MB Mee A IR Tn "EE 2 (1.1 ) 中 是 通过 加 而 
不 必 是 天 才 ， 就 能 发 现 这 个 递归 式 的 解 正 是 U, = 2", AMAT, =2"-1. 即便 是 一 台 计 ge mila 


算 机 也 能 发 现 这 个 结论 . 
1.2 平面 上 的 直线 LINES IN THE PLANE 


我 们 的 第 二 个 范例 有 更 多 的 几何 特色 : 用 一 把 比萨 刀 直 直 地 切 n 刀 ,， 可 以 得 到 多 少 块 比 
BEDE? 或 者 说 得 更 有 学 术 味 儿 点 : 平面 上 nn 条 直线 所 界定 的 区 域 的 最 大 个 数 ,是 多 少 ? 这 (A ks 
个 问题 于 1826 年 被 一 位 瑞士 数学 家 斯 坦 纳 039 首先 解决 a 
我 们 再 次 从 研究 小 的 情形 开始 , 记 住 ,首先 研究 所 有 情形 中 之 最 小 者 ， 没 有 直线 的 平面 
有 1 个 区 域 ， 有 一 条 直线 的 平面 有 2 个 区 域 ， 有 两 条 直线 的 平面 有 4 个 区 域 ( 每 条 直线 都 在 两 
个 方向 无 限 延伸 ): 


U, = 2U, 


n nol? 





















































Lo=1 Li=2 


我 们 一 定 会 想到 有 =2", 当然 ! 增加 一 条 新 的 直线 直接 使 区 域 的 个 数 加 信 . BBA, RT BRO 
这 是 错误 的 ， 如 果 第 条 直线 能 把 每 个 已 有 区 域 分 为 两 个 ， 那 么 就 能 加 倍 ， 它 肯定 能 把 一 个 ”为人 人 
已 有 区 域 至 多 分 成 两 个 ， 这 是 因为 每 一 个 已 有 区 域 都 是 凸 的 ( 一 条 直线 可 以 把 一 个 凸 区 域 分 。 个 区 域 是 的 (这 不 
成 至 多 两 个 新 区 域 ， 这 些 新 的 区 域 也 将 是 凸 的 ) 但 是 当 增 加 第 三 条 直线 ( 图 中 的 那 条 粗 线 ) AA FEIN, 


而 是 数学 家 们 所 相 




























































































时 ， 我 们 很 快 就 会 发 现 ， 不 论 怎样 放置 前 面 两 条 直线 ， 它 只 能 至 多 分 裂 3 个 已 有 的 区 域 ， 人 
2 
1a 
lb — 3a 
Ab 3b 





JAM L, =4+3=7 是 我 们 能 做 到 的 最 好 结 

略 加 思考 之 后 ， 我 们 给 出 适当 的 推广 . 第 n(n >0 ) 条 直线 使 得 区 域 的 个 数 增加 个 ， 
当 目 仅 当 它 对 个 已 有 区 域 进行 了 分 裂 ; 而 它 对 大 个 已 有 区 域 进行 分 裂 ， 当 日 仅 当 它 在 -1 
个 不 同 的 地 方 与 前 面 那 些 直 线 相交 . 两 条 直线 至 多 相交 于 一 点 , 因而 这 条 新 的 直线 与 那 n-1 
条 已 有 直线 至 多 相交 于 n -1 个 不 同 的 点 ， 故 必定 有 k 三 n .我 们 就 证 明了 上 界 

L XL, ,*n, n>0. 

此 外 ， 用 归纳 法 容易 证 明 这 个 公式 中 的 等 号 可 以 达到 .我 们 径直 这 样 来 放置 第 n 条 直线 ,使 
得 它 不 与 其 他 直线 中 的 任何 一 条 平行 ( 从 而 它 与 它们 全 都 相交 )， 且 它 不 经 过 任何 已 经 存在 
的 交点 ( 从 而 它 与 它们 全 都 在 不 同 的 点 相交 ) 于 是 该 递归 式 即 为 
























































“展开 ”? 我 把 它 称 
te RA” 


MAR, 许多 功劳 都 
归功 于 高 斯 了 一 一 
要 么 他 真是 一 个 天 
A, 要 么 他 有 一 个 了 
不 起 的 媒体 经 纪 人 . 


或 许 他 只 是 具有 极 
富 魅 力 的 个 性 . 


实际 上 高 斯 常 被 称 
为 是 所 有 时 代 中 最 
伟大 的 数学 家 ， 故 而 
能 弄 懂 他 的 至 少 一 
项 发 现 也 是 令 人 愉 
快 的 . 


1.2 平面 上 的 直线 5 


L,-1; 
(1.4) 
L -L,,*tn, n>0. 
核查 一 下 就 发 现 , 已 知 的 L1、Ls 和 ZL 的 值 在 这 里 完全 正确 ， 所 以 我 们 接受 这 一 结 
现在 需要 一 个 封闭 形式 的 解 .我 们 可 以 再 次 来 玩 猜测 游戏 ， 但 是 1,2,4,7,11,16,… 看 起 来 
并 不 熟悉 ， 故 而 我 们 另 尽 蹊 径 ， 我 们 常常 可 以 通过 将 它 从 头 到 尾 一 直 “ 展 开 ” 或 者 “ 解 开 ” 
来 弄 清 楚 递 归 式 ， 如 下 : 
L -L,,*n 
-L,,*(n-l)*n 
=L, ,t*t(n-2)*(n-l)*n 












































本 
=1+S, ， 其 中 S =14+24+3+---+(n-l)tn. 
fei, L, 比 前 个 正 整 数 的 和 5 大 1. 
量 5, 不 时 地 冒 出 来 ， 故 而 值得 对 较 小 的 值 做 出 一 张 表 ， 这 样 ， 我 们 下 次 看 到 它们 时 ， 
或 许 会 更 容易 辨认 出 这 些 数 : 


n | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
$, | 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91 105 











这 些 值 也 称 三 角形 数 , 因为 5, 是 一 个 及 行 的 三 角形 阵列 中 保龄球 瓶 的 个 数 . 例如 ,通常 的 
DUT MERA S, = 10 个 瓶子 . 
为 计算 8 , 我们 可 以 利用 据说 是 高 














在 1786 年 就 想 出 来 的 一 个 技巧 ， 那 时 他 只 有 9 岁 丰 | 

















( 阿 基 米 德 也 曾 在 他 关于 螺旋 线 的 经 典 著 作 的 命题 10 和 命题 11 中 用 到 过 ): 
S= 1 + 2 + 3 (n-1)+ n 
+S,= n +(n-1) + (n-2) += 2 
2S, = (ntl) + Cn*1) + (n+l) (n+1) (n+l) 























只 要 把 5, 和 它 的 反 向 书写 相 加 ， 就 能 使 得 右边 列 的 每 一 列 中 的 诸 数 之 和 都 等 于 n+1. 简化 
即 得 








s. n=0. (1.5) 

好 的 ， 我 们 就 有 解答 
1, =a, n=0. (1.6) 
作为 专家 , 我 们 或 许 很 满意 于 这 个 推导 ,并 认为 它 是 一 个 证 明 , 尽管 在 做 展开 和 合并 时 
我 们 付出 了 一 点 点 努力 . 但 是 学 数学 的 学 生 应 该 能 够 适应 更 严格 的 标准 , 故而 最 好 用 归纳 法 




















构造 出 一 个 严格 的 证 明 . 归纳 法 的 关键 步骤 是 
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L, =L, eno ( Se ie)ene anne DL 











现在 对 于 封闭 形式 (1.6) 就 不 再 有 疑问 了 . 

我 们 谈 到 了 “封闭 形式 ”而 没有 具体 说 明 它 的 含义 . 通常 ， 它 的 含义 是 极其 明晰 的 . 像 
(1.1) Al (1.4) 这 样 的 递归 式 不 是 封闭 形式 的 ， 它 们 用 其 自身 来 表示 一 个 量 ; 但 是 像 (1.2 ) 
和 (1.6) 这 样 的 解 是 封闭 形式 的 ， 像 1+2+…+n 这 样 的 和 不 是 封闭 形式 一 一 它们 用 “…” 

n(n+1) 


企图 蒙混 过 关 ， 然 而 像 一 > “这 样 的 表达 式 则 是 封闭 形式 的 ， 我 们 可 以 给 出 一 个 粗略 的 定 


X: 如 果 可 以 利用 至 多 固定 次 数 ( 其 次 数 与 无关) 的 “人 人 熟知 的 ”标准 运算 来 计算 量 f (n) 
的 表达 式 ， 那么 这 个 表达 式 是 封闭 形式 的 ， 例 如 ，2" -1 和 2 都 是 封闭 形式 ， 因 为 它们 
仪 仅 显 式 地 包含 了 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 和 备 指 运算 . 

简单 封闭 形式 的 总 数 是 有 限 的 , 且 存 在 没有 简单 封闭 形式 的 递归 式 . 当 这 样 的 递归 式 显 
现 出 重要 性 时 ( 由 于 它们 反复 出 现 )， 我 们 就 把 新 的 运算 添加 到 整套 运算 之 中 ， 这 可 以 大 大 
扩展 用 “简单 的 ”封闭 形式 求解 的 问题 的 范围 . 例如, 前 n 个 整数 的 乘积 nl! 已 经 被 证 明 是 如 
此 重要 ， 故 而 现在 我 们 都 把 它 视 为 一 种 基本 运算 . 于 是 公式 nl! 就 是 封闭 形式 ， 尽 管 与 它 等 
价 的 1x2x…xn 并 非 是 封闭 形式 . 

现在 , 我 们 简要 谈 谈 平面 上 直线 问题 的 一 个 变形 : 假设 我 们 用 折线 代 蔡 直线 ,每 一 条 折 
线 包含 一 个 “锯齿 ”. 平面 上 由 nn 条 这 样 折 线 所 界定 的 区 域 的 最 大 个 数 Z, 是 多 少 ? 我 们 或 许 
WZ, KAE L, 的 两 倍 ， 或 者 也 可 能 是 它 的 三 倍 .我 们 看 到 : 





































































































































































































Z-2 


从 这 些小 的 情形 出 发 并 稍 加 思考 ,我 们 意识 到 ,除了 这 “两 条 ” 
延伸 出 去 而 使 得 区 域 相 融合 之 外 ， 一 条 折线 与 两 条 直线 相似 : 




















直线 不 经 过 它们 的 交点 





区 域 2、3 和 4 对 于 两 条 直线 来 说 它们 是 不 同 的 区 域 ， 但 在 一 条 折线 的 情形 下 是 单独 的 一 个 区 
域 ， 于 是 我 们 失掉 了 两 个 区 域 .然而 ， 如 果 放 置 得 当 一 一 饥 齿 点 必须 放 在 它 与 其 他 直线 的 交点 

















“之 外 ” 那 就 是 我 们 失去 的 全 部 ， 也 就 是 说 ， 对 每 条 折线 我 们 仅仅 损失 两 个 区 域 . 从 而 
Zug us NEFF S S. 


(1.7) 


-2m —n4l, n=0. 


在 有 疑问 时 ,请 观察 
这 些 单词 .为 什么 说 
它 是 封闭 的 而 不 是 开 
放 的 ? 

它 给 我 们 带 来 什么 
印象 ? 

答案 : 方程 是 封闭 的 ， 
是 指 不 用 它 本 身 来 定 
义 不 产生 递归 
AX. 这 件 事 结案 了 
(closed ) 是 指 不 再 议 
T. 隐喻 是 关键 所 在 . 





… 一 点 事后 的 想 
Hee 


习题 18 有 详细 说 明 . 


( AhrensP*?) 以 及 
Herstein fe Kaplansky 7 
讨论 了 这 个 问题 的 
有 趣 历 史 . 约瑟夫 本 
人 (9 对 此 说 得 不 够 
清晰 . ) 


， 因 此 他 的 故事 
留 传 了 下 来 . 


n=0 的 情形 没有 意 
X. 


即便 如 此 ， 错 误 的 猜 
想 也 并 不 意味 着 浪 
费时 间 ， 因 为 它 将 我 
们 吸引 到 了 该 问题 中 . 


比较 封闭 形式 (1.6 ) 和 ( 1.7 )， 我 们 发 现 对 于 大 的 n 有 
L, 28 lg 2 
2 
Z, oxi 2n? ; 


Br LA Aare Pr RES SU B) K RE AR REE KRKA. (在 以 后 的 章节 中 ， 我 们 
将 会 讨论 当 n 很 大 时 怎样 来 分 析 整 数 函 数 的 近似 性 状 . RRS“ ~” ELE. ) 























1.3 约瑟夫 问题 THE JOSEPHUS PROBLEM 


本 章 最 后 介绍 的 这 个 例子 源 于 以 夫 拉 维 ' 约瑟夫 (他 是 一 世纪 时 的 著名 历史 学 家 ) 命名 
的 古老 问题 ， 但 稍 有 变化 .传说 如 果 不 是 由 于 他 的 数学 天 赋 ， 约 瑟 夫 不 会 活 到 出 名 的 那 一 
天 . 在 犹太 罗马 战争 期 间 ,， 他 们 41 名 犹太 反抗 者 困 在 了 罗马 人 包围 的 洞穴 中 . 这 些 反 抗 者 宁 
愿 自杀 也 不 愿 被 活捉 ， 于 是 决定 围 成 一 个 圆圈 ， 并 治 着 圆圈 每 隔 两 个 人 杀 死 一 个 人 ,直到 剩 
下 最 后 两 个 人 为 止 . 但 是 ,约瑟夫 和 一 个 未 被 告发 的 同谋 者 不 希望 无 谓 地 自杀 ,于 是 他 迅速 
计算 出 他 和 其 朋友 在 这 个 险恶 的 圆圈 中 应 该 站 的 位 置 . 

我 们 这 个 问题 略 有 变化 ， 从 围 成 标 有 记号 1 到 的 圆圈 的 n 个 人 开始 ， 每 隔 一 个 删 去 一 
个 人 ,直到 只 有 一 个 人 幸存 下 来 . 例如 n=10 的 起 始 图 形 : 





























消去 的 顺序 是 2, 4, 6, 8, 10, 3, 7, 1, 9, 于 是 5 幸存 下 来 . 问题 : 确定 幸存 者 的 号 码 J(n). 
我 们 刚才 看 到 .7d0) =5 .我 们 或 许 会 猜想 为 偶数 时 有 J0)=7， n=2 的 情形 支持 这 
一 猜想 : J(2) 21. 但 是 其 他 几 个 小 的 情形 打消 了 我 们 的 这 个 念头 , 这 一 猪 想 对 n=4 和 n=6 
不 成 立 . 
n | 1 2 3 4 5 6 
J(n) | 1 1 3 1 3 5 
现在 我 们 重新 开始 ， 试 试 更 好 的 猜想 ， 咽 …… , Jn) 看 起 来 总 是 奇数 .事实 上 ， 对 此 有 一 
个 好 的 解释 : 绕 这 个 圆 走 第 一 圈 就 消除 了 所 有 偶数 号 码 ， 此 外 ， 如 果 nn 是 偶数 ， 那 么 除了 
人 数 仅 剩 下 一 半 且 他 们 的 号 码 有 变化 之 外 ， 我 们 得 到 的 是 与 一 开始 类 似 的 情形 . 
所 以 我 们 假设 一 开始 有 2n 人 个人， 经 过 第 一 轮 后 剩 下 的 是 : 

















2n-1 l 3 


2n-3 5 
7 






































8 第 1 章 递归 问题 





3 号 就 是 下 一 个 要 离开 的 人 . 除了 每 个 人 的 号 码 加 倍 并 减 去 1 之 外 ,这 正 像 对 个 人 开始 时 的 
情形 .就 是 说 
J(2n)=2J(n)-1, nZ1. 
现在 可 以 快 步 过 渡 到 大 的 nx. 例如 ， 我们 知道 有 JQ0)=5 ， 所 以 
J(20) = 2J(10)-1=2x5-1=9. 
类 似 地 有 .7(40) 217 ， 且 我 们 可 以 推出 .7(CSx27”) 22" +1. 
对 于 奇数 的 情形 , 结果 又 如 何 呢 ? 对 于 2m+1 个 人 , 显然 标号 为 1 的 人 恰好 是 在 标号 为 27 
的 人 后 面 被 删除 ， 剩 下 的 是 : 























我 们 再 次 得 到 与 及 个 人 开始 时 几乎 相同 的 情形 , 但 是 这 一 次 他 们 的 号 码 加 倍 并 增加 了 1. 从 而 

J(2n+1)=2J(n)+1, n=l. 
把 这 些 方 程 和 .J(Q)=1 组 合 起 来 ， 就 给 出 在 所 有 情形 下 定义 J 的 递归 式 : 

J7(D)=1; 
J(2n)=2J(n)-1, n=1; (1.8) 
J(2n+1)=2J(n)+1, n=l. 
这 次 不 是 由 yz -1) f8] J(n) ， 但 这 个 递归 式 要 “有 效 ” 得 多 ， 因 为 每 次 用 到 它 的 时 候 ， 它 
都 要 用 一 个 因子 2 来 缩减 n 或 胜 于 此 . 比方 说 ， 我 们 可 以 仅 用 式 〈1.8 ) 19 次 就 能 算出 
7(1000000) .但 我 们 仍然 要 寻求 一 个 封闭 形式 ， 因 为 封闭 形式 计算 起 来 更 快 , 也 蕴涵 更 丰富 
的 信息 ， 毕 竞 ， 这 是 一 个 生死 依 关 的 问题 . 
有 了 递归 式 , 我 们 可 以 对 很 小 的 值 快速 做 出 一 张 表 . 我们 似乎 可 以 看 出 它 的 规律 ,而 且 

猜 出 问题 的 答案 . 

















alala alas | BO Oe p a 435 | He 
4]|1|13]|13 5 71135 9 9 H 18 15 | 1 


找到 啦 ! 看 来 似乎 可 以 按照 2 的 老将 表 中 的 数据 分 组 (在 表 中 用 竖 线 分 隔 开 ), 在 每 一 组 的 开 
4 J(n) 总 是 等 于 1， 并 且 组 里 的 数据 每 次 递增 2， 因 此 ， 如 果 我 们 将 n 写成 n=2”+1 的 形式 ， 
其 中 2” 是 不 超过 n 的 2 的 最 大 窜 ， 而 1 则 是 剩 下 的 数 ， 那 么 递归 式 的 解 看 起 来 是 
J(2”+D=21+1, mZ0, 0</<2”. (1.9) 
( 注意， 如 果 2” <n<2"", WAR FRZ =n-2" WES <2" -2"z2".) 
现在 必须 给 出 式 ( 1.9 ) 的 证 明 . 以 往 我 们 用 的 是 归纳 法 , 这 一 次 我 们 对 m 用 归纳 法 . 当 
m=0 时 必定 有 1=0， 于 是 式 (1.9) 的 基础 就 是 .7 =1 ， 此 结论 为 真 . 归纳 证 明 分 成 两 个 






































这 是 其 中 的 巧妙 之 
处 : 我 们 有 J(2n)= 
newnumber (J (n)) š 
其 中 newnumber (k) 
=2k-1. 


奇数 的 情形 ? 嘿 ， 把 
我 兄弟 排除 在 外 . 


有 一 个 更 简单 的 方 
法 ! 关键 的 事实 在 于 
对 所 有 m 都 有 
J(2")=1 ,而 这 可 以 
由 第 一 个 方程 
J(2n) =2J(n)-1 
立即 推出 . 故而 我 们 
知道 ， 每 当 n 是 2 的 
Ap, Fb PANE 
GPR. 而 在 
n=2"4+1 的 一 般 情 
形 下 ， 经 过 1 次 行刑 
后 ， 人 数 缩减 成 2 的 
me. 此 时 留 下 来 的 第 
一 个 人 ， 即 幸存 者 ， 
是 标号 为 21+1 者 . 


(这 里 “迭代 ”就 是 
把 一 个 函数 应 用 到 
85.) 
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部 分 , 按照 1 是 偶数 还 是 奇数 而 定 . 如 果 m >0 且 2”+1=2n， 
和 归纳 假设 ， 有 
JQ" +2) =25(2"" «1/2)-122(21/2*41) -122141 , 
这 恰好 是 我 们 想 要 的 结果 . E2” ++ =2n4+1 为 奇数 的 情形 ， 有 类 似 的 证 明成 立 . 我 们 或 许 还 
注意 到 ， 式 (1.8 ) 列 涵 着 关系 式 
J(2n*1) -J(2n) =2. 
总 之 ， 这 就 完成 了 归纳 法 ， 也 就 证 明了 式 ( 1.9). 
我 们 来 举例 说 明 式 ( 1.9 ), 计算 .rd00) .在 这 一 情形 下 ,我们 有 100=2s+36 ， 故 有 
J(100) = 2x36+1= 73. 
既然 已 经 哨 掉 了 硬骨头 〈 解 决 了 该 问题 )， 下 面 就 来 研究 一 个 容易 的 问题 : 问题 的 每 一 
个 解 都 可 以 加 以 推广 , 使 得 它 能 应 用 于 一 类 更 为 广泛 的 问题 . 一 旦 掌握 了 一 项 技巧 ,我 们 就 
应 仔细 琢磨 看 利用 它 可 以 走 多 远 ， 这 是 一 件 很 有 启发 意义 的 事 . 因此 ， 在 本 节 剩 下 的 部 分 ， 
我 们 要 来 讨论 解 (1.9 )， 并 且 探 讨 递 归 式 (1.8 ) 的 某 些 推 广 ， 这些 探讨 将 会 揭示 所 有 这 类 问 
题 背后 所 隐藏 的 结构 . 
在 我 们 的 求解 过 程 中 , 2 的 帘 起 着 重要 的 作用 , 所 以 自然 要 来 研究 n 和 J(n) 的 以 2 为 基数 
的 表示 . 假设 n 的 二 进 制 展开 式 是 
n= (b,b,, bb.) , 
也 就 是 说 ， 
n=b 2" «b, 2"! +--+b2+b, , 
其 中 每 个 b osi, MAMAE b, 是 1， 注 意 n = 2”+1 ， 我 们 依次 就 有 
n = (1b, bp ebay, 
l= (05, b, bb), , 
21 = (b, b, bb,0),, 
21+1= (b, b, s bb), > 
J(n)= (bn-ibn-2 i bbb, ); ` 
(最 后 一 步 由 J(n)=21+1 以 及 b, =1 推 出 . ) 我 们 就 证 明了 
J ((b,b, , b), ) = G, DoD )> + (1.10) 
用 计算 机 程序 设计 的 行 话说 就 是 ，n 癌 左 循环 移动 一 位 就 得 到 J(n) Y 令 人 不 可 思议 ， 例 如 ， 
如 果 n=100= (1100100), ,那么 J(n) = J ((1100100), ) = (1001001), , 它 等 于 64+8+1=73. 如 
果 我 们 过 去 一 直 在 用 二 进 制 进行 计算 ， 也许 就 会 立马 发 现 这 个 模式 . 
如 果 我 们 从 nn F, HIRAI 3I m e R, 那么 就 做 了 m+1 次 循环 移 位 ， 由 于 nn 是 
一 个 m+1 位 的 数 , 因此 我 们 或 许 会 期 待 再 次 得 到 来 结束 循环 . 但 是 事实 并 不 一 定 如 此 . 例 


那么 1 是 偶数 ,又 根据 式 (1.8 ) 





= 


































































































如 ， 如 果 n=13 ,我 们 就 有 J 了 (Q10D),)= 001D, ， 而 此 后 却 有 J 了 (Q01D),)=(111), ， 故 而 该 过 
程 中 断 ， 当 0 成 为 首位 时 ， 它 就 会 消失 掉 . 实际 上 ， 根据 定 义 JSM 必定 总 是 三 n ， 这 是 因为 














J(n) 是 幸存 者 的 号 码 ; 于 是 ， 如 果 J(n) <n ， 那 么 继续 迭代 下 去 永远 也 不 可 能 回 到 . 


























10 第 1 章 递归 问题 
重复 运用 J 就 会 得 到 一 列 递减 的 值 ,它们 最 终 到 达 一 个 “不 动 点 ”, 在 该 点 有 J(n)=n. 利 
用 循环 移 位 性 质 容易 看 出 ， 不 动 点 将 是 : 对 函数 授 代 足够 多 的 次 数 总 是 会 产生 出 全 由 1 组 成 
的 形式 ， 它 的 值 是 2"” -1 ， 其 中 v(n) 是 n 的 二 进 制 表 示 中 1 的 个 数 ， 于 是 ， 由 于 v(13) = 3 ， 
我 们 有 

















2 个 或 者 更 多 个 J 

me 

J(J(--J (13)--))=2?-1=7. 
类 似 地 有 

8 个 或 者 更 多 个 7 

J(J(-+-J ( (101101101101011), )---)) = 2^ -1= 1023. 
结果 令 人 称奇 ， 但 正确 无 误 . 

让 我 们 暂时 回 到 第 一 个 猜测 : 当 为 偶数 时 有 J (2) = 
不 过 现在 我 们 可 以 确定 它 在 什么 情形 下 成 立 : 
n 

J(n)= 2 , 

201412 2" 4+1)/2, 


= 它 在 一 般 情 形 下 显然 并 不 成 立 ， 


1 
12-(2"-2). 
m ) 


如 果 这 个 数 7= 52" —2) 是 整数 , WBA n = 2" +1 就 是 一 个 解 ,这 是 因为 1 小 于 2”. 不 难 验证 ， 
"m 为 奇数 时 ，2” -2 是 3 的 倍数 , 但 当 m 为 偶数 时 则 不 然 ( 我 们 将 在 第 4 章 里 来 研究 这 样 的 
WE). 于 是 方程 7(n) = 了 有 无 穷 多 个 解 ， 前 面 的 几 个 解 如 下 . 











m l n=2" 4] J(n)=2l+1=n/2 n( 二进制 ) 
1 0 2 1 10 
3 2 10 1010 
5 10 42 21 101010 
7 42 170 85 10101010 


























注意 最 右 列 的 形状 . 这 些 是 二 进 制 数 ， 对 它们 向 左 循环 移动 一 位 与 通常 的 向 右 移动 一 位 CUR 

半 ), 会 产生 同样 的 结果 . 

好 的 , 我 们 非常 了 解 函 数 了 了 ,下 一 步 是 对 它 加 以 推广 . 如 果 我 们 的 问题 产生 了 与 (1.8 ) 

有 些 相 像 的 递归 式 〈 不 过 有 不 同 的 常数 )， 将 会 发 生 什么 ”此 时 我 们 或 许 还 没有 足够 的 运气 

猜 出 它 的 解 ， 因 为 解 可 能 真 的 是 稀奇 古怪 的 . 引入 常数 a 、C 和 7y ,并 力图 对 更 加 一 般 的 递 
归 式 〈1.11 ) 求 出 一 个 封闭 形式 ， 以 此 来 研究 这 个 问题 . 

fM=a; 
fQn)22f(n*B, n21; (1.11) 
fQn*l)z2f(ny, nèl. 











足以 令 人 奇怪 的 是 ， 

如 果 M 是 一 个 n 
(n>1 ) 维 紧 的 C” 
流 形 ， 那 么 存在 从 
M 到 及 ”WW 的 一 
个 可 微 浸入 , 但 它 不 
一 定 是 到 RV 
的 可 微 浸入 . 我 很 好 
FHL, 约瑟夫 是 否 
也 是 一 位 拓扑 学 
者 ? 


看 起 来 像 是 天 书 . 


请 准备 好 ， 我 们 要 加 
快速 度 了 ， 下 一 部 分 
是 新 内 容 . 


绝妙 的 主意 ! 
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(ROE AIFS PA a@=1, B=-1WURy=l.) Mf) =w 出 发 并 按 我 们 的 思路 做 下 去 ， 可 
以 对 小 的 n 值 构造 出 如 下 一 般 性 的 表 : 




















n f(r) 

1 a 

2 2a+ f 

3 2a doy 

4 | 4a 3f (1.12) 
> 4a+2p+ y 

6 4at+ B+2y 

7 4a + 3y 

8 8a+ 7p 

9 8a 65 y 


























看 起 来 的 系数 是 不 超过 1 WON ROCR. 此 外 ,在 2 的 寡 之 间 ，7 的 系数 递减 1 直到 得 到 0， 
而 的 系数 则 从 0 开始 递增 1， 于是， 如 果 把 f(n) 对 gg 、B 和 的 依存 关系 分 离开 来 ， 我们 
就 把 它 表 示 成 形式 




















f(n) » A(n)a * B(n)B * C(n)y , (1.13) 
看 起 来 有 

A(n) = 2” ; 

B(n)22"-1-1; (1.14) 

C(n) 21. 


如 通常 一 样 ， 这 里 有 n=2”+1 以 及 0 三 1<2” (n=l). 

用 归纳 法 证 明 ( 1.13 ) 和 (1.14 ) 并 不 太 困 难 , 但 是 计算 比较 麻烦 且 不 能 提供 更 多 有 用 
的 信息 .幸而 有 一 个 更 好 的 方法 ， 是 通过 选取 特殊 的 值 ， 然 后 将 它们 组 合 起 来 . 我 们 考虑 
Q=1, =7y=0 这 一 特殊 情形 来 对 此 方法 加 以 说 明 , 此 时 假设 f(n) 等 于 AQ) :递归 式 (1.11 ) 
就 变 成 























A() 21; 
A(2n)=2A(n), n1; 
A(2n*1) 2 24(n) , n1. 
足以 肯定 的 是 ，4(2" +1) 22" 为 真 (对 六 用 归纳 法 ) 
接 下 来 ,我们 反 过 来 使 用 递归 式 (1.11 ) 以 及 解 (1.13 )， 从 一 个 简单 的 函数 f(n) 出 发 ， 
并 研究 是 否 有 任何 常数 (&, 6B,y) 能 定义 它 。 比 方 说 ， 把 常数 函数 f (n) = 1 FRA (1.11) 得 到 
l=a; 
1=2x1+f; 
]1z2xl-*y; 





























Ae = 
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从 而 满足 这 些 方程 的 值 (w, B, y) = (0,71, 21) BAA A(n) - B(n) — C(n) = f(n) 21. 类 似 地 ， 我 
们 可 以 代入 f(n) 2n : 
l=a; 
2n -2xn* f; 
2n+1=2xn+y. 
当 @g=1,B6=0 以 及 y=1 时 ， 这些 方程 对 所 有 的 n 都 成 立 ， 所 以 不 需要 用 归纳 法 来 证 明 这 些 
参数 会 给 出 f(n) =n .我们 已 经 知道 ，f(n)=n 是 这 种 情形 的 解 ， 因 为 递归 式 CIT) 对 每 
^ n 的 值 都 唯一 地 定义 f(n). 
现在 我 们 基本 上 完成 了 ! 我们 证 明了 , 在 一 般 情形 解 递 昭 式 (1.11 ) 时 , 所 得 到 的 解 ( 1.13 ) 
中 的 函数 4(n)、B(n) 和 C(n) 满足 方程 
A(n) 2", P n=2"+1H0</1 <2"; 
A(n) - B(n) - C(n) = 1; 
A(n)* C(n)2n. 
我 们 在 (1.14) 中 的 猜想 就 立即 被 推出 ， 这 是 因为 我 们 可 以 求解 这 些 方程 ， 
C(n)2n- A(n) =1 























得 到 








以 及 
B(n) = A(n) -1- C(n) = 2" -1-1. 

这 一 做 法 描绘 出 对 求解 递归 式 有 惊人 效果 的 成 套 方法 (repertoire method ). 首先 我 们 来 
寻求 一 组 已 知 其 解 的 通用 参数 , 这 会 给 我 们 一 整套 可 以 求解 的 特殊 情形 . 然后 将 特殊 情形 组 
合 起 来 得 到 一 般 的 情形 .有 多 少 个 独立 的 参数 我 们 的 例子 中 有 三 个 ， 即 g、6 和 7 ) 就 需 
要 有 多 少 个 独立 的 特 解 . 习题 16 和 习题 20 提 供 了 更 多 这 种 成 套 解 法 的 例子 . 

我 们 知道 ， 原 来 的 约瑟夫 递归 式 有 个 奇妙 的 解 ， 写 成 二 进 制 就 是 : 

J ((b,b, ,-bb),) = (5, bbb); > FEP b, =1. 
推广 的 约瑟夫 递归 式 是 否 也 有 这 样 奇 妙 的 解 呢 ? 

的 确 如 此 ， 为 什么 不 呢 ” 如 果 令 B=B 以 及 B =y， 那 么 我 们 可 以 把 推广 的 递归 式 
(1.11) 改写 成 

fM=a; 
fant j)-2f(*B,, 7-01, wel. 
这 个 递归 式 按照 二 进 制 展开 就 是 
f ((b,b,,, bib), ) -2f ((5,5, 1 5), ) + D 
= 4f ((b,b,, , b), ) + 26, + D;, 

















(1.15) 


= 2” f ((b,, h ) + 2" Baa ee 26, F B,, 
=2"æ +2" B, *-- 2B, +B, - 


要 注意 ,作者 期 待 我 
们 通过 形象 直观 的 
实例 体验 出 成 套 方 
法 的 思想 , 而 不 是 给 
我 们 一 个 无 所 不 包 
的 介绍 . 这 一 方法 运 
用 于 “线性 的 ”递归 
式 时 最 为 成 功 , 这 里 
线性 的 含义 是 ， 它 的 
解 可 以 表示 成 任意 
参数 与 4 的 函数 的 乘 
积 之 和 ， 如 同 在 
(1.13) 中 那样 . FA 
(1.13 ) 是 其 中 的 关键 
所 在 . 


(ib ROT CHR 
9E") 


我 想 我 得 到 它 了 : 

A(n) ~ B(n) 和 C(n) 
的 二 进 制 表示 中 ，1 
在 不 同 的 位 置 上 . 


“有 两 种 推广 .一 种 
没有 什么 价值 ， 另 一 
种 则 是 有 价值 的 . 没 
什么 思想 、 仅 赁 路 人 
的 专门 术语 做 推广 
是 很 容易 做 到 的 . 颇 
为 困难 的 是 从 若干 
好 的 素材 中 提取 出 
一 份 精 致 凝练 的 精 


v 
un. 


一 一 波 利 亚 思 1] 
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假设 我 们 现在 解除 二 进 制 表示 ， 人 允许 任意 的 数字 ， 而 不 仅 是 数字 0 和 1,， 那么 上 述 推导 告诉 我 
们 
f ((5,5, , t bbo) ) ni (0B, . b,, Fe bn h- (1.16) 


很 好 .如果 把 式 (1.12) 用 男 一 种 方式 写成 : 



































n fo) 

1 a 
2 2a 4 p 
3 2a y 
4 |4a*2p- 
5 |4a t 2p *y 
6 |4a *2y * p 
7 |4a*2y ty 

我 们 就 能 更 早 些 看 到 这 种 规律 . 





flan, “4n=100=(1100100), 时 ， 与 前 相同 ， 原 来 的 约瑟夫 值 w=1、Z=-1 和 7Y=1 
给 出 





n =(1 1 0 0 1] 0 0),=100 
fma= (1 1 -1 -1 1 sf el). 
= +64 +32 -16 -8 +4 -2 -1 =73 


由 于 在 n 的 二 进 制 表示 中 每 一 块 二 进 制 数字 (10…00), 都 被 变换 成 
(ite i=; =(00…0D，， 
而 这 就 推出 循环 移 位 性 质 . 
所 以 ,改变 表示 法 使 得 我 们 对 于 一 般 的 递归 式 (1.15 ) 给 出 了 紧凑 的 解 (1.16 ) 如 果真 
的 不 受 限 制 ， 我 们 现在 就 可 以 进一步 加 以 推广 递归 式 
fü-a,. Ix j«d i 
f(dnt j)=cf(n)+B,, 0<j<d, n2 
与 上 一 个 递归 式 是 相同 的 ， 除 了 这 里 是 从 基数 为 4d 的 数 着 手 ， 而 产生 的 值 是 用 基数 c 表 示 之 
外 .这 就 是 说 ， 它 有 变动 基数 的 解 
S ((b,b,, 1 bb), ) = (a, B... B... ba P, Je 
例如 ， 假 设 凑巧 ， 给 定 递归 式 
FQ) = 34; 
f(2)=5; 
f(3n)=10f(n)+76, n21; 
fQn«1)-10/()-2, 121; 
fn*2)-10f()48, n21; 





(1.17) 



































(1.18) 
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并 假设 我 们 要 计算 £19). 这 里 ， 有 4=3 以 及 c=10. 现在 有 19=(201),， 而 变动 基数 的 解 
告诉 我 们 ， 需 要 做 从 基数 3 到 基数 10 的 逐 位 数字 替换 .故而 首位 数字 2 变 为 5， 而 0 和 1 分 别 变 


成 18 和 -2 ， 这 就 给 出 





F019) = f(201,)-(5 76 —2),, =1258 ， 














































































































































































































明之 .理由 就 是 : 




















理 有 误 ， 那 么 错 
































区 域 的 最 大 个 数 是 


这 就 是 我 们 的 答案 . 

于 是 ,约瑟夫 以 及 犹太 罗马 战争 把 我 们 引 向 了 某 种 有 趣 的 一 般 递归 式 . 

习题 

热身 题 

1 ”所 有 的 马 都 有 同样 的 颜色 ， 我 们 可 以 对 给 定 集合 中 的 马匹 数量 运用 归纳 法 来 证 
“如 果 恰 有 一 匹 马 ,那么 它 与 它 自身 有 相同 的 颜色 ， 故 而 基础 是 显然 的 . 根据 归纳 法 的 步骤 , 假设 
有 nn Vt, 标号 从 1 到 n . 根据 归纳 假设 , 标号 从 1 直到 -1 的 马 都 有 同样 的 颜色 ， 类 似 地 ， 标 号 
从 2 直到 的 马 也 有 同样 的 颜色 . 但 是 ， 处 于 中 间 位 置 标号 从 2 直到 -1 的 马 ， 当 它们 在 不 同 的 马 
群 中 时 不 可 能 改变 颜色 ， 因 为 这 些 是 马 ,而 不 是 变色 龙 . 故而 依据 传递 性 可 知 , 标号 从 1 直到 的 
马 也 必定 有 同样 的 颜色 ， 于 是 全 部 匹 马 都 有 同样 的 颜色 .证 毕 ，” 如 果 这 一 
在 哪儿 ? 

2 An 个 圆 盘 的 塔 从 左边 的 桩 柱 A 移 动 到 右边 的 桩 柱 B ， 不 允许 在 A 和 B 之 间 直 接 移动 ， 求 最 短 的 
移动 序列 .每 一 次 移动 都 必须 是 移动 到 中 间 的 桩 柱 或 者 从 中 间 的 桩 柱 移出 ， 像 通常 一 样 ， 较 大 
的 圆 盘 永远 不 能 放 在 较 小 圆 盘 的 上 面 . ) 

3 WH, 在 上 一 题 限制 下 的 移动 过 程 中 , 实际 上 , 我 们 会 在 3 根 桩 柱 上 都 遇 到 ) 个 圆 盘 的 每 一 种 正确 
的 释放 . 

4 ”是 否 存 在 n 个 圆 盘 在 3 根 桩 柱 上 的 某 种 开始 秋 放 或 结束 又 放 , 使 得 按照 卢 卡 斯 原来 的 规则 , 需要 多 
T2" -1 次 的 移动 ? 

5 ”由 3 个 重生 的 圆 做 成 的 维 恩 图 常用 来 描述 与 3 个 给 定 集合 有 关 的 8 个 可 能 的 子 集 : 

= 
Gre 
由 4 个 给 定 集合 给 出 的 16 种 可 能 的 子 集 能 和 否 用 4 个 重 释 的 圆 来 描述 ? 

6 ”平面 上 由 nn 条 直线 定义 的 某 些 区 域 是 无 界 的 ， 而 男 一 些 区 域 则 是 有 界 的 .有 和 界 
多 少 ? 

7 WA(n)=J(n4+l—J(n). 方程 CL8) 告诉 我 们 有 五 (2n)=2， 而 对 n 宇 1 














H(n4*1-2JQn«2)-JQn*1)- (27/(n*1) -1)- (27(0) +1)=2H(n) -2. 


于 是 ， 看 起 来 有 可 能 通过 对 用 归纳 法 ， 订 


























E 明 对 所 有 n 都 














J H(n)=2. 这 里 什么 地 方 有 错 ? 


这 次 似乎 是 坏 运 当 


一 般 来 说 , 我 反对 再 
KA (recurrence ) 


战争 . 








请 完成 各 章 的 热身 
ET 

一 一 作者 
17 








teesis 现在 这 是 一 p 
不 同 颜色 的 马 . 


祝 你 好 运 , 希望 你 能 
把 奶酪 保持 在 原 位 . 


ul 
e 
= 
WN 


作业 题 
8 解 递归 式 
Q=a; O=B; 


9 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


Q,=(1+0,,)/O,., n»l. 
BEIMA n SORA O40. 提示 : O,=(+a)/B. 
时 可 以 利用 反 向 归纳 法 ， 它 是 从 n 到 -1 来 证 明 命题 ， 而 不 是 相反 ! 例如 ， 考 虑 命题 


















































n 
X Rex 
P(n): aca amta - » Myr, x, 20. 
n 


这 对 n=2 为 真 ， 因 为 (w+%) -4xx 27x) 20. 

ax, -(xttx4)/(-1) , WER n>1, P(n) 就 蕴涵 P(n-1). 

b 证 明 P(n) 和 P(2) 蕴涵 P(2n) . 

c 说 明 为 什么 这 就 弄 涵 了 P) 对 所 有 7 为 真 . 

BO, 是 将 一 个 有 个 圆 盘 的 塔 从 A 移动 到 B 所 需要 的 最 少 移动 次 数 ， 要 求 所 有 的 移动 都 必须 是 顺 
时 针 方 向 的 ， 也 就 是 说 ， 从 A 到 B， 从 B 到 其 他 的 桩 柱 ， 再 从 其 他 的 桩 柱 到 A.， Mie R, 是 在 这 一 限 
制 下 从 B 返 回 到 A 所 需要 移动 的 最 少 次 数 . 证 明 


0, n=0; 0, n=0; 
Q, = R, = 
2R,,+1b n>0; Q,*Q,,*b n»0. 





























(无 需 解 这 些 递归 式 ， 我 们 将 在 第 7 章 里 介绍 怎样 做 ) 

双重 河内 塔 包含 27 SA, 它们 有 n 种 不 同 的 尺寸 ,每 一 种 尺寸 的 圆 盘 有 两 个 .如 通常 那样 ， 要 
求 每 次 只 能 移动 一 个 圆 盘 ， 且 不 能 把 较 大 的 圆 盘 放 在 较 小 的 圆 盘 上 面 . 

a 如 果 相 同 尺 十 的 圆 盘 是 相互 不 可 区 分 的 ， 要 把 一 个 双重 塔 从 一 根 桩 柱 移动 到 另 一 根 桩 柱 需要 移 
动 多 少 次 ? 
b 如 果 在 最 后 的 排列 中 要 把 所 有 同样 尺寸 的 圆 盘 恢复 成 原来 的 从 上 到 下 的 次 序 , 需要 移动 多 少 次 ? 
提示 : 这 是 一 个 难题 ， 实 在 应 该 是 个 “附加 题 ”. 

我 们 进一步 推广 习题 11a.， 假设 圆 盘 具有 nn 种 不 同 的 尺寸 ， 且 恰好 有 mi 个 圆 盘 的 尺寸 是 大 当 相 
同 尺寸 的 圆 盘 被 视 为 不 可 区 分 的 时 候 ， 确 定 移动 一 个 塔 所 需要 的 最 少 移动 次 数 4(m，…,m,). 

H n 条 2Z 形 线 所 定义 的 区 域 的 最 大 个 数 是 多 少 ? 每 条 Z 形 线 由 两 条 平行 的 无 限 半 直线 和 一 条 直线 
段 组 成 . 













































































en 














ZZ-12 


在 一 块 厚 奶 酷 上 划 出 五 道 直 的 切 痕 ， 可 以 得 到 多 少 块 奶酪? 《在 你 划 切 痕 时 ， 奶 酷 必 须 保 持 在 它 
原来 的 位 置 上 ， 且 每 道 切 痕 必 定 与 三 维 空间 中 的 一 个 平面 相对 应 . ) 对 P 求 一 个 递归 关系 ,这 里 
,表示 n 个 不 同 的 平面 所 能 定义 的 三 维 区 域 的 最 大 个 数 . 
约瑟夫 有 一 个 朋友 ,他 站 在 倒数 第 二 的 位 置 上 因而 获救 ， 当 每 隔 一 个 人 就 有 一 人 被 处 死 时 ， 倒 数 







































































16 第 1 章 递归 问题 


第 二 个 幸存 者 的 号 码 1(n) 是 多 少 ? 








16 用 成 套 方法 来 求解 一 般 的 四 参数 递归 式 











SU=C ; 
g(2nt j)-3g(nm)*yn*B,; j=0,1, n=l. 


提示 : 尝试 用 函数 gn) =n. 


考试 题 
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当 有 4 根 而 不 是 3 根 桩 柱 时 , 如 果 W, 是 将 一 个 有 个 圆 盘 的 塔 从 一 根 桩 柱 移 动 到 另 一 根 桩 柱 所 需要 
的 最 少 移动 次 数 ， 证 明 
Wa SW tI, n>0. 


; nna + T, 
ix T, = 2" -1 是 3 根 桩 柱 时 所 需要 的 最 少 移动 次 数 . ) 利 用 这 个 结果 求 出 f(n) 的 一 个 封闭 形式 ， 
使 得 对 所 有 7 > OSEE Winn SA). 
证 明 如 下 的 一 组 n 条 折线 定义 Z, 个 区 域 , 这 里 2Z, 由 (1.7) 定义 : 第 7 条 折线 C1 jn) 的 锯 
齿 点 在 (n” ,0) ， 并 向 上 经 过 点 (7 m, 1) 5 (n =n! -n", 1). 
当 每 一 个 锯齿 的 角度 为 30° 时 ， 有 可 能 由 条 折线 得 到 Z, 个 区 域 吗 ? 
利用 成 套 方法 来 解 一 般 的 五 参数 递归 式 
AD=C 5 
h(2nt j)=4h(n)+yn+ß,, j=0,1, n=l. 















































提示 : SIR AR AN) 2 n Fl h(n) =n. 

假设 有 2n 个 人 围 成 一 个 圆圈 ， 前 面 个 人 是 “好 伙计 ”,， 而 后 面 n 个 人 是 “ 坏 家 伙 ”. 证 明 总 存 
在 一 个 整数 q (与 n BK) ， 使 得 若 在 绕 圆 圈 走 时 每 隔 4 -1 个 人 处 死 一 人 ,那么 所 有 的 坏 家 伙 就 
会 是 首先 出 局 者 (例如 ， 当 n=3 时 可 取 q=5 ; 而 当 n=4 时 可 取 q=30 ) . 






































附加 题 
22 证 明 : 对 个 给 定 集 合 的 所 有 2" 个 可 能 的 子 集 ， 利 用 个 相互 全 等 且 绕 一 个 公共 中 心 旋转 的 凸 多 
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边 形 ， 有 可 能 构造 出 一 个 维 恩 网 . 
假设 约瑟夫 发 现 自己 处 在 给 定位 置 ), 但 是 他 有 一 次 机 会 来 指定 淘汰 参数 g ， 使 得 每 隔 9-1 个 人 
处 死 一 人 .他 是 否 总 能 保全 自己 ? 




















研究 题 
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求 所 有 形 如 


_l+aX, +t +a, X 


n-k 


i bX, +: +bX, 
WEHR, EME X, AX, a 如 何 ， 它 的 解 都 是 周期 的 . 
通过 证 明 习 题 17 的 关系 中 的 等 号 成 立 ， 来 求解 无 穷 多 种 情形 的 4 根 桩 柱 河内 塔 问 题 . 






































这 像 一 个 “五 星 级 ” 
的 一 般 递 归 式 吗 ? 


PAG) 
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26 推广 习题 23， 我 们 说 {1,2,…,n|] 的 一 个 约瑟夫 子 集 是 由 上 个 数组 成 的 集合 ， 对 于 某 个 g ， 带 有 另 
外 nn 一 个 号 码 的 人 将 被 首先 清除 掉 .、 (这些 就 是 约瑟夫 想 要 拯救 的 “好 伙计 ”所 在 的 个 位 置 .) 
已 经 清楚 的 是 , 当 n =9 时 ，2” 个 可 能 的 子 集 中 有 3 个 是 非 约瑟夫 子 集 , 即 {1,2,5,8,9} 、{2,3,4,5,8} 
和 {2,5,6,7,8} ， 当 n=12 时 ， 有 13 个 非 约瑟夫 子 集 ， 而 对 满足 n 夺 12 的 其 他 任何 值 ， 没 有 非 约 瑟 
是 的 ,你 若 发 现 了 它 夫子 集 ， 对 于 大 的 n ， 非 约瑟夫 子 集 罕 见 吗 ? 

们 ， 真 是 干 得 漂亮. 
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和 式 


SUMS 


数学 中 处 处 都 有 和 式 ， 所 以 我 们 需要 一 些 基 本 的 工具 来 处 理 它们 ， 这 一 章 要 建立 一 些 
记号 和 一 般 性 的 技巧 ， 使 得 求 和 简单 易 行 . 


2.1 记号 NOTATION 


我 们 在 第 1 章 遇 到 了 前 个 整数 的 和 ， 把 它 记 为 1+2+3+…+(n 一 1])+n. 公式 中 的 “.…” 
告诉 我 们 ， 要 完整 地 计算 包含 的 项 所 确定 的 模式 .当然 ， 我们 还 得 注意 像 1+7+…+41.7 这 
样 的 和 式 ， 如 果 没 有 释疑 的 上 下 文 ， 它 就 没有 意义 ， 另 一 方面 ,包含 3 和 (2 — 1) 这 样 的 项 也 
有 点 矫 枉 过 正 ， 如 果 我 们 直接 写成 1+2+…+n ， 这 一 模式 就 可 以 认为 是 表述 清楚 了 . 有 了 时 
我 们 甚至 会 大 胆 地 写成 1+…+n. 

我 们 将 研究 一 般 形式 的 和 

a,+a,+--+a,, (2.1) 


其 中 每 个 a 都 是 用 某 种 方式 定义 的 一 个 数 . 这 一 记号 的 优点 是 ， 如 果 我 们 有 足够 好 的 想象 
力 ， 就 可 以 “看 见 ” 整 个 和 ， 就 像 能 把 它 完 整地 写 出 来 一 样 . 
和 式 的 每 个 元 素 a, 称 为 项 (term ) 这 些 项 常常 用 易于 领会 其 规律 的 公式 来 隐 含 说 明 ， 























在 这 样 的 情形 下 ,我 们 有 时 必须 把 它们 写成 展开 的 形式 ， 以 使 得 其 意义 清楚 明白 . 例如 ， 如 
末 设 想 
1424-42"! 

















表示 nn 项 之 和 ， 而 不 是 2” 项 之 和 ， 我们 就 应 该 更 明确 地 把 它 写成 
2° € 2! 4. 2*7, 


这 个 三 点 记号 “…” 有 多 种 用 途 , 不 过 它 有 可 能 含糊 不 清 且 有 点 见长 累 袭 . 还 可 用 其 他 
方式 ， 尤 其 是 有 确定 界限 的 表达 形式 


一 学 期 (term ) 就 是 
学 习 这 门 课程 持续 的 
时 间 . 


“符号 了 表示 应 
该 让 整数 了 取 遍 所 有 
的 值 1,2,3,… ， 并 且 
求 这些 项 之 和 .，” 

J. 4a x ep 1271 





是 的 , 我 不 想 用 a 或 
# n RERA (2.2) 
中 的 大 作为 指标 变 
量 ， 那 些 字母 是 “ 自 
HWRE”, 它们 在 了 
之 外 是 有 意义 的 . 


Ya. (22) 


EMAL HS, BOURHEUmEEBE (RSMo). 这 个 记号 告诉 我 们 ， 这 个 和 式 中 正好 包 
含 其 指标 取 介 于 下 限 1 和 上 限 n 之 间 (上 下 限 包含 在 内 ) 的 整数 的 那些 项 a, ， 换 名 话说 ， 
我 们 “对 从 1 到 n 求 和 ”. 约瑟夫 ' 傅 里 时 于 1820 年 引入 了 这 个 有 确定 界限 的 二 符号 ， 它 随 
即 风靡 整个 数学 界 . 

附带 提 及 ,5 后面 的 量 (在 这 里 是 a ) 称 为 被 加 数 (summand ). 

指标 变量 被 认为 是 与 式 (2.2 ) 中 的 王 符号 密切 相关 的 ， 因 为 a, 中 的 与 符号 外 出 
现 的 kx 无关 . 任何 其 他 字母 都 可 以 替代 这 里 的 大 而 不 会 改变 (2.2 ) 的 含义 .常常 会 使 用 字母 
i [似乎 是 因为 它 代 表 了 “指标 ”( index ) ]， 不 过 我 们 一 般 还 是 对 k 求 和 ， 因 为 i 男 有 重任 要 
表示 4-1. 

现在 已 经 明白 , 一 种 推广 的 符号 甚至 要 比 有 确定 界限 的 形式 更 加 有 用 : 我 们 直接 把 一 
个 或 者 多 个 条 件 写 在 > 的 下 面 ， 以 此 指定 求 和 所 应 该 取 的 指标 集 . 例如 , (2.1) 和 (2.2) 中 
的 和 式 也 可 以 写成 

Za. (2.3) 


在 这 个 特殊 的 例子 中 ， 新 的 形式 与 (2.2 ) 没有 太 大 区 别 ,但 是 一 般 形 式 的 和 允许 我 们 对 不 
限于 连续 整数 的 指标 求 和 ， 例 如 ,我们 可 以 将 不 超过 100 的 所 有 正 奇数 的 平方 和 表示 为 
k. 


1<k<100 
是 奇数 









































而 这 个 和 式 的 有 确定 界限 的 等 价 形式 
Y oray 


Se NAME, AAMT. EUR. 155 N 之 间 所 有 素数 的 倒数 之 和 是 
1 


PSN p 


而 有 确定 界限 的 形式 则 需要 写成 
z(N) 1 


ki Pk 
其 中 p, 表示 第 个 素数 ，x(N) ESN 的 素数 个 数 .( 附带 指出 ， 这 个 和 式 给 出 了 接近 N 的 
随机 整数 平均 而 言 约 有 多 少 个 素 因 子 ， 因为 那些 整数 中 大 约 有 1/p ABER p 整除 . 对 于 大 的 
N ， 它 的 值 近似 等 于 nnN+M ， 其 中 

M =0.261 497 212 847 642 783 755 426 838 608 695 859 051 566 6 
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20 — $23 FOR 





FERRE BO, an x Ko x AY ASAT, Mi In In x n In(In x) . ) 
SRL FES B da A Ah ee LEUR AE FER I SE Ey BAN, 假设 要 将 指标 变量 
改变 成 x+1. 由 一 般 形 式 ， 我 们 就 有 
> a, = 2 Aky 5 
很 容易 看 出 所 做 的 变动 , 我 们 几乎 不 需要 思考 就 能 做 出 这 样 的 代 换 . 但 是 对 于 有 确定 界限 的 
形式 ， 就 有 
Ya, = $a. ; 
不 容易 看 出 它 发 生 了 什么 变化 ， 而 且 更 容易 犯错 误 . 

男 一 方面 ， 有 确定 界限 的 形式 也 并 非 完全 没有 用 . 它 深 亮 而 且 简洁 ， 相 比较 而 言 ， 由 于 
(2.2) 有 7 个 符号 而 (2.3) 有 8 个 符号 ， 故 而 可 以 很 快 写 出 式 (2.2). ”因此 ， 当 我 们 要 陈述 一 
个 问题 或 者 表述 一 个 结论 时 , 常会 使 用 之 有 上 下 确定 界限 的 ,而 当 处 理 一 个 需要 对 指标 变 
量 做 变换 的 和 式 时 ， 则 更 愿意 用 在 下方 列 出 关系 的 形式 . 

在 这 本 书 中 ,符号 王 要 出 现 1000 多 次 ,所 以 我 们 要 确信 自己 已 经 明确 知道 了 它 的 含义 . JÉ 
KRE, 我们 将 
Za, (2.4) 
P(k) 


记 为 所 有 项 a, 之 和 的 缩写 ， HPAY k E EEE P(A) 的 一 个 整数 . (“性 质 P” ER 
于 的 任何 一 个 为 真 或 者 为 假 的 命题 . ) 我 们 暂时 假定 仅 有 有 限 多 个 满足 P(A) 的 整数 使 得 
a, 0; 反之 则 有 无 穷 多 个 非 零 的 数 相 加 ， 事 情 就 会 有 点 儿 复 杂 . 在 男 一 种 极端 情形 ， 如 果 
对 所 有 的 整数 ，P(K) 都 不 为 真 ， 我 们 就 有 一 个 “ 空 的 ”和 ， 任何 空 的 和 的 值 都 定义 为 零 . 

当 一 个 和 式 出 现在 正文 而 不 是 给 出 的 方程 中 时 ， 就 用 一 个 对 〈2.4 ) 稍 加 修改 的 形式 写 
成 > ay te > HER PU) 作为 的 下 标 , 从 而 使 得 公式 不 会 太 突 出 ,类似 地 ， 当 我 们 希望 将 


记号 限制 在 一 行 里 的 时 候 ， 习 "a, 就 是 (2.2 ) 的 另 一 种 便于 应 用 的 选择 . 
人 们 常常 想 要 使 用 















































S k(- 0-5 : 


Y kk - 1-4) 





因为 在 这 个 和 式 中 上 = 0, 1 以 及 n REE. 将 n-2 项 相 加 而 不 是 将 n+1 项 相 加 往往 更 
为 有 效 . 但 是 不 应 该 这 样 想 ， 因 为 计算 的 有 效 性 并 不 等 同 于 理解 的 有 效 性 ! 我 们 会 发 现 , 保 
持 求 和 指标 的 上 下 限 尽 可 能 简单 大 有 神 益 ， 因 为 当 求 和 的 界限 简单 时 ， 处 理 起 来 要 容易 得 





























(D (MEA) (pacman ) 是 Namco 公 司 于 1980 年 推出 的 一 款 经 典 游戏 ， 目 前 仍 是 Namco 的 看 家 游戏 之 一 .此 款 
游戏 的 制作 人 是 岩 谷 彻 ，Namco 是 由 中 村 和 雅 哉 于 1955 年 创立 的 中 村 制作 所 于 1977 年 更 名 而 来 . 





























求 和 符号 看 起 来 像 一 
Jai yeh LAD. 


一 个 整齐 的 和 式 . 


这 没有 什么 ， 你 应 该 
看 看 在 《伊利 亚 特 》 
中 忆 出 现 了 多 少 次 . 


嘿 : 我 在 其 他 书 中 看 
到 的 Kronecker Ó ( 4X, 
指 的 是 6, , 8 
大 =n 时 它 为 1， 反 
之 则 为 0 ) 恰好 是 艾 
弗 森 约定 的 一 种 特 
殊 情形 . 我 们 可 以 写 
A [ko n] RZ. 


“我 常常 对 (这 个 记 
号 ) 新 的 重要 应 用 惊 
FRE. ” 
AEE . 德 
a RU) 





“…” 在 考试 中 不 太 
会 由 于 “缺乏 严格 
B" A 


( Rae S, 看 成 仅仅 
是 一 个 单独 的 数 ， 而 
将 它 看 成 是 一 个 对 
所 有 nn 宇 0 都 有 定 
义 的 序列 .，) 
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&. 的确， 形式 》 ”会 有 含糊 不 清 的 风险 ， 因 为 当 z= 0 或 者 az=1 时 ， 它 的 含义 根本 就 不 
清晰 〈 见 习题 1 ) 取 零 值 的 项 不 会 带 来 问题 ， 反 而 常会 免除 许多 麻烦 . 

到 目前 为 止 , 我 们 讨论 的 记号 都 相当 标准 ， 不 过 现在 我 们 要 与 惯用 法 彻底 告别 了 .。 肯 
尼斯 . 艾 弗 森 在 他 的 程序 语言 APLD “1 中 引入 了 一 个 奇妙 的 思想 , 我 们 将 会 看 到 ， 
这 一 思想 将 会 极 大 地 简化 我 们 在 这 本 书 里 想 要 做 的 许多 事情 .这 一 思想 简单 地 把 一 个 为 真 
或 为 假 的 命题 放 在 括号 中 ， 其 结果 是 1 ( 如 果 该 命题 为 真 )， 或 结果 是 为 0 ( 如 果 该 命题 为 
假 ) 例如 ， 





























1，D 是 素数 ; 
0, p 不 是 素数 . 
无 论 对 求 和 指标 有 何 种 要 求 , 艾 弗 森 约定 都 使 得 我 们 可 以 不 加 限制 条 件 来 表示 和 式 , 把 (2.4 ) 
重新 写成 形式 

Xa [P] 


如 果 PK) 为 假 ， 那 么 项 a LP(O] 等 于 零 ， 所 以 我 们 可 以 安全 地 将 它 包含 在 要 求 和 的 各 项 之 
中 ， 因 为 不 会 由 于 边界 条 件 而 受到 干扰 ， 我 们 可 以 容易 地 处 理 求 和 指标 . 

有 必要 提 及 一 点 技术 上 的 细节 : 有 时 a 并非 对 所 有 整数 都 有 定义 ， 当 PE) 为 假 时 ， 
我 们 假设 [P(k)] “必定 是 零 ” 来 规避 这 个 困难 ， 它 就 是 零 ， 甚 至 w 无 定义 时 al[P(#)] 也 等 于 
零 . 例如 ， 如 果 用 艾 弗 森 约定 将 < N 的 素数 倒数 之 和 写成 


> [是 素数 ][P S N]/P ， 

















p 是 素数 ]= | 





(2.5) 

















当 忆 = 0 时 就 不 会 存在 用 零 做 除数 的 问题 ， 因 为 约定 告诉 我 们 [0 是 素数 ][0 入 N]/0=0. 

我 们 来 对 到 目前 为 止 关 于 和 式 的 讨论 做 个 总 结 . 有 两 种 好 的 方法 来 表达 诸 项 之 和 . 一 种 
方法 利用 “…”， 另 一 种 方法 利用 忆 . 三 点 形式 常 提 示 有 用 的 操作 ， 特 别 是 相 邻 项 的 组 合 方 
式 ， 因 为 如 果 整 个 和 式 挂 在 我 们 眼前 ,我们 或 许 能 想 出 一 个 简化 模式 . 但 是 ， 太 多 的 细节 也 
有 可 能 会 让 人 手足 无 措 . 符号 既 紧 凑 ， 又 能 让 人 印象 深刻 ,而 且 常 常 能 给 出 三 点 形式 所 不 
明显 具有 的 操作 提示 . 当 我 们 处 理 王 符号 时 ， 为 零 的 项 一 般 不 会 有 问题 ， 事 实 上 ， 零 常 稼 使 
得 对 的 人 处理 更 加 容易 . 
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好 了 , 现在 我 们 知道 如 何 用 特定 的 符号 表示 和 式 了 . 那 又 该 如 何 来 求 和 式 的 值 呢 ? 一 种 
方法 是 观察 和 式 与 递归 式 之 间 存 在 的 密切 关系 .和 式 




















等 价 于 递归 式 


8 二 00 
(2.6) 


S,=S,,+a,, n>0. 
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这 样 一 来 ， 利 用 在 第 1 章 里 学 到 的 用 封闭 形式 求解 递归 式 的 方法 ,我 们 就 可 以 用 封闭 形式 计 
算 和 式 的 值 . 

例如 ， 如 果 a, 等 于 一 个 常数 加 上 的 一 个 倍数 ， 那么 和 式 -递归 式 (2.6) 的 一 般 形式 
犹如 





R =a; 
(2.7) 
R,=R,,+Btyn, n>0. 
如 同 在 第 1 章 里 那样 ， 我 们 求 得 R =a+B+y, R, =Q+2B+37 等 ,一 般 来 说 ， 它 的 解 可 以 
写成 形式 
R, = A(n)a + B(n)B* C(n)y , (2.8) 


其 中 4(n)、B(n) RI CQ) 是 系数 ， 它 们 依赖 于 一 般 的 参数 g 、B 和 y. 
使 用 成 套 方法 ， 用 的 简单 函数 来 蔡 代 RR, ,希望 能 求 出 常数 参数 a、B 和 y ， 其 中 的 解 
特别 简单 . SR = 就 意味 着 g=1，B =0，y=0， 从 而 




















A(n) 21. 
令 R=n 就 意味 着 a=0，B =1，y=0， 从 而 
B(n)=n. 
SR = MARÉ a =0, B=-L y=2, Mitt 
2C(n)- B(n) =n FREREY, n= 
HA C(n) 2 G2 +n)/2. ABLM. ieee 

















于 是 ， 如 果 我 们 想 要 计算 
Y (a bk) , 

















则 和 式 - 递 归 式 (2.6 ) 就 转化 成 了 (2.7)， HA a=B=a, y=b, WARE 
aA(n)+ aB(n) + bC(n) = a(nt+1)+b(n4+)n/2. 
反 过 来 ,许多 递归 式 都 可 以 转化 成 为 和 式 ， 所 以 , 我 们 将 在 本 章 后 面 学 习 计算 和 式 的 特 
殊 方 法 , 这 会 帮助 我 们 求解 递归 式 , 否则 求解 这 些 递 归 式 有 可 能 会 很 困难 . 河内 塔 递归 式 就 
是 一 个 恰当 的 例子 : 
71,=0; 
了 =27 +1, n>0. 
如 果 两 边 都 用 2 来 除 ， 它 可 以 写成 特殊 的 形式 (2.6): 
LIS =0; 
GIS Hat JI 4st n>0. 
HESS, = 了 /2”， 我 们 就 有 
$,-0; 




















(8 的 值 消去 了 ， 所 
以 它 可 以 是 除 堆 以 


外 的 任何 数 . 


) 
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5,=8 
由 此 得 到 


+2", n>0. 


n-l 


= 


S=S2*. 


n 
-l 


( 注意 ， 和 式 中 舍弃 了 k=0 的 项 . ) 几何 级 数 的 和 


1 2 n 
| 
2 2 2 


将 在 本 章 的 后 部 加 以 推 时， 可 以 证 明 它 等 于 1 池 ] . imr, omo oo -1 


注意 此 递归 式 可 以 用 2 来 除 ， 从 而 在 这 一 推导 过 程 中 我 们 将 7 转换 成 了 5S,， 这 一 技巧 
是 一 般 技术 的 一 个 特殊 情形 ， 实 际 上 一 般 技术 可 以 将 任何 形 如 
a,T,=b,T, , *c, (2.9) 


n'n n^ n-l 
的 递归 式 转化 成 一 个 和 式 . 其 思想 在 于 用 一 个 求 和 因子 〈summation factor) s, 来 乘 两 边 : 
s,a,T, — s,b,T, , t s,C 


n n n-l an 


Ts, 需要 恰当 地 选取 ， 以 使 得 


> 























S,b, = S, 40,44 - 
这 样 一 来 ， 如 果 记 5, = wa 了 ， 我 们 就 得 到 一 个 和 式 -递归 式 
$,-S$,,T5,6 


n-l n^n^ 


从 而 
n n 
S, = 800070 +>) s.c =5,b,T, + 3 did. , 
kal k=l 


而 原来 的 递归 式 〈2.9 ) 的 解 就 是 


pol bann. (2.10) 
k=1 





sa 


n^n 





例如 ， 当 半 =1 时 得 到 了 = (sb, * sc)/ saa, = (T, * c)/a,. 
但 是 ,我 们 怎样 才能 有 足够 的 智慧 求 出 正确 的 w% 呢 ? 没有 问题 :关系 式 % = wa b, Hf 
以 被 展开 ， 从 而 我 们 发 现 ， 分 式 








S, = a, 14,2 Ut ( 2.11 ) 
bb b, 


或 者 这 个 值 的 任何 适当 的 常数 倍 ， 会 是 一 个 合适 的 求 和 因子 ， 例 如 ， 河 内 塔 递归 式 有 a, =1 
Alb, = 2 ， 由 刚刚 推导 出 来 的 一 般 方法 可 知 ， 如 果 要 把 递归 式 转化 为 和 式 ， 那 么 s, = 2 就 
是 一 个 用 来 相 乘 的 好 东西 发现 这 个 乘 数 并 不 需要 闪光 的 思想 灵感 . 

我 们 必须 小 心 谨 慎 ， 永 远 不 用 0 做 除数 ， 只 要 所 有 的 a 和 所 有 的 b 都 不 为 零 ， 那 么 求 和 
因子 方法 就 能 奏效 . 
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我 们 来 把 这 些 想法 应 用 到 “快速 排序 ”研究 中 所 出 现 的 递归 式 , 快速 排序 是 计算 机 内 部 














数据 排序 的 一 种 最 重要 的 方法 . 当 把 它 应 用 到 有 个 随机 排列 的 项 目 时 , 用 典型 的 快速 排序 





方法 所 做 的 比较 步骤 的 平均 次 数 满足 递归 式 
Ci =C =0; 


n-l 
G Suede y 0. n»l. 


n k=0 


(2.12) 


咽 。 这 看 起 来 比 我 们 以 前 见 过 的 递归 式 要 可 怕 得 多 ， 它 包含 一 个 对 前 面 所 有 值 求 和 的 和 式 ， 
是 还 要 除 以 a， 尝 试 小 的 情形 ， 我 们 得 到 一 些 数据 (C, =3 ，C =6 ，C, = 了 ) 但 这 对 消 


除 我 们 的 且 难 情绪 并 没有 任何 作用 . 











然而 , 我 们 可 以 系统 地 来 化 解 ( 2.12 ) 的 复杂 性 , 首先 避免 除法 , 然后 再 规避 掉 符 号 . 想 














法 是 用 ”来 乘 两 边 ， 这 就 得 到 关系 式 


n-l 
nC, =n’ +n+2>C,, n»l, 
k=0 








Fé, MRR n-1 tin, UR 





n-2 
-DC =@=1) *(n-1)429 G , m-1»1. 
k=0 


现在 可 以 从 第 一 个 方程 中 减 去 这 个 方程 ， 求 和 号 就 消失 了 : 
nC, —(n-1)C,_, =2n+2C,,, 

这 样 一 来 ， 原 来 关于 C, 的 递归 式 就 转化 为 一 个 简单 得 多 的 递归 式 : 
C,=C,=0; C,=3; 
nC, -(n*l)C,,*2n, n>2. 

进 了 一 步 . 由 于 这 个 递归 式 形 如 (2.9 )， 其 中 m =n, b,=nt1, A 
Cc, = 2n - 2[n =1]+2[n =2] " 


故而 我 们 现在 能 用 求 和 因子 方法 . 前面 描述 的 一 般 方 法 告诉 我 们 ,要 用 





n>2. 


S 20, a045 57770 | (n-D)x(n-2)»x--x1 _ 2 
n b -b, (n+1)xXnx:---X3 (n Dn 


n-n-l 


的 某 个 倍数 来 遍 乘 该 递归 式 . 根据 (2.10 )， 它 的 解 就 是 








n 1 2 
C, =2(n+1 ——--—(nt+l), n>1. 
n =2( EH 3 ) 


最 后 出 现 的 这 个 和 式 与 应 用 中 频繁 出 现 的 一 个 量 颇 为 相似 . RS 
频繁 ,我们 将 给 它 一 个 特殊 的 名 称 和 一 个 特别 的 记号 : 
1 1 ".1 
H, Hope 2 


nN kal 


g 
x 
ir 
DE 
£ 











它 出 现 得 如 此 


(2.13 ) 


FREH RIR JIMA”, H, 称 为 一 个 调和 数 (harmonic number ) 之 所 以 这 样 命 名 ， 是 因为 


(快速 排序 是 霍 尔 在 
1962F 9] 450991. ) 


我 们 从 递归 式 中 的 
LA, 并 且 努 力 规 
HEE. 但 在 应 用 求 和 
因子 之 后 , 我 们 又 与 
另 一 个 了 不 期 而 
i| 和 式 究竟 是 好 ， 
XR, 抑或 是 其 他 的 
什么 ? 


但 是 你 的 拼写 全 错 了 
( alwrong ) . 


不 要 和 金融 搞 混 了 ?2 


我 的 其 他 数学 书 对 这 
些 法 则 有 不 同 的 定 
> 


为 什么 不 把 它 称 为 
permutative， 而 称 为 


n 
commutative’ ? 
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小 提琴 弦 所 产生 的 第 大 个 泛音 (harmonic ) 是 纺 长 1/ 处 所 产生 的 基 音 . 
我 们 可 以 通过 将 C, 表示 为 封闭 形式 来 研究 快速 排序 递归 式 (2.12 ) 如 果 我 们 能 用 及 ,来 
表示 C, ， 这 就 将 是 可 能 的 ._C, 公式 中 的 和 式 是 


将 大 改 为 上 -1 并 修改 边界 条 件 ， 我 们 可 以 毫 不 费力 地 把 它 与 鼠 , 联系 起 来 : 
1 


1 
iic, kl 


iki K 
1 


2<k<n+1 k 


1) 1 1 n 
@ ina. Hr 
好 的 (alright )! "我 们 已 经 发 现 了 求解 (2.12 ) 所 需要 的 和 : SERBIA 个 随机 排列 的 
数据 项 时 ， 用 快速 排序 方法 做 比较 的 平均 次 数 是 











C, = 2 DH, -Žn-Ż, n>1. (2.14) 





如 通常 一 样 ， 我 们 验证 小 的 情形 是 正确 的 : C,=3, C,=6. 


2.3 ”和 式 的 处 理 ” MANIPULATION OF SUMS 


成 功 处 理 和 式 的 关键 在 于 , 将 一 个 改变 成 男 一 个 更 简单 或 者 更 接近 某 个 目标 的 . 通 
过 学 习 一 些 基 本 的 变换 法 则 并 在 实践 中 练习 使 用 它们 ， 就 会 容易 做 到 这 点 . 
WK 是 任意 一 个 有 限 整 数 集合 。KK 中 元 素 的 和 式 可 以 用 三 条 简单 的 法 则 加 以 变换 : 

















>) ca, =c> a, ; (分 配 律 ) (2.15 ) 
keK keK 
> (+5) =>4,+ >); (结合 律 ) (2.16 ) 
keK keK keK 
25d. X. Gas (交换 律 ) (2.17) 
keK p(k)eK 














ZMD, FRR BOS AMIS; 运用 结合 律 ， 我 们 可 以 把 一 个 王 分 成 两 个 部 分 ， 
或 者 将 两 个 允 组 合成 一 个 ; 运用 交换 (commutative ) 律 ， 我 们 可 以 按照 愿意 采用 的 任何 方 
式 来 重新 将 求 和 项 排序 , 这 里 p(k) 是 所 有 整数 集合 的 任意 一 个 排列 ( permutation ) 例如 ， 
WR K ={-1, 0, +1} H. p(k) = 天 ， 那 么 运用 这 三 条 法 则 就 有 


ca_,+ca, +ca, =Cc(a_,+a,+a,), CA HORE ) 















































D 正文 中 “好 的 ”一 词 用 的 是 不 规范 的 单词 alright， 这 里 “全 错 了 ”用 的 也 是 不 规范 单词 alwrong， 以 相映 成 趣 . 
@ “和 式 ” 的 英文 词 sum 还 有 总 金额 这 一 金融 学 的 含义 ， 故 作者 对 这 一 节 的 标题 有 此 一 说 . 

© 的 确 ， 尤 其 是 这 里 定义 的 分 配 律 和 结合 律 ， 与 通常 数学 书 中 这 两 个 定律 的 定义 有 很 大 区 别 . 

(p 英语 词典 中 没有 permutative 这 个 词 ， 而 与 commnutative 意 思 相 近 的 另 一 个 单词 是 permutable. 
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(a +b) m (a, + by) x (a, +b) = (a + ay +a) + (b, +, th) , ( 结合 律 ) 
a_,+a,+a,=a,ta,t+a,. (交换 律 ) 
第 1 章 里 高 斯 的 技巧 可 以 看 成 是 这 三 条 基本 法 则 的 一 个 应 用 .假设 我 们 要 计算 一 个 等 差 
级 数 ( arithmetic progression ) 的 一 般 和 
S= Y (a+bk). 


O<SkSn 





























根据 交换 律 ， 我 们 可 以 用 -大 代替 大 ， 得 到 
S= Y (atb(n-k))= > (a*bn-bk). 


利用 结合 律 ， 可 以 把 这 两 个 方程 相 加 

28- Y ((a+bk)+(a+bn-bk))= Y (2a+bn). 
现在 利用 分 配 律 ， 来 计算 平 几 的 和 式 : 

28 =(2at+bn) 》 1=(2a+bn)(n+1). 


0<SkS 


用 2 除 ， 我 们 就 证 明了 








Saris aston Joe. (2.18) 





ATARE E at (a+ bm) ) 乘 以 项 数 CE e ) 


重要 的 是 要 记 住 , 在 一 般 的 交换 律 (2.17 ) 中 的 函数 p(k) 都 假设 是 所 有 整数 的 排列 . 换 
名 话说， 对 每 个 整数 ， 都 恰好 存在 一 个 整数 k ， 使 得 p(k) =n .否则 交换 律 可 能 不 成 立 ， 
习题 3 就 以 极端 的 方式 对 此 做 了 描述 . 像 p(k)=k+c 或 者 p(k)=c-k (其 中 c 是 一 个 整数 党 
数 ) 这 样 的 变换 总 是 排列 ， 故 而 它们 总 能 奏效 . 

另 一 方面 , 我 们 能 将 排列 限制 稍微 放松 一 点 点 : 我 们 只 需要 求 ， 当 nn 是 指标 集 K 的 一 个 
元 素 时 ， 恰 好 有 一 个 整数 大 满足 p(k) =n. WR ne K (也 就 是 说 ， 如 果 n 不 在 K 中 ), 那么 
ME p(k) = n 以 怎样 的 频率 出 现 都 无 关 紧 要 ， 因 为 这 样 的 不 出 现在 此 和 式 中 . 例如， 由 于 
当 ne K Hn 是 偶数 时 恰好 有 一 个 使 得 2k =n ， 故 而 我 们 可 以 主张 


Y ey ES que 
keK neK 2keK 


2keK 


















































( 2.19) 
4 是 偶数 /内 偶数 

通过 公式 中 间 的 逻辑 命题 来 得 到 0 或 者 1 的 艾 弗 森 约定 , 可 以 与 分 配 律 、 结 合 律 以 及 交换 
律 一 起 使 用 ,以 导出 和 式 的 其 他 性 质 . 例如 ， 下 面 是 将 不 同 的 指标 集 组 合 在 一 起 的 一 个 重要 
法 则 : 如 果 K 和 K 是 整数 的 任意 集合 ， 那 么 


2k 是 偶数 























Zata >》 at a. (2.20) 
keK ke K’ ke K(\K’ ke KUK’ 

这 是 由 一 般 的 公式 
Ya, = Make K] (2.21) 


keK k 


这 有 点 像 在 积分 号 
内 做 变量 代 换 ， 不 过 
更 加 容易 . 


“1 加 1 加 1 加 1 加 1 加 1 
加 1 加 1 加 1 加 1 等 于 
By?” 
“我 不 知道 ，”Alice 
说 ，“ 我 算 糊涂 了 .“ 
“她 不 会 做 加 法 C 
— —Ààl BI - 
T RO 


其 他 的 (additional ) , 
E? 


(这 里 交换 了 (2.20 ) 
的 两 边 . ) 


如 果 它 是 几何 的 ， 就 
应 该 有 一 个 几何 的 
iE»). 





啊 ， 是 的 ， 这 个 公式 
在 中 学 时 就 已 经 反 
复 背 诵 了 . 
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All 
[ke K]+[ke K’]=[ke K()K’]+[ke KUK] (2.22 ) 
推出 的 ， 如 同 在 





m 


n n 
= m 
Y a» a, =a + Da ,lE€mzn 
k=l k=m k=l 


中 那样 ， 利 用 法 则 (2.20 ) 把 两 个 几乎 不 相交 的 指标 集合 并 起 来 ， 或 者 像 在 
> azat} a, nZ0 (2.23 ) 
中 那样 ， 把 单独 一 项 从 和 式 中 分 出 去 . 
把 一 项 分 出 去 的 运算 是 扰动 法 ( perturbation method ) 的 基础 ， 利 用 扰动 法 ,我们 常常 可 
以 用 封闭 形式 来 计算 一 个 和 式 ， 其 思想 是 从 一 个 未 知 的 和 式 开 始 ， 并 记 它 为 5,: 
$,- A d, . 
(命名 并 求解 . ) 然后 ， 通 过 将 它 的 最 后 一 项 和 第 一 项 分 离 出 来 ， 用 两 种 方法 重新 改写 9,，: 
S, + qa, = 2 a, =A, + > a, 


0SkSn41 1SkSn41 
= ay, + 2; Aky 
Ibn 


-a ta (2.24) 


0<k<n 



































现在 我 们 可 以 对 最 后 那个 和 式 加 以 处 理 ， 并 尝试 用 5, 将 它 表 示 出 来 ， 如果 取得 成 功 ， 我 们 
就 得 到 一 个 方程 ， 它 的 解 就 是 我 们 所 求 的 和 式 . 
例如 ,我 们 用 这 个 方法 来 求 一 般 的 几何 级 数 ( geometric progression ) 的 和 


S, = > aa 


Hi (224) 中 一 般 的 扰动 法 格式 ,我们 有 


1 0 大 十 1 
S, tax" =ax + M ax", 


根据 分 配 律 OUR x 
求解 ， 得 到 


























ax’ =xS,. FŒ, S, +axr =a+xS, ,我 们 可 以 对 5, 





O<SkSn 


n _ n+l 
Yat =" Z ， xzl. (2.25 ) 
k=0 


1-x 








( 当 x=1 时 ， 这 个 和 当然 就 直接 等 于 (z+Da . ) 右边 可 以 视 为 和 式 中 的 第 一 项 减 去 在 此 级 数 
之 外 的 第 一 项 ( 级 数 最 后 一 项 的 后 面 一 项 )， 再 除 以 1 减 去 公 比 
那儿 乎 太 容 易 了 .我 们 在 稍微 难 一 些 的 和 式 


S = E 


0 三 人 三 


Sa 


上 来 尝试 使 用 扰动 技术 .在 此 情形 下 ， 有 8 =0, S,=2, S,=10, $,234, S,=98, — 
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般 的 公式 是 什么 呢 ? 根据 (2.24 )， 有 
S, *(n«12" = Y (kK+D)2™, 


所 以 我 们 想 要 用 8 ,来 表示 右边 的 和 式 . 好 的 ,我们 借助 结合 律 将 它 分 成 两 个 和 式 

£ ga 4 £ 2" ， 
这 两 个 和 式 中 的 第 一 个 等 于 28, ， 另 一 个 和 式 是 个 几何 级 数 ， 由 (2.25 )， 它 等 于 (2-2"*?)/ 
(4-2)=2”? -2. FÆ, 我 人 有 5,+(n+D2" 228, 42"? -2 ， 而 通过 代数 计算 就 得 到 

Y, 12 s (a-)27 +2. 


现在 我 们 就 理解 了 为 什么 有 5, 234: 它 是 32+2， 而 不 是 2x17 . 
用 x 代替 2， 类 似 的 推导 将 会 给 出 方程 5 (n Dx" = xS, +(x—x"")/—x) ， 故 而 我 们 
得 出 


























n+l 2 


|ox-(n*Dx" nx" 














2 dy ; xl. ( 2.26 ) 
有 意思 的 是 , 我 们 可 以 用 一 种 完全 不 同 的 方法 , 即 微 积分 的 初等 技巧 来 推导 出 这 个 封闭 
形式 . 如果 我 们 从 方程 
noa ]l-x" 
X = 
1-x 


k= 


o 


开始 ， 并 在 两 边关 于 x 求 导 ， 就 得 到 
San ac e ea al Lt eae" 
e (1-2) (17x) 
因为 和 式 的 导数 等 于 它 的 各 项 导数 之 和 . 我 们 将 在 后 续 几 章 中 看 到 微 积 分 与 离散 数学 之 间 更 
多 的 联系 . 





2.4 多 重 和 式 MULTIPLE SUMS 


一 个 和 式 的 项 可 以 用 两 个 或 者 更 多 的 指标 来 指定 ， 而 不 是 仅 由 一 个 指标 来 指定 ， 例 如 ， 
下 面 是 一 个 有 九 项 的 二 重 和 式 ， 它 由 两 个 指标 7 了 和 大 所 掌控 : 


X a,b, = a,b, +ab, t ajb, +a,b, +a,b, + a,b, +a,b, + a,b, + a,b, . 


对 这 样 的 和 式 , 我 们 使 用 与 对 单个 指标 集 的 和 式 同 样 的 记号 和 方法 . 于 是 , 如 果 PUA) EJ 
与 的 一 种 性 质 ， 所 有 使 得 PUK) AAW a, , 之 和 可 以 用 两 种 方式 表示 .一 种 用 艾 弗 森 约 
定 上 且 对 所 有 的 整数 对 /了 与 大 求 和 : 

> a; =J a; [PG,#)]. 

PGK) j.k 


ERAmk—-MIs i, REXHUBZT TORTE, 2 表示 对 所 有 适用 的 指标 组 合 求 和 . 


















































哦 ， 不 ， 一 个 九 学 期 
(term ) 的 管理 者 . 


注意 ， 这 并 不 是 说 对 
HA j 宇 1 和 所 有 
k X3 X fe. 


ZSEIMAHEH 
算 〈 由 内 而 外 ) . 


谁 紧张 啦 ? 我 认为 
这 个 法 则 与 第 1 章 里 
的 某 些 内 容 相 比 ， 更 
显而易见 一 些 . 
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当 谈论 一 个 和 式 的 和 式 时 ， 我 们 有 时 也 会 使 用 两 个 上 符号， 例如， 
YY a lPGO 


Y[zsaro. o) 


J 
































的 缩写 ， AED a, [PUA] 对 所 有 整数 j 求 和 的 和 式 ， 而 Da, LPC A] 是 项 aj, 对 使 得 


[P(j, 有 D] 为 真 的 所 有 整数 求 和 的 和 式 . 在 这 样 的 情形 , 我 们 就 说 此 二 重 和 式 “ 首 先 关 于 求 
和 ” 多 于 一 个 指标 的 和 式 可 以 首先 对 它 的 任何 一 个 指标 求 和 . 

在 这 方面 ,我 们 有 一 个 称 为 交换 求 和 次 序 (interchanging the order of summation ) 的 基本 
法 则 ， 它 推广 了 我 们 早先 见 过 的 结合 律 (2.16 ): 


Ea POD Y, a a POUD]. (2.27) 
j k P(j,k) k j 


这 一 法 则 的 中 间 项 是 对 两 个 指标 求 和 的 和 式 . 在 左边 ，> ,> ,表示 先 对 大 求 和 , 然后 对 7 求 
和 .而 在 右边 ，> ,> ,表示 先 对 7 求 和 ， 然 后 对 大 求 和 .实践 中 ， 当 我 们 想 用 封闭 形式 计算 
一 个 二 重 和 式 时 , 通常 先 对 一 个 指标 求 和 会 比 先 对 男 一 个 指标 求 和 更 容易 些 ,所 以 我 们 要 选 
取 那 种 更 加 方便 的 求 和 顺序 . 

不 必 对 和 式 的 和 式 感到 紧张 ， 不 过 它们 可 能 会 让 初学 者 费解 ， 所 以 我 们 来 多 举 几 个 例 
子 . 开始 给 出 的 九 个 项 的 和 式 是 处 理 二 重 和 式 的 一 个 很 好 的 例子 ,因为 那个 和 式 实际 上 可 以 
简化 ， 而 且 它 的 简化 程序 是 我 们 对 并 所 能 进行 处 理 的 典型 代表 : 
Y. ab, - Majb € jk <3] = Y a,b [1S j <3] <k x3] 


1<j,k<3 























=J) ab [Sj S3] Sk <3] 
ji X 


=J a [<j <3] b [Sk <3] 
=) a [1< ja Zansts3 


[ss <j< n (Yao <k< J 


Ds (24). 
j=l k=l 
这 里 的 第 一 行 表 示 没 有 任何 特殊 次 序 的 九 项 之 和 .第 二 行 把 它们 分 成 三 组 
(a,b, + a,b, + a,b,) + (ab, +a,b, + a,b, ) + (a,b, + a,b, + a3b,). 
第 三 行 利用 分 配 律 提取 出 诸 个 因子 a ， 因 为 a, AID <j x3] 3595 RIK, 这 给 出 
a (b, +b, + b) c ay (b, +b, +b,)+a,(b, +b, +b). 
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第 四 行 与 第 三 行 相同 , 但 是 多 了 一 对 括号 , 这样 就 使 得 第 五 行 看 起 来 不 那么 神秘 . 第 五 行 提 
取出 对 j 的 每 一 个 值 都 出 现 的 因子 (b, +b, +b): (al+a,+a;)(b+b,+b,) ， 而 最 后 一 行 则 是 
上 面 一 行 的 男 一 种 表达 方式 .这 一 推导 方法 可 以 用 来 证 明 一 般 分 配 律 ( general distributive 


law ) 

















jet 


Yap, Ds (Za) (228) 


它 对 所 有 的 指标 集 J 和 天 成 立 . 

交换 求 和 次 序 的 基本 法 则 (2.27 ) 有 许多 变形 ， 这 些 变 形 在 我 们 想 要 限制 指标 集 的 范围 
而 不 是 对 所 有 整数 六 和 大 求 和 时 就 会 出 现 . 这 些 变形 有 两 种 类 型 : 简易 型 (vanilla ) 和 复杂 
型 ( rocky road ) “首先 是 简易 型 


22,95 = i =) au . (2.29) 


jeJ keK keK jeJ 























这 恰好 是 (2.27 ) 的 男 一 种 写法 ， 因 为 艾 弗 森 的 [je J, ke K] 分 解 成 [je Jke K]. 简易 风 
格 的 法 则 当 7 和 大 的 范围 相互 无 关 时 适用 . 
复杂 型 公式 有 一 点 点 技巧 ， 它 适用 于 内 和 的 范围 与 外 和 的 指标 变量 有 关 的 情形 
Io 方 8X X we (2.30) 
jeJ keK(j) keK' jeJ'(k) 
HWA T. KU). KS J'() 必须 以 下 面 的 方式 相关 联 : 
[je J]k e KC] - [k e KI E J(K)]. 
原则 上 , BOREAS AFA e: n] BERI : efi] RI EAE J = K ETA RC , mM KU) FI J (K) 
则 是 与 操控 二 重 和 式 的 性 质 PC, Kk) 相对 应 的 集合 .但 是 存在 一 些 重 要 的 特殊 情形 ， 在 其 中 
EEJ, K, KS Jk 都 有 简单 的 形式 ， 它 们 频繁 出 现在 应 用 中 . 例如， 下面 是 一 个 
寺 别 有 用 的 分 解 : 



































<j<nj<t<n=<j<k<n=1<k<nN<j<H. (2.31) 
这 个 艾 弗 森 方程 允许 我 们 写成 
n n n k 
22447 A Fe = De: (232) 
j=l k=j 1<j<kSn k=l j=l 


在 这 两 个 和 式 的 和 式 中 ,通常 一 个 比 另 一 个 更 容易 计算 ， 我 们 可 以 利用 〈2.32 ) 把 困难 的 那 
个 转换 到 容易 的 那个 . 
让 我 们 将 这 些 想法 应 用 到 一 个 有 用 的 例子 上 .考虑 由 个 乘积 ajai 组 成 的 阵列 




















书 中 作者 用 vanilla 和 rocky road 这 两 种 风味 的 冰淇淋 来 比喻 简易 型 和 复杂 型 这 两 类 不 同 交 换 求 和 次 序 的 
法 则 . 








( 现在 是 做 热身 题 4 
和 6 的 最 佳 时 机 . ) 
(抑或 也 是 品尝 你 所 
喜爱 的 士 力 架 美 食 的 
大 好 时 机 . ) 


rocky road 风 味 冰 激 
淋 里 有 软 糖 吗 ? 
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aa, aa, aa, aa 
wa tay dj, aa 
a,a, @,a, dd, aa 
|a,d, 4,4, da a, d, 
我 们 的 目的 是 对 
= aja, 
1<j<k<n 

















求 一 个 简单 的 公式 ， 它 是 这 个 阵列 的 主 对 角 线 及 其 上 方 的 所 有 元 素 之 和 .由 于 wa = aa, , 
故此 阵列 关于 它 的 主 对 角 线 是 对 称 的 ， 从 而 $< 近 似 等 于 所 有 元 素 和 的 一 半 〔 除 了 考虑 主 对 
角 线 时 所 加 的 一 个 修正 因子 之 外 ) 

这 样 的 考虑 启发 我 们 想到 如 下 的 处 理 方法 ， 我 们 有 


2, aa, - 2 maa= D, ayy =Sr, 


1SjSkSn 1SkSjSn 1SkSjSn 


因为 我 们 可 以 将 (j,k) BE (kf). 此外， 由 于 
[l<j<k<njt+l<k <j <n)a=[l< jkn jak <n), 


我 们 就 有 
28-—-5-tS. — > aja, + > aja, . 


根据 一 般 的 分 配 律 (2.28), B— A RIS (D a (Xin) (Xr) ， 而 第 二 个 和 式 
By" a? .于 是 , 我 们 有 


Sr= > aa, -go P (2.33) 
这 是 用 更 简单 的 单个 指标 和 对 上 三 角形 和 给 出 的 表达 式 . 
受 这 一 成 功 所 鼓舞 ， 我 们 来 研究 另外 一 个 二 重 和 式 : 
S= > (a, - a; Xb, -b;). 


当 交 换 j 和 时 ， 我 们 仍然 有 对 称 性 : 
S= > (aj7a)b,-b)- > (a,-aj(b, -b)). 


lk<j<n lk<j<n 



































故而 可 以 将 5 与 自己 相 加 ， 利 用 恒等式 
[€ j«k&n]*[l€k«jn]-[& jk €n]-[1€ j 2k € n] 
得 出 结论 


28- >) (a,-a,Y0b, ides pa (aa XB -b,) - 


1<j,k<n 
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这 里 的 第 二 个 和 式 为 零 , 第 一 个 和 式 等 于 什么 ”把 它 展开 成 四 个 单独 的 和 式 , 每 一 个 都 是 简 
易 型 的 : 
y a,b,- > a,b,- > a,b, 十 > a,b, 


1Sj,kSn 1Sj,kSn 1Sj,kSn ]x j,kxn 


=2 2 a,b, -2 £ a,b, 


1Sj,kSn ]x j,kxn 


=2n > a,b, -$a ($4. 
最 后 一 步 中 两 个 和 式 都 根据 一 般 分 配 律 (2.28 ) 做 了 简化 . 如 果 说 第 一 个 和 式 的 处 理 看 起 来 
有 点 神秘 色彩 ， 那 么 在 这 里 它 再 次 分 步 展 示 了 出 来 : 

2 > a,b, =2 X = a,b, 


1x j,kxn 1SkSn1SjSn 


=2 V ab, >, 1 


1SkSn 1<j<n 


三 之 £ a,b,n=2n £ a,b, . 


1SkSn 1SkSn 





如 果 用 该 变量 的 指标 集 的 大 小 (这 里 是 ” ) 乘 以 剩 下 的 部 分 , 那么 在 求 和 项 中 不 出 现 的 指标 
变量 (这 里 是 ) 可 以 直接 消去 . 
回 到 我 们 中 断 的 地 方 ， 现 在 可 以 统统 除 以 2 并 重新 排序 ， 


这 个 恒等式 得 到 称 为 切 比 雪夫 单调 不 等 式 ( Chebyshev's monotonic inequality ) 的 一 个 特例 : 





就 得 到 一 个 有 趣 的 公式 : 


> (a, -a;Xb, -b,) (2.34) 


]x j«kn 























(一般 来 说 ， 如 果 a sexa, Bop fn} 的 一 个 排列 ， 那 么 不 难 证 明 ， 当 
bay E E bau AE abo 的 最 大 值 出 现 ， THY b,a > > b ERRIME. ) 

多 重 求 和 与 单个 和 式 中 改变 求 和 指标 的 一 般 性 运算 存在 着 有 趣 的 联系 . 由 交换 律 我 们 知 
道 ， 如 果 p(k) 是 这 些 整数 的 任意 一 个 排列 ， 则 


2.8; = > Fk) - 


KE 天 p(k)eK 


如 果 j 了 是 一 个 任意 的 函数 
f:JoK, 


它 将 整数 je J 变 成 整数 f(j)e K ,那么 用 fU) TR k BREA? TRENEHRI ME 























(te EA xm 
是 对 积分 而 不 是 对 和 
式 证 明了 类 似 的 结 
果 : 如 果 f(x) 和 g(x) 
是 单调 非 减 函数 ， 那 


AER] 
f eoa) < 0-0) 


| 
(FOs a) 


我 的 另 一 位 数学 老 
师 称 它 是 “ 双 射 ”， 
或 许 有 一 天 我 能 逐 
渐 喜 欢 上 这 个 单词. 


然后 再 次 sasssa 


小 心 ， 作 者 似乎 认为 
信和 nn 都 是 “ 实 
际 的 数 ”. 


摆脱 其 控制 . 
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2.25 = #f (k), (2.35 ) 


这 里 ，# 广 (6 表示 集合 
f = {if =k} 
Hao Ta, BE SC) SET AY je J 的 值 的 个 数 . 





HED Df) -k]- 4/70) ， 容 易 通过 交换 求 和 次 序 来 证 明 (2.35), 
Mau 3alf = k= Ya VP) =A. 


keK 

















在 f 是 J 与 KK 之 间 的 一 一 对 应 这 一 特殊 情形 中 , 对 所 有 的 大 我 们 都 有 # £^ (k) 21, 而 一 般 公 
3X (2.35) 就 转化 为 


28) = 2 au; = $a i 
jet f(DeKk keK 
这 就 是 前 面 给 出 的 交换 律 (2.17 )， 不 过 稍 有 变化 . 


到 目前 为 止 ， 我 们 的 多 重 和 式 的 例子 全 都 含有 a, 或 者 b 这 样 的 通 项 .但 是 这 本 书本 应 
是 具体 的 ， 所 以 我 们 来 看 一 个 包含 实际 数字 的 多 重 和 式 : 



































1 
S, 一 
ias k — J 


1 1 1 5 
= 十 一 一 十 =-, 
2-1 3-1 3-2 2 
计算 二 重 和 式 的 正规 方法 是 首先 对 7 或 者 首先 对 大 求 和 ， 让 我 们 来 探讨 两 种 选择 . 


Bin, S, -0, S,=1, S, 




















1 





S=} L 一 - 首先 对 j 求 和 

kenek j 

- 工 k- /替换 ) 
1<k<ni<k-j<k J 

- l 简化 7 的 界限 
1<k<n 0<j<k-1 J 

= 》 H 根据 (213), Ay, AEM 
1<k<n 

= a Hk+ EM k 
ISk+1 Sn 

Ly Ru 简化 的 界限 


0<k<n 


哎呀 ! 我 们 不 知道 如 何 把 调和 数 的 和 表示 成 封闭 形式 . 
如 果 我 们 尝试 首先 用 男 一 种 方式 求 和 ， 就 得 到 





I4 
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s= 255 首先 对 求 和 
- 2 25 JE ce PERRA 
- DNE 简化 的 界限 
z Ha 根据 (2.13), H, ,的 定义 
s H, Hn- j 替换 j 
- Y, 简化 j 的 界限 
我 们 回 到 了 同样 的 死胡同 里 . 




















但 是 还 有 另 一 种 做 法 ， 如 果 在 决定 要 将 S, 转化 成 和 式 的 和 式 之 前 先 用 + j ERR E : 








RE — 重新 抄写 给 定 的 和 式 
1& jekn & — J 
- 1 H kx j k 
1X jek jn k 
: l 首先 对 / 求 和 
1SkSn 1S j<n-k k 
E - 关于 j 的 和 是 平凡 的 
1SkSn 
= 》 了 - 多 1 根据 结合 律 
lk<n k 1SkSn 
a je 上 帝 的 安排 
1<kSn k 
-nH,-n 根据 (2.13), A, 的 定义 
啊 哈 ! 我 们 求 出 了 8 ， 将 它 与 错误 的 开始 结合 起 来 ， 我 们 进一步 得 到 了 一 个 恒等式 (算是 
奖赏 ): 
>》 H, =nH,-n. (2.36) 


0Sk<n 

















我 们 可 以 以 两 种 方式 来 理解 这 一 技巧 , 一 种 是 代数 的 , 一 种 是 几何 的 . CL) 从 代数 方式 
来 说 ， 如 果 我 们 有 一 个 包含 上 + f()) 的 二 重 和 式 ， 其 中 了 是 一 个 任意 的 函数 ， 那 么 这 个 例子 
指出 ， 用 kf()) 替换 下 并 对 了 求 和 比较 好 . (2) 从 几何 方式 来 说 ， 可 以 如 下 观察 这 个 特殊 
HIMES, 在 n=4 的 情形 ): 


这 里 写成 Kk 三 n 而 
不 写成 Kk 三 n 一 1 是 
明智 之 举 ， 简 单 的 界 
限 可 以 节约 劳力 . 


(更 困难 的 和 式 可 以 
在 Hansen 的 包罗 万 
S RU mL ) 
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k=l k=2 k=3 k=4 





ba ME ed 

? 1 2 3 

1 1 

j=2 = ee 

/ 1 2 

1 

/23 1 

: 1 
j=4 


我 们 首先 尝试 , 先 对 了 求 和 ( 按 列 ) 或 者 先 对 磊 求 和 (FRIT), AH H, +H, +H, =H, +H, 


+ 末 ， 获 得 成 功 的 方案 本 质 上 就 是 按照 对 角 线 求 和 ， 这 样 得 到 了 + z 4 T 


2.5 ”一般 性 的 方法 GENERAL METHODS 


现在 , 我 们 从 若干 不 同 的 角度 研究 一 个 简单 的 例子 ,以 此 巩固 所 学 得 的 知识 .在 下 面 几 
页 中 ,我们 打算 对 前 个 正 整数 的 平方 和 CRI EO, ) 
D= Ses. n>0 (2.37) 
求 出 封闭 形式 .我 们 会 看 到 ， 解 决 这 个 问题 至 少 有 8 种 不 同 的 方法 .在 此 过 程 中 ， 我 们 将 会 
学 到 解决 一 般 情形 下 求 和 问题 的 有 用 策略 . 
像 通常 一 样 ， 我 们 首先 来 观察 几 个 小 的 情形 . 





0123 4 5 6 7 8 9 10 H 1 
n 01 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 
a, 0 1 5 14 30 55 91 140 204 285 385 506 650 
不 能 很 明显 地 看 出 口 , 的 封闭 形式 ， 但 是 当 我 们 确实 找到 这 样 一 个 封闭 形式 时 ， 可 以 利用 这 
些 值 进行 检验 . 
方法 0: 查找 公式 
像 求 前 个 平方 和 这 样 的 问题 可 能 以 前 就 已 解决 了 , 所 以 从 手头 的 参考 资料 中 很 有 可 能 
找到 它 的 解 。 的确 如 此 ， 在 CRC Standard Mathematical Tablest* 的 第 36 页 上 就 有 答案 : 
Bes n(n+1)(2n+1) 
MU 6 7 
只 是 为 了 确认 没有 看 错 ， 我 们 检查 这 个 公式 ， 它 正确 地 给 出 了 口 =5x6x11/6=55. 附带 指 
出 ， 在 CRC Tables 的 第 36 页 上 还 有 关于 立方 和 、…… 、 十 次 方 和 的 更 多 信息 . 
数学 公式 的 一 个 权威 参考 资料 是 由 Abramowitz FI Stegun!”! Pr 2i 45 KY Handbook of 
Mathematical Functions， 这 本 书 的 第 813~814 页 列 出 了 口 ,对 n 三 100 的 值 ， 而 在 第 804 页 和 第 
809 页 给 出 了 与 (2.38 ) 等 价 的 公式 ， 还 有 关于 立方 和 、……… 、 十 五 次 方 和 的 类 似 公式 (有 
或 者 没有 交错 符号 ) 
但 是 ， 关 于 序列 问题 的 解答 ， 最 好 的 资料 来 源 是 SloaneF 所 著 的 一 本 名 吊 Handbook of 




















nz. (2.38) 
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Integer Seguences 的 小 书 . 它 用 数值 列 出 了 数 以 千 计 的 序列 .如 果 你 碰巧 遇 到 一 个 怀疑 已 被 
研究 过 的 递归 式 , 所 要 做 的 就 是 计算 足够 多 的 项 , 以 便 将 你 的 递归 式 与 其 他 著名 的 递归 式 区 
别 开 来 ,然后 你 就 有 可 能 在 Sloane 的 Handbook 一 书 中 发 现 有 关 文 献 的 指示 . 例如 ,1,5,14,30,… 
就 是 一 个 标号 为 1574 的 Sloane 序 列 ， 它 被 称 为 “平方 金字 塔 数 ” 序 列 ( 因为 在 一 个 用 妈 个 球 
做 正方 形 地 基 的 金字 塔 中 有 口 , 个 球 ) Sloane 给 出 了 3 个 参考 文献 , 其 中 一 个 就 是 我 们 提 到 的 
由 Abramowitz 和 Stegun 编 纂 的 手册 . 

探索 累积 了 数学 智慧 的 世界 宝库 的 另 一 个 方法 是 利用 计算 机 程序 C 例如 Axiom 、 
MACSYMA 、Maple 或 者 Mathematica )， 这 些 程序 提供 了 符号 运算 的 工具 . 这 样 的 程序 是 必 
不 可 少 的 ， 尤 其 是 对 需要 处 理 庞 大 公式 的 人 来 说 . 

熟悉 标准 的 信息 源 是 有 益 的 ， 因 为 它们 能 带 来 极 大 的 帮助 .但 是 方法 0 与 本 书 的 精神 并 
不 一 致 ， 因 为 我 们 希望 知道 怎样 才能 由 我 们 自己 想 出 问题 的 答案 .查找 的 方法 仅 限于 那些 其 
他 人 已 经 判决 为 值得 考虑 的 问题 ， 那 里 不 会 有 新 的 问题 . 

方法 1: 猜测 答案 ， 用 归纳 法 证 明之 

好 像 是 一 只 小 鸟 把 问题 的 答案 告诉 了 我 们 , 或 者 是 我 们 已 经 用 其 他 某 些 不 太 严格 的 方法 
得 到 了 一 个 封闭 形式 ， 然 后 我 们 只 需要 证 明 它 是 正确 的 . 

例如 ,我 们 或 许 已 经 注意 到 了 口 , 的 值 有 较 小 的 素 因 子 ， 所 以 会 发 现 公 式 ( 2.38 ) 对 于 较 
小 的 n 值 有 效 ， 或许 我 们 也 猜 到 更 好 一 些 的 等 价 公式 


n(n oen 
口 ,= 一 一 一 一 一， 120, (2.39 ) 


3 
因为 它 更 容易 记忆 ， 有 众多 的 证 据 支持 ( 2.39 )， 但 是 我 们 必须 排除 所 有 合理 的 怀疑 来 证 明 
我 们 的 猜想 ， 数 学 归纳 法 就 是 为 此 目的 而 创立 的 
rib, RRE, semita, = 0= 0| 0+ 卫 ]0+D13 ， 所 以 基础 是 容易 验证 的 ， 对 于 上 
纳 步 又 ， 假 设 z> 0 ， 并 假设 当 用 nn-1 替 换 n 时 (2.39 ) 成 立 ， 由 于 
口 ,= O, +7, 


我 们 就 有 













































































n-l 


3n,- (n IG Jo +3n° 


因此 (2.39) 的 确 对 所 有 = 0 都 成 立 ,这 排除 了 合理 的 怀疑 . ”法 官 Wapner 以 他 无 限 的 智慧 
司 意 这 一 判断 
归纳 法 有 它 的 地 位 ， 它 比试 图 查找 答案 更 值得 推荐 ， 但 它 仍然 不 是 我 们 想 要 寻找 的 方 





RA, 至少 是 与 其 他 
人 已 经 决定 要 考虑 
的 问题 有 相同 答案 
的 问题 . 
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法 . 到 目前 为 止 , 在 这 一 章 里 计算 过 的 所 有 其 他 和 式 都 未 用 归纳 法 就 得 到 了 解决 ,我 们 也 希 
望 同样 从 零 开始 来 确定 口 , 这 样 的 和 式 ， 闪 光 的 灵感 并 不 是 必须 的 ， 我 们 希望 即便 是 在 缺少 
创造 性 思想 的 日 子 里 也 能 求解 和 式 . 

方法 2， 对 和 式 用 扰动 法 

所 以 ,我 们 来 看 对 几何 级 数 (2.25) 非常 有 效 的 扰动 法 .我们 抽出 口 ,的 第 一 项 和 最 后 
项 ， 得 到 口 的 一 个 方程 : 














o,+H(n+1) = > (k+l = M (k 2k41) 


OSkSn OSkSn 
2 
- See y ge yd 
Oxkxn Oxkxn Oxkxn 


=0,+2 M k+(n+1). 


OSkSn 


ARALGATET. M, E! 口 ,相互 抵消 了 .尽管 我 们 竭尽 努力 ， 扰 动 法 偶尔 也 产生 了 像 口 ,= 这 样 的 结 














这 样 我 们 就 失败 了 . 
另 一 方面 ,这 次 推导 也 并 非 完 全 失败 ,， 它 的 确 揭 示 了 一 种 方法 ,把 前 几 个 非 负 整数 之 和 
化 为 封闭 形式 
2 》 k=(n+l) -(n41), 





尽管 我 们 希望 求 的 是 前 几 个 非 负 整数 的 平方 和 ， 如 果 从 整数 的 立方 和 出 发 ， 把 它 记 为 CI,， 
我 们 会 对 整数 平方 和 得 到 一 个 表达 式 吗 ? 我 们 来 试 一 试 . 


Ct(nt+l) = $ (k+ = Y (43k? +3k+1) 


0<k<n 0<kSn 





-DEs 430, + VL 


+(n+l). 








方法 2 ; 扰动 了 你 的 EAMA, KRT, del Drs ROMA TTE CES 8 LS Ate A DAZE CO, : 
教 . 
30,=(n+1) -3(n*1)n/2 - (n1) 


I ae =(n n 2 n 
= (nfm +2n+1 3 i oa zl ; 


方法 3: 建立 成 套 方法 
把 递归 式 (2.7) 稍 作 推 广 也 是 以 应 付 包含 nw 的 求 和 项 .递归 式 
R =a; 
(2.40 ) 
R,=R,,+B+ynt+on’, n>0 
的 解 的 一 般 形 式 是 
R, = A(n)a + B(n)B * C(n)y + D(n)ó , (2.41 ) 


因为 当 5=0 时 (2.40 ) 5 (2.7) 相同 ， 所 以 我 们 就 已 经 确定 了 An) B(n) 和 C(n). 如 果 现 
(HER =n RA, RHEA n He 4a=0, B-L 7=-3，6=3 时 的 解 . 从 而 
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3D(n) -3C(n) + B(n) =n ; 





这 就 确定 了 D(n). 
a 感 兴 趣 , 它 等 于 口 enm ,故而 ,如 果 在 (2.40 HS a= B=y~y=0WURS=1, 
我 们 就 得 到 口 , =R,. 其 次 有 口 , = D(n) .我 们 不 需要 用 代数 方法 从 B(n) fI C(n) 计算 D(n) ， 


Bd 答案 全 是 什么 ， 怀 疑 者 应 该 消除 疑虑 了 ， 他 们 会 确信 





3D(n) = n° -3C(n) - B(n) = n? son -n= (ns ien : 


方法 4: 用 积分 替换 和 式 

学 习 离 散 数学 的 人 熟悉 了 ， 而 学 习 微 积分 的 人 更 熟悉 | ， 故 他 们 发 现 将 改变 成 | 是 很 
自然 的 事 ， 在 这 本 书 里 ， 我 们 的 目标 之 一 就 是 要 对 了 更 得 心 应 手 地 加 以 处 理 ， 从 而 认为 要 
Hc x 更 困难 ( 至 少 对 精确 结果 来 说 是 如 此 ) 但是， 探索 和 | 之 间 的 关系 仍 不 失 为 一 个 好 
想法 ， 因 为 求 和 与 积分 基于 非常 相似 的 思想 . 

在 微 积 分 中 ， 一 个 积分 可 以 看 成 是 曲线 下 面 的 面积 ， 我 们 将 接触 这 条 曲线 的 狭长 小 矩形 
Ta a 识 ， 也 可 以 用 另 一 种 方法 ， 如 果 给 定 一 组 狭长 小 矩形 : 由 于 口 , 是 大 
小 为 1xLIx4,…,1Ix 关 和 矩形 的 面积 之 和 ， 所 以 它 近似 等 于 0 与 z 之 间 曲 线 f(x) =x? 下 面 的 面积 












































fe) ， 






此 处 的 水 平 单位 是 重 


=y2 
fox 直 单 位 的 10 信 . 





























123 ee n x 

















这 条 曲线 下 方 的 面积 是 | x'dx = n /3 , 所 以 我 们 知道 o, 近似 等 于 一 














利用 这 一 事实 的 一 个 方法 是 检查 这 个 近似 的 误差 ， 即 瓦 , = -于 由 于 口 ,满足 递归 式 
口 ,= D, m a 


n-l 
m 
E, = 口 ,一 一 =0 
3 


1 3,52 m 
+n? —-— =E  4+=—(n-l) +n -— 
n-l 3 n-l 3! ) 3 


1 
=E—,tn-—. 
3 


DO avt BRD WI 
人 而 写 的 . 


(这 里 的 最 后 一 步 
有 点 像 扰 动 法 的 最 
后 一 步 ， 因 为 我 们 在 
两 边 得 到 关于 未 知 
量 的 一 个 方程 . ) 
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男 一 种 寻求 此 积分 近似 的 方法 是 通过 对 横 形 误差 项 的 面积 求 和 来 得 到 一 个 关于 久 , 的 公 
X. 我 们 有 


不 论 哪 一 种 方法 都 能 求 得 E, ， 这 样 就 得 到 口 ,. 

方法 5: 展开 和 收缩 

还 有 另 一 个 方法 来 发 现 口 , 的 封 团 形式 ， 它 是 用 一 个 看 起 来 更 为 复杂 的 二 重 和 式 蔡 换 原 
来 的 和 式 ， 这 个 二 重 和 式 如 果 拿 捏 得 当 ， 实 际 上 是 可 以 化 简 的 : 














a dux d 
1k 1<j<k< 
= Mk 
]x jn jSk<n 
= (人 Jo- 
m d 
_1 ， 2 
= 一 (an+D+j-j ) 
2,5, 
l 5 1 1 1 1 1 
=—n (nt+))t+—n(n+1)-—O, = 一 由 | n+— |(n+1)--— H,. 
prre Deinen 50, sia[n} a+- 0, 




















从 单 重 和 式 过 渡 到 二 重 和 式 ， 初 看 似乎 是 一 种 倒退 , 但 实际 上 是 进步 ， 因 为 产生 了 更 容易 处 
理 的 和 式 . 我 们 不 可 能 指望 不 断 地 简化 ,简化 ,再 简化 来 解决 每 一 个 问题 : 你 不 可 能 只 向 上 
扑 坡 而 登 上 最 高 的 山峰 . 

方法 6: 用 有 限 微 积分 

方法 7: 用 生成 函数 

当 我 们 学 习 了 下 一 节 及 后 面 各 章 中 更 多 的 技术 之 后 ， 再 继续 进行 有 关口 = > 的 更 
为 激动 人 心 的 计算 . 





2.6 ”有 限 微 积分 和 无 限 微 积分 FINITE AND INFINITE CALCULUS 


我 们 已 经 学 习 了 多 种 直接 处 理 和 式 的 方法 , 现在 需要 用 更 为 广阔 的 视野 ， 从 更 高 的 层次 
来 审视 求 和 问题 ， 数 学 家 们 发 展 出 了 与 更 为 传统 的 无 限 微 积分 类 似 的 “有 限 微 积分 "， 由 此 
有 可 能 用 一 种 更 时 尚 、 更 系统 的 方式 处 理 和 式 . 

无 限 微 积分 基于 由 


-gm ft- Ff) 
Df (x) = lim ^ 


























所 定义 的 微分 ( derivative ) FFD 的 性 质 ， 有 限 微 积 分 则 是 基于 由 
Af (x)= f œ+- feo (2.42 ) 
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所 定义 的 差分 ( difference ) FF A WHER. 差分 算 子 是 微分 的 有 限 模 拟 ， 其 中 限制 了 取 有 的 
正 整 数值 ， 于 是 当 h 一 0 时 ，h=1 是 我 们 所 能 达到 的 最 近 的 “极限 ”， 而 Af(x) 则 是 
(f(x+h)— f(x))/h 4h =1 时 的 值 . 

符号 D 和 人 称 为 算 子 (operator )， 因 为 它们 作用 (operate ) 在 函数 上 给 出 新 的 函数 ， 它 
们 是 函数 的 函数 ， 用 于 产生 函数 . 如果 f£ 是 从 实数 到 实数 的 一 个 适当 光滑 的 函数 ， 那 么 Df 















































数 Df Al AS 在 点 x 处 的 值 由 上 面 的 定义 给 出 . 
早先 我 们 在 微 积分 中 学 习 了 D 如何 作用 在 喻 函数 f(x)=x” 上 . 在 此 情形 中 ， 有 
Df(x) =mx” .我 们 可 以 略 去 f ， 将 此 式 非 正式 地 写成 
D(x") = mx". 
如 果 A 算 子 也 能 产生 一 个 同样 优美 的 结果 ， 那 就 很 好 ， 可 异 它 不 行 ， 例如， 我 们 有 
AGO )=(x+1) -xX =3x +3x+1. 
但 是 有 一 类 “m ORO, CE A 的 作用 下 的 确 可 以 很 好 地 变换 ， 这 就 是 有 限 微 积分 的 意 
义 所 在 .这 种 新 型 的 闫 次 震 由 规则 
加 个 因子 
x®=x(x-l)--(x-mtl), 整数 m 三 0 (2.43) 
KEM. TER mH BIPH—4MBERER. CRRA m MAF Se Ee] PRB XS 
有 一 个 对 应 的 定义 ， 其 中 的 因子 一 直 向 上 再 向 上 : 
mm 个 因子 
x"2x(x-lpb-(x-m-1), 整数 m 宇 0. (2.44) 
当 m=0 时 , 我 人 有 x =x =1 ， 因 为 通常 一 个 没有 任何 因子 的 乘积 取 值 为 1 ( 恰 与 不 含 任何 
项 的 和 式 通常 取 值 为 0 一 样 ) 

如 果 要 大 声 读 出 量 x* ， 它 称 为 “x 直 降 m 次 ”; 类 似 地 ，x” 就 是 “x 直 升 m 次 ”， 这些 
PRACT EMT HES ( falling factorial power ) FILA WHEE (rising factorial power ), ALA 
它们 与 阶乘 函数 4!1= n(n -0D…(D 密切 相关 ， 事 实 上 ， 我 们 有 由 = 到 = 了 

有 关 阶 乘 震 的 其 他 若干 记号 也 出 现在 数学 文献 中 ， 特 别 是 对 于 xm 或 者 大 的 
“Pochhammer 符 号 ”(x),,， 像 x 或 者 x 这 样 的 记号 也 被 看 成 是 x*. 但 是 这 种 下 划 线 和 上 
划 线 用 法 很 流行 ， 因 为 它 容易 书写 ， 容 易 记 忆 ， 且 不 需要 多 余 的 括号 . 

FERRE x MEA BEST. RITE 

A(x*) = (x -1)* —- x” 
-(xtDx--(x-mc2)-x--(x^-mx-2)x-m«1) 

























































































-mx(x-1)-(x-m-2), 
因此 ， 有 限 微 积 分 有 现成 的 规则 可 与 D(x") = mx” IBS: 
A(x”) = mx” . (2.45) 
这 就 是 基本 的 阶乘 结 


与 磁带 的 功能 
( function ) 48A. 


数学 强人 ( power) . 


RP RISA NEC 
摸 Pochhammer??! 
实际 上 是 对 二 项 式 系 


数 | =) 而 不 是 对 阶乘 
m 


3J88| T 363 Q3), . 


“正如 我 们 用 符号 A 
来 表示 差分 那样 ， 我 
NGA SD RR 
mfe., een 由 此 得 到 
等 式 z=Ay , wRE 
转 过 来 ， 也 就 得 到 
y=izt+C. ” 

— py 110 
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无 限 微 积分 的 算 子 D 有 一 个 逆 运 算 ， 即 逆 微 分 算 子 〈 或 积分 算 子 ) |. 微 积分 基本 定理 
把 D 和 | 联系 起 来 : 
a(x) = Df (x) SELLY [god= fo) C. 
这 里 | g(x)dx 是 g(x) 的 不 定 积分 ， 它 是 导数 等 于 g(x) 的 一 个 函数 类 . 类 似 地 ，A 也 有 一 个 
逆 运 算 ， 即 逆差 分 算 子 (或 求 和 算 子 ) ,而 且 有 一 个 类 似 的 基本 定理 : 
g(x) =Af(x) 当 且 仅 当 》g(x)6x= f(x)+C. (2.46) 
这 里 》 g(x)6x 是 g(x) 的 不 定 和 式 (indefinite sum )， 是 差分 等 于 g(x) 的 一 个 函数 类 (HERE, 
小 写 6 与 大 写 A 相关 ,就 像 4 与 D 有关 一 样 ) 不 定 积 分 中 的 C 是 一 个 任意 常数 ， 而 不 定 和 
中 的 C 则 是 满足 pat = p(x) 的 任意 一 个 函数 p(x). 例如 ，C 可 以 是 周期 函数 ， 
atbsin2nx , 当 我 们 取 差 分 时 ,这样 的 函数 会 被 消去 , 正如 在 求 导数 时 常数 会 被 消去 一 样 . 在 
x 的 整数 值 处 ， 函 数 C 是 常数 . 
现在 我 们 可 以 讨论 关键 点 了 .无 限 微 积分 也 有 定 ( definite ) 积分 : WR g(x) = Df (x), 
那么 









































f 'acodx - /OF = O- fa). 


于 是 ， 有 限 微 积 分 一 一 一 直 在 模仿 其 更 出 名 的 同类 
g(x) =Af(x), 那么 


> e(x)dx = f(x} = f0)- f(a). (2.47) 








也 有 确定 的 和 式 (sum ): 如 果 


这 个 公式 让 记号 DY" edu 有 了 意义 ， 恰 如上 面 的 公式 定义 了 | god. 
但 是 直观 上 讲 ，》 "g(x)6x 的 真正 含义 是 什么 ? 我 们 是 用 了 类 比 的 方法 定义 了 它 , 但 并 
不 必要 .我 们 想 保持 相似 性 ， 以 便 更 容易 记 住 有 限 微 积分 的 法 则 , 但 是 如 果 我 们 不 理解 它 的 
意义 ， 那 么 这 记号 就 没有 用 处 ， 让 我 们 首先 观察 某 些 特殊 情形 来 导出 它 的 意义 ， 假 设 
g(x) =Af(x) = f(x+D-f(x). 如果 b=a， 我 们 就 有 
De)6x=f(0)-f(0)=0. 
其 次 ， 如 果 b=a+1 ， 结 果 就 是 
Y (dx = f(a*1)- f(a)= g(a) . 
更 一 般 地 ， 如 果 b 增 加 1， 我 们 就 有 
> eQ)óx-Y, eG98x 7 (f(b1) - f (a)) -(f/(5)- f(a)) 
= f(b41)- f(b)  g(b). 


根据 这 些 观 察 和 数学 归纳 法 ， 我 们 推出 ， 当 a Alb ROM bm a 时，》 g(x)6x 的 确切 含 
SUE: 
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Yi eCW6r=T att) = Y gk), SER. (248) 


换 名 话说， 确定 的 和 式 与 通常 带 有 界限 的 和 式 是 相同 的 ， 但 是 要 去 掉 在 上 限 处 的 值 . 
我 们 尝试 用 稍微 不 同 的 方式 重新 简要 地 对 此 加 以 叙述 . 假设 给 定 一 个 未 知 的 和 式 , 希望 
用 封闭 形式 对 它 的 值 进行 计算 , 并 假设 可 以 将 它 写成 形式 》 elk) = 》 (xox. 只 要 我 
们 能 求 得 一 个 不 定 和 式 或 者 逆差 分 函数 1/ ， 使 得 g(x)= f(x+D)-f(x) ， 那 么 由 有 限 微 积分 
的 理论 ， 就 可 以 将 答案 表示 成 f(b)-f(a) ， 理 解 这 个 原理 的 一 种 方法 是 利用 三 点 记号 将 
》 pp 8K) 完全 写 开 来 : 
> FEFD- LO)=(flatD)- f+(flat2) -fatD)) + 


*(f(b-1)- f(b-2)) *(f(b)- f(b-1)). 
除了 f(b)-f(a) 以外， 右边 的 每 一 项 都 抵消 了 ， 所 以 f (b) - f (a) 就 是 该 和 式 的 值 ，[ 形 如 
Daal ED- £09) 的 和 式 常 被 称 为 到 缩 (telescoping), SATAN BAER, AY 
一 台 折 羞 的 望远镜 的 厚度 仅仅 由 最 外 面 的 镜 简 的 外 半径 和 最 里 面 的 镜 简 的 内 半径 来 决定 . ] 
但 是 法 则 (2.48) 仅 当 b a 时 才 适 用 ,如 果 < 4 会 怎样 呢 ? 好 的 ，( 2.47 ) 说 的 是 我 们 
必定 有 
E’ gsx = f(b)- f(a) 
--(f(a)- f(b)) - -M, g996x ， 
这 是 与 定 积 分 相对 应 的 方程 . 类似 的 论证 方法 可 以 证 明 > +>) =>, RSH 
É +E = 站 的 求 和 类 侯 ， 将 它 书写 完整 ， 即 对 所 有 整数 w b 和 < 有 
Y e(08x * M eG08x 2 > g(0D6x. (2.49) 
此 时 , 我 们 中 的 一 些 人 可 能 会 渐渐 想 知道 : 所 有 这 些 平行 和 类 似 的 结果 能 为 我 们 赢得 什 
L? 首先 , 确定 的 求 和 法 为 我 们 提供 了 一 种 计算 下 降 需 的 和 式 的 简单 方法 : 基本 法 则 ( 2.45 )、 
(2.47) 和 (2.48) 意味 着 一 般 性 法 则 


pV ninth 
= 三 , 整数 m,n 宇 0. (2.50) 
0<ken m+l| m+l 





























这 个 公式 容易 记 ， 因 为 它 非常 像 我 们 很 熟悉 的 公式 | x"dx 2 n" /(m+1). 
特别 地 ， 当 m=1 时 我 们 有 太 = 大， 所 以 借助 有 限 微 积分 的 原理 ， 我 们 很 容易 地 记 住 


>》 大 =% = n(n -1)/2. 
确定 和 式 的 方法 也 上 暗示 了 : 对 范围 0 三 k<n 求 和 常常 比 对 范围 1 三 三 n 求 和 更 简单 ， 前 者 
恰好 是 f(n) -了 (0) ， 而 后 者 则 必须 计算 成 f(n+D)-f0). 

通常 的 容 也 可 以 用 这 样 的 新 方法 来 求 和 有， 如 果 我 们 首先 用 下 降 究 将 它们 表示 出 来 . 














我 始终 认为 它 是 党 
缩 ， 因 为 它 从 一 个 很 
长 的 表达 式 收 缩 成 
一 个 很 短 的 表达 式 . 


现在 , 其 他 人 要 对 此 
疑惑 一 段 时 间 了 . 
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例如 ， 
Par +k, 
所 以 
P epo egi (n-243) -v(n-iJo-n. 
与 这 样 的 朋友 …… Mnt Bn 又 给 出 另 一 种 将 我 们 的 老 朋友 口 , = Y, k 计算 成 封闭 形式 的 方法 . 
天 哪 ， 这 大 容易 了 . 事实 上 , 这 比 在 前 一 节 里 斩获 这 一 公式 的 诸多 其 他 方法 中 的 任何 一 
种 都 更 容易 . 所 以 让 我 们 再 上 一 个 层次 ， 从 平方 到 立方 (cube): 简单 的 计算 表明 
k? =k? +3k? 4k. 
(AAR ES G8 OFFER, AEE AY WF TR LET.) 从 而 





























axk«b 


4 aj? 
£ ga"), 
4 2 |, 




















因此 , 下 降 需 对 和 式 来 说 很 好 . 但 是 它们 有 任何 其 他 起 补偿 作用 的 特性 吗 ?” 在 求 和 之 前 ， 
我 们 是 否 必须 要 将 友好 的 通常 的 震 转 化 为 下 降 需 , 然后 在 我 们 能 做 任何 其 他 事情 之 前 再 变换 
回来 呢 ? WA, 不， 常常 是 直接 处 理 阶 乘 需 ， 因 为 它们 有 其 他 性 质 . 例如 ， 恰 如 我 们 有 
(x yy =x +2xy+y 一 样 ， 事实 表明 也 有 (x+y) ax2t2x'y'+y?, RE, XE (ety) 5 
(x+y 疙 之 间 也 有 类 似 的 结果 成 立 .，( 这 个 “阶乘 二 项 式 定 理 ” 在 第 5 章 习 题 37 中 给 出 证 明 . ) 

到 目前 为 止 , 我 们 仅仅 考虑 了 非 负 指数 的 下 降 宕 . 为 了 将 这 个 与 通常 圭 类 似 的 对 象 推广 
到 负 指 数 的 情形 ， 我 们 需要 在 m< 0 时 给 出 x” 的 恰当 定义 ， 观 察 序列 

xX =x(x-1)(x-2), 


xi =x(x-l), 





















































Se, 
x =l, 
我 们 注意 到 , 用 x- 2 来 除 ， Maa; FARBE IRR, Maaa 最 后 再 用 x 来 
除 ， 从 得 到 x 看 起 来 ， 接 下 来 用 x+1 来 除 ， 从 双 得 到 世 是 合理 的 ， 这样 就 得 到 
x7 =1/(x+1). 继续 下 去 ， 前 面 几 个 负 指 数 的 下 降 需 是 












































To el 

PEE 
—(x*D(x42) ' 

P" 1 
*oUGDG 2043) 


对 于 负 指 数 的 下 降 需 的 一 般 定 义 是 
] 1 
(x+1)(x+2)---(x+m) ° 





=m 





m>0. (2.51 ) 
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( 也 能 对 实数 甚至 复数 m 来 定义 下 降 罕 ,但 是 我 们 将 此 事 推 迟到 第 5 章 . ) 
由 于 这 一 定义 ， 下 降 需 有 了 更 多 良好 的 性 质 . 最 重要 的 似乎 是 与 通常 寡 法 则 
arn = x" x" 
类 似 的 一 般 指 数 法 则 下降 需 的 指数 法 则 的 形式 是 
x" =x™(x-m)", mAn 是 整数 . 
PEN, xE 2x'(x-2y , WAN, FATA 


1 ol a4 
(x-Dx(x-1) x+l 






































xi = x7(x-2)3 = x(x-1) 





(2.52) 


如 果 我 们 选择 将 x= FE XO 1/ x , 而 不 是 1/ (x+1) , 那么 指数 法 则 (2.52) Æ m - 1H. n=1 
这 样 的 情形 就 不 成 立 ， 事实 上 ,通过 取 闫 = -n ,我 们 可 以 利用 (2.52) 来 确切 地 说 明 在 负 指 
数 的 情形 应 该 如 何 定义 下 降 需 . 当 一 个 原 有 的 记号 被 拓展 包含 更 多 的 情形 时 ,以 一 种 使 得 一 





般 性 法 则 继续 成 立 的 方式 来 表述 它 的 定义 ， 这 永远 是 最 佳 选择 . 








现在 让 我 们 来 确认 ， 对 我 们 新 近 定义 的 下 降 备 ， 关 键 性 的 差分 性 质 成 立 ， 当 m < 0 时 是 





RA Ax" = mx"? fij, We m=-2, K255i 
"T 1 1 
Gr) (x12) 

0 (G0)- (x43) 
(x D(x-* 2)(x +3) 


=-2x3. 


是 的 ， 它 成 立 ! 类 似 的 讨论 对 所 有 m < 0 也 适用 . 























这 样 一 来 ， 求 和 性 质 (2.50 ) 不 但 对 正 的 下 降 需 成 立 ， 对 负 的 下 降 寄 也 成 立 ， 


现 用 零 做 除数 的 情形 : 


























Y xx = a D: m#-l1. 
[Je m = -1 时 又 如 何 呢 ?回想 一 下 对 积分 的 情形 ， 当 六 = -1 时 我 们 有 
[xc dro nap. 
我 们 希望 nx 有 一 个 有 限 模拟 ， 换 句 话 说 ， 我 们 要 寻求 一 个 函数 /(x) ， 使 得 
== a) = fGD- f(). 


不 难看 出 ， 当 x 是 整数 时 ， 


1 1 1 
X) = 二 十 二 十 … 十 一 
f(x) 1s ~ 

















只 要 不 出 


O 正文 中 “其 至 复数 ”的 英语 表述 是 even complex， 作 者 在 这 里 利用 even 的 另 一 数学 含义 “偶数 ”故意 将 正文 














中 的 even complex 说 成 是 “ 偶 的 复数 ”以 制造 旋 谐 打趣 之 气氛 . 








法 则 有 它们 的 拥护 者 
FOULS. 


正好 是 0.577 吗 ? 或 
许 它 们 指 的 是 
1/V3 .然而 也 有 可 
能 并 非 如 此 . 
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就 是 这 样 一 个 函数 ， 而 这 个 量 恰好 就 是 (2.13 ) PASI A. PE 及 ,就 是 连续 的 Inx 的 
离散 模拟 .( 第 6 章 将 对 非 整 数 的 x 定义 甩 , ， 不 过 整数 值 对 于 现在 的 目的 来 说 已 经 足够 用 
T. 在 第 9 章 里 我 们 还 将 看 到 , 对 于 很 大 的 x , A, — In x 的 值 近似 等 于 0.577+1/(2x). 从 而 已， 
与 nx 不仅 类 似 ， 它 们 的 值 也 通常 相差 小 于 1. ) 

现在 我 们 能 对 下 降 知 的 和 式 给 出 完整 的 描述 了 : 




















b 


M 
; tai E 
Y xtóx- 4m +1 |, (2.53) 
H, m=-l. 








这 个 公式 指出 了 , 为 什么 在 快速 排序 这 样 的 离散 问题 的 解 中 常会 冒 出 调和 数 , 这 恰 如 在 连续 
性 问题 的 解 中 自然 会 出 现 所 谓 的 自然 对 数 一 样 . 
既然 我 们 找到 了 Inx 的 一 个 类 似 物 , 我 们 也 来 研究 下 是 否 有 一 个 e* 的 类 似 物 存在 . 什么 
样 的 函数 f(x) 有 与 恒等式 De* = e 对 应 的 性 质 Af(x) = f(x) ? 这 很 容易 : 
fox*D-fQ)2f(x) e f(x+l)=2f(x), 
所 以 我 们 是 在 处 理 一 个 简单 的 递归 式 ， 可 以 取 f x) = 27 作为 离散 指数 函数 . 
c* 的 差分 也 相当 简单 ， 即 对 任意 的 c 有 
A(c') 2c"! -ce”=(c-l)e”. 
Aun, WR c #1, ct 的 道 差分 是 c*/(c-1). 这 一 事实 与 基本 法 则 (2.47 ) WR (2.48) 合 
起 来 ， 就 给 出 了 理解 几何 级 数 和 的 一 般 公 式 的 满意 方法 : 

















b 


x b a 
k ba C C —C 
2 uer UR = ， 


aX<k<b c-l " 


每 当 遇 到 一 个 可 能 用 作 封闭 形式 的 函数 /， 我 们 就 能 计算 出 它 的 差分 A/ = g ， 然 后 就 
有 一 个 函数 g ， 它 的 不 定 和 式 > e()óx 是 已 知 的 . 表 2-1 是 对 求 和 有 用 的 差分 与 逆差 分 对 的 
表 的 开始 部 分 . 














表 2-1 差分 是 什么 
广 2 8 Af =g 大 2 8 Ar=g 
mo-1 0 2 x 
x=x 1 c (c) c 
=x (x-1) 2x el (c-l) c 
xt mt cu cAu 
xt ( m1) yt uty Au+Av 
H. x=™=1/ (x+1) uv uAv+EvAu 





尽管 在 连续 数学 和 离散 数学 之 间 有 这 些 对 应 的 结果 , 但 是 某 些 连续 概念 并 没有 离散 的 相 
似 概念 . 例如 , 无 限 微 积分 的 链 式 法 则 是 对 函数 的 函数 求 导数 的 方便 法 则 , 但 是 有 限 微 积 4 
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没有 对 应 的 链 式 法 则 ， 因 为 A(gGoD)) 没 有 很 好 的 形式 . BRT RD ct x 替换 x 这样 的 情形 之 
外 ， 离 散 的 变量 变换 很 难 . 
然而 , A (x) g(x) 的 确 有 比较 好 的 形式 , 而 且 提 供 了 一 个 分 部 求 和 ( summation by parts ) 
的 法 则 , 它 是 无 限 微 积分 中 称 为 分 部 积分 法 则 的 一 个 有 限 相 似 结果 . 我 们 回顾 一 下 无 限 微 积 
分 中 的 公式 
D(uv) = uDv + vDu 
在 积分 并 重新 排列 各 项 的 次 序 之 后 ， 它 引导 出 分 部 积分 法 
fp =2VY 一 [vbu a 
我 们 可 以 在 有 限 微 积分 中 做 类 似 的 事情 . 
我 们 先 将 差分 算 子 运用 到 两 个 函数 u(x) 和 v(x) 的 乘积 : 
A (u(x)v(x)) - u(x-tl)yv(x-1)-u(x)v(x) 
-z u(x-l)yv(x 1) -u(x)v(x 1) 
t+u(x)v(x + 1) -u(x)v(x) 
=u(x)Av(x)+ v(x + DAu(x). (2.54) 
这 个 公式 可 以 利用 由 
Ef(x) = f(x +l) 
所 定义 的 移 位 算 子 ( shift operator) EE 表示 成 方便 的 形式 ， 用 Ev(x) 替换 (x+D 就 得 到 乘积 
的 差分 的 一 个 紧凑 法 则 : 
A(uv) = uAv + EvAu (2.55 ) 
CEA AIL, 但 是 它 使 得 这 个 方程 变 得 正确 . ) 在 这 个 方程 的 两 边 取 不 定 和 ， 并 重新 排 
列 它 的 项 ， 就 得 到 广 为 宣 扬 的 分 部 求 和 法 则 : 
J uAv=uv-}_ EvAu (2.56) 
如 同 对 于 无 限 微 积分 那样 ， 可 以 在 所 有 三 项 上 加 上 界限 ， 从 而 使 得 不 定 和 式 变 成 确定 和 式 . 
当 左 边 的 和 式 比 右边 的 和 式 更 难以 处 理 时 ,这 个 法 则 是 有 用 的 . 我 们 来 看 一 个 例子 . PR 
数 [sed 是 分 部 积分 的 一 个 典型 例子 ， 它 的 离散 模拟 是 > x27óx ， 我 们 在 这 一 章 前 面 以 
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Y, AP 形式 遇 到 过 它 . 为 了 用 分 部 求 和 , RIS u(x) = x AR Av(x) = 2" , M Au(x) =1, 
v(x) =2*, H Ev) 227. ARA (2.56 ) 就 给 出 
Dx x = x2 - V2" 8x = x2* -27 € C. 
加 上 界限 ， 我 们 可 以 用 此 式 来 计算 以 前 做 过 的 和 式 : 
Ear parsa 


n+l 
0 








= x2? ES 2x 





= ((1+1)2"" -27*?)-(0x2? -2) = (n-12"* +2 . 


无 限 微 积分 在 此 是 
通过 令 1 一 0 避 开 
TE: 


我 猿 ， 对 于 x 的 很 小 
AA e = 2”. 


数学 的 终极 目标 是 
不 需要 聪明 的 想法 . 


这 是 略 施 


巧 计 ? 
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用 这 个 方法 比 用 扰动 法 更 容易 求 出 这 个 和 ， 因 为 我 们 不 需要 思考 . 

在 这 一 章 前 面 ， 我 们 碰巧 发 现 了 V A, 的 一 个 公式 ， 算 我 们 有 运气 . 但是， 如 果 我 
们 知道 分 部 求 和 ， 那 么 就 能 遵循 规则 发 现 公 式 ( 2.36 ) 我 们 通过 解决 一 个 看 起 来 更 加 困难 
的 和 式 > o KH, 来 证 实 这 个 结论 .如 果 我 们 用 [xin xdx 的 模拟 来 引导 ， 它 的 解 就 不 困难 
T: WR u(x)-H,, Av(x)=x=x', AifiAu(x) 2x, v(x) =x2/2, Ev(x) =(x4+1)?/2, 
这 样 我 们 就 有 

















2 
$H, Ox = <n, ye ox 


2 1 
=—H,-—) x'6x 
2. z% 
2 2 
=~ ,-% +C 
2 4 


( 从 第 一 行 到 第 二 行 的 过 程 中 ， 我 们 对 m= -1 Al n = 2 AIFF BOE (2.52 0 HA BE 
(x+])*x= 组 合 起 来 . ) 现在 可 以 添加 界限 并 得 到 结论 


= Y= e. 4] (2.57) 





Oxk«n 
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在 这 一 章 开 始 定 义 记号 时 ,我 们 对 无 限 和 问题 略 施 巧 计 , 说 本 质 上 “要 等 到 以 后 . 而 
现在 ， 我 们 可 以 假定 遇 到 的 所 有 和 式 都 具有 有 限 多 个 非 零 的 项 但是， 考虑 的 时 刻 最 终 还 
是 来 了 ,我 们 必须 面 对 和 式 可 能 是 无 限 的 这 样 一 个 事实 . 而 实际 情况 则 是 , 无 限 和 式 既 带 来 
了 好 消息 ， 也 带 来 了 坏 消息 . 

首先 是 坏 消息 : 事实 已 经 表明 ， 当 涉及 无 限 和 式 的 时 候 ， 处 理 王 时 所 用 的 方法 并 不 总 是 
ARS. 接 下 来 则 是 好 消息 : 存在 一 大 类 容易 理解 的 无 限 和 式 , 我 们 对 它们 做 过 的 所 有 运算 
都 是 完全 合法 的 . 在 我 们 更 密切 审视 求 和 的 基本 意义 之 后 , 这 两 个 消息 背后 所 隐藏 的 理由 将 
会 变 得 清晰 起 来 . 

每 个 人 都 知道 有 限 和 式 指 的 是 什么 : 一 项 一 项 相 加 ， 直 到 把 它们 全 都 加 在 一 起 .无 限 和 
式 需 要 更 加 仔细 地 定义 ， 以 免 陷 入 蕊 刻 的 境地 . 

例如 ,很 自然 可 以 这 样 定义 ， 从 而 使 得 无 限 和 式 

1 1 1 1 1 


S=l+—+-+-+ Te 
2 4 8 16 32 


等 于 2， 因 为 如 果 将 它 加 倍 就 得 到 
Te te E 
2 4 8 16 
另 一 方面 ， 同 样 的 推理 提示 我 们 应 该 定义 


T =14+24+4+8+4164+32+--- 
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是 -1 ， 因 为 如 果 对 它 加 倍 就 得 到 
2T =24+44+8+4164+32+64+4--- 


真是 滑稽 ， 正 的 数值 加 起 来 怎么 会 得 到 一 
该 说 成 了 = < ， 因 为 了 中 相 加 的 项 会 大 于 任何 指定 
另 一 个 解 ， 也 “解决 ”了 方程 298=2+S. ) 

我 们 尝试 对 一 般 和 式 > a, 的 值 构想 一 个 好 的 定义 ， 其 中 天 可 以 是 无 限 的 . 首先 , 让 
我 们 假设 所 有 的 项 a, 都 是 非 负 的 ( nonnegative )， 这 样 就 不 难 找到 一 个 合适 的 定义 : 如 果 有 
一 个 常数 4 为 界 ， 使 得 对 所 有 有 限 〈finite ) TÆ F c KG 


Ya <A, 


JA TUE La, 是 最 小 的 这 样 的 4.( 它 由 实数 众所周知 的 性 质 得 出 :所 有 这 样 的 4 
总 包含 一 个 最 小 的 元 素 . ) 如 果 没 有 常数 4 为 界 , 我 们 就 说 > ， 这 就 意味 着 ,对 任 
何 实数 4 ， 都 有 有 限 多 项 a 组 成 的 一 个 集合 ， 它 的 和 超过 A 

我 们 已 经 详细 阐述 了 上 一 段 中 的 定义 ， 它 与 指标 集 天 中 可 和 存在 的 任何 次 序 无 关 .， 这 
样 一 来 , 我 们 打算 要 讨论 适用 于 带 有 多 个 指标 石 ,已 … 的 多 重 和 式 , 而 不 仅仅 是 指标 集 为 ( 单 
一 ) 整数 集合 的 和 式 . 

在 K 是 非 负 整数 集合 的 特殊 情形 下 ， 我 们 对 于 非 负 项 a, 的 定义 就 意 

2,5 - - lim? a, ; 
理由 是 : 实数 的 任何 一 个 非 减 序列 都 有 极限 〈 可 能 是 = ) WRR A, UR F AE 
一 个 非 负 整数 的 有 限 集合 , 其 元 素 全 都 入” , RRAS a, Y ua SA, 因此 4=% 

或 者 4 是 一 个 有 界 常数 又 如 果 4 是 任何 一 个 小 于 所 述 极 限 4 的 数 ， 那 么 就 存在 一 个 ， 


=T-1. 


个 负数 呢 ? 看 来 最 好 不 对 了 加 以 定义 ,或 者 似乎 应 
的 有 限 数 .( 注意 ，~% 是 方程 27 =7-1 的 
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味 着 























使 得 站 "a, >A, BARE F {0,1,4 n) EN 水 不 是 有 界 常数 
按照 刚刚 给 出 的 定义 ， 我 们 可 以 很 容易 地 计算 某 种 无 限 和 式 的 值 . 例 如， 如 果 w = x" 
我 们 就 有 
sy 1l/(1-x), 0Sx<1; 
a p e ]1-x 已 xzl. 
特别 地 ， 刚 刚 考虑 过 的 无 限 和 38 和 7 分别 取 值 2 和 ， 恰 如 我 们 所 猜测 的 . 另 一 个 有 趣 的 例 
子 是 


D DES TESTES zn 


k20 





的 确 : 在 字 的 大 小 是 
无 限 的 二 进 制 计算 机 
上 ，1+2+4+8+… 
是 数 一 ] 的 “无 限 精 
Hh" Xm. 


ROK 甚至 可 以 是 
不 可 数 的 . 但 是 ， 如 
果 存 在 一 个 常数 A 
AR, 则 仅 有 可 数 多 
SURE, 因为 至 多 
有 n4 项 宇 1/n. 


”和 A a-ata 
-—ata-at- 时 而 
=a, Hm=0, T 
是 此 无 穷 级 数 继续 
下 去 ,可 以 猜测 其 和 
=al2, 我 必须 承认 
你 的 观察 力 敏 锐 而 
YEA.” 

一 一 G. Grandi 631 
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现在 ,我 们 考虑 和 式 中 既 可 能 有 非 负 项 又 可 能 有 人 负 项 的 情形 . 例如 ， 


Y (Ay =1-1+1-1+1-1+… 


的 值 应 该 是 什么 呢 ? 如 果 将 它 成 对 分 组 ， 我 们 得 到 
(1-—D+(-D+( -D+.…=0+0+0+.…,， 

所 以 这 个 和 为 零 . 但是， 如 果 延 迟 一 项 再 成 对 分 组 ， 我 们 得 到 
1-(0-10--0D--10-:-.21-0-0-0---, 




















这 个 和 是 1. 
我 们 或 许 也 可 以 尝试 在 公式 x! =11(- 习 中 令 z= -1 ,因为 我 们 已 经 证 明了 这 个 公 
式 当 0 三 x<1 时 成 立 , 但 这 样 就 迫使 我 们 得 出 结论 ; 这 个 无 限 和 是 | 尽管 它 是 由 整数 组 成 


的 和 式 ! 
另 一 个 有 趣 的 例子 是 双向 无 限 的 > a ， 其 中 当 丰 六 0 时 ww =1/(k+1) ， 而 当 上 <0 时 
a, -l/(k-1). 我们 可 以 把 它 写成 


oU (eine (2.58 ) 
4 3 2 2.3.4 


如 果 我 们 从 位 于 “中 心 ”的 元 素 开始 往外 计算 这 个 和 式 ， 


efb hoi) ; 
4 3 2 2) 3] 4 


就 得 到 它 的 值 为 1; 如 果 我 们 将 所 有 的 括号 都 向 左 移 一 步 ， 


er 


同样 得 到 值 1， 因 为 在 最 内 层 的 个 括号 中 ， 所 有 数 之 和 是 















































类 似 的 讨论 表明 ， 如 果 将 这 些 括号 向 左 或 者 向 右 任意 移动 固定 步 ， 它 的 值 都 是 1， 这 使 我 们 
有 勇气 相信 这 个 和 式 的 确 是 1， 另 一 方面 ， 如 果 我 们 以 下 述 方式 对 项 分 组 


1 1 1 | 1 1) 1 1 
set] -— 4+] 三 三 书 | -—+14+—]4+—+—|+-—4+-—]+--, 
| 4 | 3 2 2) 3 4) 5 6 


那么 从 内 往外 的 第 n 对 括号 包含 数 








a ee ee 


ntl n 2 2 2n-1 2n alli os 
EPRE, RAPHE lim, (A, -已 ,,)=in2 ， 于 是 这 一 组 合 方式 表明 ， 这 个 双向 无 限 
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和 式 实 际 上 应 该 等 于 1+ln 2 . 

按照 不 同方 式 对 其 项 相 加 而 得 出 不 同 值 的 和 式 ， 有 某 些 不 同 寻常 之 处 .关于 分 析 学 的 高 
等 教材 中 有 五 花 八 门 的 定义 ,它们 对 这 样 自 相 矛 盾 的 和 式 赋予 了 有 意义 的 值 , 但 是 ,如果 我 
们 采用 那些 定义 ， 就 不 能 像 一 直 在 做 的 那样 自由 地 对 记号 己 进 行 操 作 ， 就 本 书 的 目的 而 言 ， 
不 需要 “条 件 收敛 ”这 种 精巧 的 改进 ， 因 此 我 们 会 坚持 使 用 无 限 和 的 一 种 定义 ， 以 保证 在 这 
一 章 里 所 做 的 所 有 运算 都 是 正确 的 . 

事实 上 ， 我 们 关于 无 限 和 式 的 定义 相当 简单 . 设 K 是 任意 一 个 集合 ， 而 a 是 对 每 一 个 
ke KK 定义 的 实 值 项 (这 里 “Kk” 实际 上 可 以 代表 若干 个 指标 ,hk,,… ， 因 而 K 可 以 是 多 维 
的 ) 任何 实数 x 都 可 以 写成 其 正 的 部 分 减 去 负 的 部 分 


x-x'-x ， 其 中 x* =xx[x>0], x =-xx[x <0]. 






























































(或 者 =0 ,或 者 x =0, MAA Er. ) 我 们 已 经 说 明了 怎样 来 定义 无 限 和 式 Y^. ca; 
和 >》 a, WE, BI a; 和 ai 都 是 非 负 的 .这 样 一 来 ， 我 们 的 一 般 性 定义 是 
Da = a- Dar, (2.59) 
除非 右边 的 两 个 和 式 都 等 于 = ， 在 后 面 这 种 情形 ， 我 们 不 定义 》 ， ,au . 
设 4 =) a, A=) an WRAL A AEA RAY, MMR a, 绝 
对 收敛 ( converge absolutely ) 于 值 4= A* — A^ . WER A* = eo Tfi A 是 有 限 的 ,就 说 和 式 per 
发 散 (diverge) T too. 类似 地 ， WIR A =o df AAR, BBL a, 发 散 于 -eo， 如 





果 4 = A = ， 结 果 还 很 难说 . 

我 们 从 对 非 负 项 所 做 的 定义 开始 ， 然 后 再 将 它 推广 到 实 值 的 项 ， 如 果 项 mw 是 复数 ， 我 
们 可 以 再 次 用 显然 的 方式 将 定义 推广 : 和 式 a, EMD, Ra, +i Sa, ， 其 中 
Ra, Al Sa, Ji a, 的 实 部 和 虚 部 一 一 这 两 个 和 式 都 有 定义 反之， 没有 定义 〈 见 习题 18 ). 

如 前 所 述 , 坏 消 息 是 某 些 无 限 和 式 必 须 不 予定 义 ， 因 为 我 们 所 做 的 操作 在 所 有 这 样 的 情 
形 中 都 可 能 产生 矛盾 ( 见习 题 34 ) 好 消息 是 ， 只 要 我 们 处 理 的 是 刚才 所 定义 的 绝对 收敛 的 
和 式 ， 这 一 章 里 的 所 有 操作 都 完全 成 立 . 

通过 证 明 每 一 个 变换 法 则 都 保持 所 有 绝对 收敛 的 和 式 之 值 不 变 ， 我 们 可 以 验证 好 消 
E. 说 得 更 具体 一 些 ,这 就 意味 着 我 们 必须 证 明 分 配 律 、 结 合 律 以 及 交换 律 ， 加 上 首先 对 某 
一 个 指标 变量 求 和 的 法 则 ， 还 要 证 明 由 这 四 种 和 式 的 基本 运算 所 推导 出 来 的 每 一 个 结论 . 

分 配 律 (2.15) 可 以 更 加 精确 地 表述 为 : 如果》 a, 绝对 收敛 于 4 ， 且 是 任意 一 个 
SL, WAY _ ca, 绝对 收敛 于 c4. 我 们 可 以 像 上 面 那样 ， 将 和 式 分 成 实 部 和 虚 部 ， 正 的 
部 分 和 负 的 部 分 ， 再 通过 证 明 c> 0 且 每 一 项 a, 都 是 非 负 的 这 一 特殊 情形 来 证 明 此 结论 ， 这 
一 特殊 情形 的 证 明 得 以 成 功 , 是 因为 对 所 有 有 限 集合 已 都 有 > ca, = 0», ai. 后 面 这 一 
事实 可 以 通过 对 忆 的 大 小 用 归纳 法 得 出 . 

结合 律 (2.16) 可 以 陈述 为 : WRI a, 和 > Lb, 分 别 绝 对 收敛 于 4 和 B ， 那么 
> (ar+b) 绝 对 收敛 于 4+B. 事实 上 ,这 是 我 们 很 快 就 要 证 明 的 更 加 一 般 的 定理 的 一 个 
特例 . 
































































































































换 句 话说 ， 绝 对 收 全 
就 意味 着 绝对 值 的 和 
式 收敛. 


在 你 第 一 次 看 到 这 
儿 时 ， 最 好 是 先 略 过 
这 一 页 . 


友好 的 助教 





所 以 为 什么 我 后 来 
会 一 直 听 到 许多 有 
关 “ 调 和 收 化 ”之 类 
的 说 法 ? 
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交换 律 (2.17) 实际 上 并 不 需要 证 明 ， 因 为 我 们 在 紧 随 (2.35 ) 的 讨论 中 就 已 经 指出 ， 
如 何 将 它 作 为 交换 求 和 次 序 的 一 般 法 则 的 一 个 特例 推导 出 来 . 

我 们 需要 证 明 的 主要 结果 是 多 重 和 式 的 基本 原理 : 经 过 两 个 或 者 多 个 指标 集 的 绝对 收敛 
的 和 式 永远 可 以 对 这 些 指标 中 的 任何 一 个 首先 求 和 . 我 们 将 来 会 正式 地 证 明 : 如 果 J 是 任意 
的 指标 集 ， XR, je J} 的 元 素 是 任意 的 指标 集 ， 使 得 

》 ait OF A, 


keK 









































那么 对 每 一 个 Js J 都 存在 复数 A, ， 使 得 
> a 绝对 收敛 于 4,， 上 且 
keK; 





Ya, 绝对 收敛 于 A 


只 要 在 所 有 的 项 都 为 非 负 时 证 明 这 一 结论 就 够 了 , 因为 我 们 可 以 如 前 一 样 , 把 每 一 项 分 解 成 
实 部 和 虚 部 ， 正 的 部 分 和 负 的 部 分 来 证 明 一 般 的 情形 于是， 我 们 假设 对 所 有 的 指标 对 
(eM 都 有 ax 20, HPM 是 主 指标 集 {(j,AD)|je J.ke K;) 


EY L0), 是 有 限 的 ， 即 对 所 有 有 限 子 集 F cM 有 









































4, «A, 
Ger 
而 4 是 这 样 的 最 小 上 界 . 如 果 j 是 J 的 任意 一 个 元 素 ， 形 如 六 a, , 的 每 一 个 和 都 以 4 为 








上 界 , 其 中 已 是 天 的 一 个 有 限 子 集 ， 从 而 这 些 有 限 和 式 有 一 个 最 小 的 上 界 4 20, ERE 
定义 有 Le aj, 7 4j. 

我 们 仍然 需要 证 明 : 对 所 有 有 限 子 集 GEJ ，4 是 六 .4 的 最 小 上 界 .假设 G 是 /的 
WED. A, = 水 > 4 的 有 限 子 集 ， 我 们 可 以 求 出 一 个 有 限 子 集 F, CK, ， 使 得 对 每 个 满足 
4,2018 jeG WA », La, 2 (414)4,.. 至少 奉 在 一 个 这 样 的 也 - 但 是 此 时 有 
Y usta? A1 4X,,4-74, I SIWESSCER USC TE FCM 有 
Umer tik 三 4. 从 而 对 所 有 有 限 子 集 Gc J 都 有 >》 LA S A. 

Ba, WA 是 小 于 4 的 任何 一 个 实数 . 如 果 我 们 能 找到 一 个 有 限 集合 Gc J ， 使 得 
È .4 > A ， 证明 就 完成 了 ， 我 们 知道 存在 一 个 有 限 集合 Fc M ,使 得 >， sf 
设 G 是 这 个 已 中 那些 了 组 成 的 集合 ， 又 设 书 = 会 

-— > pp aj — perce >A’. WHEE. 

好 的 , 现在 合法 了 ! 我 们 对 无 限 和 式 所 做 的 一 切 都 得 到 了 证 实 ， 只 要 它 的 项 的 绝对 值 组 
成 的 所 有 有 限 和 式 都 有 一 个 有 限 的 界 . 由 于 双向 无 限 和 式 (2.58 ) 在 我 们 用 两 种 不 同 的 方法 
计算 时 给 出 两 个 不 同 的 答案 ， Trl EIU e e FE BEI o ; 否则 ， 不 论 我 们 如 


何 对 它 的 项 进行 分 组 都 会 得 到 同一 个 答案 . 























Ger Ok 


GEF}, IK A A 
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1 daB Ya 的 含义 是 什么 ? 
2 化 简 表达 式 xx([x » 0]- [x « 0]) ; 
3 ”将 和 式 


2 4 与 a, 


OSkSS Oxk? <5 
完全 写 开 以 证 实 你 对 记号 王 的 理解 (注意 ， 第 二 个 和 式 有 一 点 环 手 ) . 
4 ”将 三 重 和 式 








a 


ZR MET ESM AM ( 用 三 个 > ) . 
a "pk, Bou 7 ， 再 对 i 求 和 . 
b HXi, EXT j, X k 求 和 . 
另外 ， 还 要 不 用 记号 也 完全 写 出 这 个 三 
5 下面 的 推导 何 处 有 错 ? 
作为 Fn BOE, No [I jm kx n] HET AT 
BVfG)- fe)-f(-n. Va") BHA? 
当 六 是 给 定 的 整数 时 ，02 的 值 是 什么 ? 
对 于 上 升 阶乘 宕 ， 与 (2.52 ) 类 似 的 指数 法 则 是 什么 ?用 它 来 定义 x™. 
10 正文 对 乘积 的 差分 导出 了 如 下 的 公式 : 
A(uv) 2 uAv + EvAu . 
EMAWEF u Flv 对 称 ， 但 其 右边 不 对 称 ， 这 个 公式 怎么 可 能 是 正确 的 呢 ? 


ijk 















































limi 












































o on Oo 





基础 题 


11 分 部 求 和 的 一 般 法 则 (2.56 ) 等 价 于 
> (ar 一 和 JP = a,b, - aobo 一 > au 7b). nO. 


利用 分 配 律 、 结 合 律 和 交换 律 直接 证 明 这 个 公式 . 

12 WEH: 只 要 < 是 一 个 整数 ， 函 数 p(k) =k+(-D*c 就 是 所 有 整数 的 一 个 排列 . 
13 ”利用 成 套 方法 求 DY) De? 的 封闭 形式 . 

14 将 > k2' 重新 改写 成 多 重 和 式 > _ 


SjSkSn 


3 




















2' 的 形式 来 对 它 进行 计算 . 














© 在 英语 里 ,“ 寡 ”和 “权力 ”是 同一 个 单词 power. 














EE 和 式 ， 用 括号 来 表示 哪些 项 应 该 首先 相 加 . 


让 位 给 上 升 的 权力 . 7 


证 明 一 位 逝去 175 年 
的 先 人 的 恒等式 是 很 
困难 的 . 


这 个 记号 是 雅 可 比 
在 1829 年 引入 的 [31. 
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15 用 正文 中 的 方法 5 来 计算 C= 7 P6: Awie, + 口 , = ae. jk ， 然 后 应 用 (2.33 ) . 

16 iuEB]x*/(x-n)-2x*/(x—-my , BRIER PA MEW. 

17 证 明 ， 对 于 所 有 的 整数 m ， 下 面 的 公式 可 以 用 来 在 上 升 阶乘 适 与 下 降 阶 乘客 之 间 进 行 转换 : 

x" = (-1)"(-x)" = (x cm - 1? =1/ (x-1) ; 
x* 2 (-1)"(-x)" 2 (x -m1)" 21/1)". 
( 习题 9 的 答案 给 出 了 x” 的 定义 ， ) 

18 Re 和 Sz 是 复数 z 的 实 部 和 虚 部 ， 其 绝对 值 |z| 是 VGiz)*+(3z)* ， 当 实 值 的 和 式 Ra, 和 
ic Sa, 两 者 都 绝对 收敛 时 , 就 说 复数 项 a, 组 成 的 和 式 > a, 绝对 收敛 . 证 明 : > ca, 绝对 
收敛 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 有 界 常 数 妨 ， 使 得 对 所 有 的 有 限 子 集 FcK , MAD olal SB. 

作业 题 

19 利用 求 和 因子 来 求解 递归 式 

T=5; 
2T, =nT,,+3xn!, n>0. 

20 ”试用 扰动 法 计算 > KH, ， 不 过 改 为 推导 出 > OH, 的 值 . 

21 假设 n 宇 0 ， 用 扰动 法 计算 和 式 5, = 97 (py. =>" (CD'"*&UURU, 2, (Dk. 

22 (不 用 归纳 法 ) 证 明 拉 格 朗 日 恒等式 : 

Y, (ab-ab) = pp 
事实 上 ， 可 证 明 一 个 关于 更 一 般 的 二 重 和 式 
Y, (ab, -4,b,(A,B, - AB,) 
的 恒等式 . 
23 用 两 种 方法 计算 和 式 > _ 2k+D/K(KE+D: 
a 用 部 分 分 式 1/k-1/ (k D 替换 1/ K(k 1. 
b 分 部 求 和 法 . 

24 X a He I 8D +2) FFB? 
提示 : 将 (2.57) 的 推导 加 以 推广 . 

25 w5 [| a 表示 对 所 有 ke K Ba, 的 乘积 . 为 简单 起 见 , 假设 仅仅 对 有 限 多 个 有 a #1, 因此 
不 必定 义 无 穷 乘积 ， 记 号 I 满足 的 法 则 中 ， 有 哪些 与 对 互 成 立 的 分 配 律 、 结 合 律 以 及 交换 律 相 
类 似 ? 

26 通过 处 理 记号 II ， 用 单 重 乘积 | ，,w 表示 出 二 重 乘积 忆 = aa, 《本 习题 给 出 一 个 与 























上 三 角形 恒等式 (2.33 ) 相似 的 乘积 结果 . ) 
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54 — $23 和 式 











27 计算 A(c5 ， 并 用 它 来 推导 出 2 CDE /大 的 值 . 
28 下 面 的 推导 在 何 处 步 人 歧途 ? 






































1 k k-1 
1 = = 
2D (4 k 
-YXX|5U-6u-Zp--u 
kzi jm J k 
=Z X| tu =r+]-4j=+-1] 
jelkei\ J k 
-XX|p-;-]-Zp- 7+1 
jeikei\ J k 





J -1 
= =] 
4] Gen 


ll 
- 
V 
yo NI 
~ 
d 
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考试 题 


29 计算 和 式 》 (~-D'k/(4k? -n. 

30” 玩 Cribbage 纸 牌 游戏 的 人 早 就 知道 15=7 + 8=4 + 5+ 6=1 +2+3+4+5. 求 出 将 1050 表 示 成 相连 的 
正 整数 之 和 的 方法 数 . (将 它 自身 的 表示 “1050” 算 作 是 一 种 方法 ， 于 是 ,将 15 表 示 成 相连 的 正 
整数 之 和 就 有 四 种 而 不 是 三 种 方法 .附带 指出 ， 了 解 Cribbage 纸 牌 游戏 的 规则 对 这 个 问题 没有 帮 
By.) 

31 和 歼 曙 zeta 函数 C(k) 定义 为 无 限 和 式 






































HEAD (5(D-DJ=1， Y, (£QI)-1) 的 值 是 什么 ? 
32 Sa~+b=max(0,a—b). 证 明 ， 对 所 有 实数 x 三 0 有 
Yi min(k,x=k)= > (x=(2k+D) ， 


并 用 封闭 形式 计算 这 些 和 | 
附加 题 


33 WA a, 表示 诸 数 a 中 最 小 者 (或 者 它们 的 最 大 下 界 ， WR K 是 无 限 的 ) , 假设 每 一 个 w 或 者 
是 实数 ,或 者 是 to. 对 记号 人 成 立 的 法 则 中 ,有 哪些 与 对 > 以 及 I 有 效 的 法 则 类 似 ( 见习 题 25 )? 

34 证 明 : 如 果 和 式 ee 按照 (2.59 ) 未 予定 义 , 那么 在 下 述 意义 下 它 是 极 不 寻常 的 : MER AA AT 
是 任意 给 定 的 实数 ， 有 可 能 找到 一 个 由 K 的 有 限 子 集 的 序列 Ch Ch Cc.… ,使 得 当 n 为 奇数 
时 ， Ya <A; Mon 为 偶数 时 ， 2 d, Sf. 


keF, keF, 















































35 证 明 哥 德 巴赫 定理 : 
Seo ee ee —À 1 
3 7 8 15 24 26 31 35 fepk-1 
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丛林 法 则 





习题 55 
绝对 的 权力 绝对 会 其 中 己 是 如 下 用 递归 方式 定义 的 完全 寡 ( perfect power ) 组 成 的 集合 : 
导致 腐败 . " P={m"|m>2,n>2,me P}. 








36 所 罗 门 ， 哥 隆 的 “ 自 描述 序列 ” (£0),£2).£ Ge) 是 具有 以 下 性 质 的 仅 有 的 非 减 正 整 数 序列 ， 
对 每 一 个 上 ,在 其 中 恰好 出 现 AD 次 ， 稍 加 思考 就 会 揭示 此 序列 必定 以 如 下 形式 开始 : 








n [123456780910 1 12 
Sfo) [1223344455 5 6 
设 g(n) 是 满足 f(m) =n 的 最 大 整数 m .证 明 
a g(n)= 2 f(k). 
b g(g(n))= > AQ). 


C g(g(g(n))) = ngo (80) +1) 73770 (200 +1) . 








研究 题 


37 XFFPkZ1, MAW RR (k+) 的 长 方形 能 否 填 满 一 个 1 乘 1 的 正方 形 ? ( 记 住 它们 的 面积 之 和 
AB. ) 





Ble Lol 





























英语 里 “ 需 ” 和 “权力 ”用 的 是 同一 个 单词 power， 因 而 perfect power 恰 有 双重 含义 ， 它 可 以 译 为 数学 中 的 
“完全 宕 ”, 亦 可 翻译 为 政治 学 中 的 "绝对 权力 ”. 在 西方 政治 学 中 有 一 句 著名 的 格言 :“Absolute power corrupts 
absolutely.” 这 里 的 涂鸦 Perfect power corrupts perfectly 系 模仿 这 一 名 言 而 来 . 
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3S BER E 
INTEGER FUNCTIONS 





整数 是 离散 数学 的 支柱 , 我 们 常常 需要 将 分 数 或 者 任意 的 实数 转换 到 整数 . 这 一 章 的 目 
的 就 是 熟悉 并 熟练 掌握 这 样 的 转换 ， 了 解 它 们 的 某 些 惊人 的 性 质 





3.1 底 和 项 FLOORS AND CEILINGS 


我 们 首先 来 讨论 底 (floor， 最 大 整数 ) 函数 和 项 (ceiling， 最 小 整数 ) 函数 ， 对 所 有 实 
数 x ， 其 定义 如 下 : 
|x|= 小 于 或 等 于 x 的 最 大 整数 ; 
[= 大 于 或 等 于 x 的 最 小 整数 . 
艾 弗 森 早 在 20 世 纪 60 年 代 02 下 就 引入 了 这 个 记号 , 同时 引入 了 名 称 “ 底 ”和 “ 顶 ”. 他 发 
现 ， 排 字 工 人 可 以 通过 刊 去 “[” 和 “]” 的 顶部 和 底部 来 处 理 这 个 符号 ， 他 的 记号 完全 流行 
开 来 ， 现 在 的 底 括号 和 顶 括 号 可 以 用 在 专业 论文 中 ,并 且 无 需 再 解释 其 意义 ， 直 到 最 近 ， 人 
们 还 是 经 常 书写 “[x] ”来 表示 三 x 的 最 大 整数 ,而 对 于 最 小 整数 函数 则 没有 好 的 等 价 符号 . 有 
一 些 作者 甚至 尝试 过 使 用 “]x[”， 可 以 预见 这 不 太 可 能 成 功 
除了 记号 的 变化 ， 函 数 本 身 也 有 变化 ， 例 如 ， 某 种 袖珍 计算 右 有 一 个 INT 函 数 ， 当 x 是 
正 数 时 定义 为 |x| ， 而 当 x 是 负数 时 定义 为 [x]， 这 些 计算 器 的 设计 者 大 概 是 希望 INT 函 数 
能 满足 恒等式 INT(-x) 2-INT(x). 但 是 ,我 们 还 是 用 底 函 数 和 顶 函 数 ， 因 为 它们 有 更 好 的 
性 质 . 
BEG EG PRA PRA, 最 好 是 了 解 它们 的 图 形 ， 其 图 形 在 直线 f (x) = x 的 上 方 和 下 方 
形成 阶梯 } 状 的 模式 . 例如， 我 们 从 图 中 看 到 
|e|=2 | -e |=-3 ; 
[e]=3 > [-e]=-2 " 


因为 有 e= 2.718 28…. 





(3.1) 
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聪明 . 根据 艾 弗 森 的 
括号 约定 ， 这 是 一 个 
完整 的 等 式 . 


下 星期 我 们 要 给 房 
子 添上 墙壁 了 . 


3.1 AFH 57 


SQ)=x 
[x] = eeose 。 
l- — 

















仔细 审视 这 个 图 形 , 我 们 可 以 观察 到 关于 底 和 项 的 几 个 事实 . Bc. Fa PR PRP 
角 线 f(x) 2 x 上 或 者 其 下 方 ， 所 以 我 们 有 | x | <x; 类 似 地 ， 有 [x| 三 x.( 当然 ， 从 定义 来 
看 这 是 很 显然 的 . ) 这 两 个 函数 在 整数 点 的 值 正 好 相等 : 
|x]=x e x 是 整数 © [xl=x. 
(我 们 用 记号 全 表示 “ 当 且 仅 当 ” ) 此 外 ， 当 它们 不 相等 时 ， 顶 函数 恰好 比 底 函 数 大 1: 
[x]-|x]= [x 不 是 整数 ] . (3.2) 
如 果 我 们 将 对 角 线 向 下 移动 一 个 单位 ， 它 就 完全 位 于 底 函 数 的 下 方 ， 所 以 x-1<|x|; 2840 
地 ， 有 x+1>|x|. 把 这 些 结果 组 合 起 来 就 给 出 






































x-1«|x | &x €[x| «x41 (3.3) 
最 后 ， 这 些 函 数 关 于 两 个 坐标 轴 互 为 反射 : 
|-x|2-|[x] ; [-x| 2 -| x . (3.4) 





从 而 每 一 个 记号 都 容易 用 男 一 个 记号 来 表示 . 这 一 事实 有 助 于 解释 为 什么 顶 函 数 一 度 没有 它 
自己 的 记号 . 但 是 我 们 看 到 ， 顶 函数 常常 足以 证 明 应 该 给 它们 特殊 的 符号 , 恰 如 我 们 既 对 上 
升 需 也 对 下 降 老 采用 特殊 记号 一 样 . 长 久 以 来 ， 数 学 家 们 一 直 有 正弦 和 余弦 、 正 切 和 余 切 、 
正 割 和 余 割 、 最 大 和 最 小 这 样 的 对 象 ， 现 在 我 们 又 有 了 两 个 : 底 和 项 . 

为 了 实 实在 在 地 证 明 底 函数 和 顶 函 数 的 性 质 , 而 不 只 是 从 图 形 上 来 观察 这 样 的 事实 ， 运 
用 下 面 这 四 条 法 则 会 特别 有 用 : 


x|=n @nSx<ntl, (a) 



































|xj=n e x-l<nSx, (b) 
(3.5) 
xl=n e n-l<xXn, (c) 








x|2ne xEn«x-4l. (d) 
(在 这 四 种 情形 中 ， 我 们 假设 n 是 整数 ， 而 x 是 实数 . ) 法 则 Ca) Al Cc) 是 式 (3.1 ) 的 直接 
结果 ; EDU (b) 和 (qd) 是 一 样 的 ， 只 是 重 排 不 等 式 , 使 得 n Tv T nl. 

有 可 能 将 一 个 整数 项 移 进 或 者 移出 底 (或 者 顶 ): 
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|xtn|=|xl+n, n 为 整数 . (3.6) 
(因为 法 则 (3.52 ) 是 说 这 一 论断 等 价 于 不 等 式 | x | tnSxin< | x | tnl. ) 但 是 类 似 的 运 
算 ， 像 将 一 个 常数 因子 移出 去 ， 一般 是 不 能 做 的 .例如 ， 当 n=2 且 x=1/2 时 ,我 们 有 
[nx |z#n|x |， 这 就 意味 着 底 括 号 和 顶 括号 比较 死板 ， 如 果 能 如 开 它们 ， 或 者 在 它们 存在 时 
能 证 明 出 任何 结论 ， 通 常 就 很 幸运 了 . 

事实 已 经 表明 , 底 括号 和 顶 括号 在 许多 情况 下 是 多 余 的， 因而 我 们 能 随意 插入 或 者 去 掉 
它们 . 例如 , 实数 与 整数 之 间 的 任何 不 等 式 都 等 价 于 整数 之 间 的 一 个 关于 底 或 者 项 的 不 等 式 : 


x<n & |x|<n, (a) 


















































ne«xe n<|x|, (b) 


(3.7) 
xSn e [x|<n, (c) 


nixe n €|x |J. (d) 
这 些 法 则 很 容易 证 明 . 例如 ， 如 果 x<n， 那 么 肯定 有 |x|<n， 因 为 |x | 三 x. 反 过 来 ， 如 
果 |x|<n， 那么 必定 有 x<n，, Ax<|x|t+1Alx|ti<n. 
如 果 记 住 (3.7 ) 中 的 四 个 法 则 与 记 住 它们 的 证 明 同 样 容易 ， 就 好 了 .每 一 个 不 带 底 或 
顶 的 不 等 式 都 与 带 底 或 项 的 同样 不 等 式 相对 应 , 不 过 在 决定 二 者 之 中 哪个 更 合适 之 前 , 我 们 
还 需要 反复 思考 . 
x 和 |x | 之 间 的 差 称 为 x 的 分 数 部 分 (fractional part )， 它 在 应 用 中 经 常 出 现 ， 所 以 值得 
拥有 自己 的 记号 : 
{x}=x-|x|. (3.8 ) 
我 们 有 时 称 |x | 是 x 的 整数 部 分 (integer part )， 因 为 x=|x|+{x} . 如 果实 数 x 可 以 写成 
x=ntO, Hn ee, HOSO<1, 那么 根据 (3.5a) 就 能 断定 有 n=|[x | 以 及 9={x}. 
Wn 是 任意 的 实数 ， 那 么 恒等式 (3.60 并 不 成 立 . 但 是 我 们 可 以 推出 ,对 于 | x+y|， 
一 般 来 说 只 有 两 种 可 能 性 : 如 果 我 们 记 x=|[x|+{x} 以 及 y=|y|+{y} ， 那 么 就 有 
[x+y|=|x|+[y|+|{x}+{y}| . Me FO<{x}+{y} <2, RINRM| xey | 有 时 等 于 
|x|«|»] , BME REF | x || y | 21. 
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我 们 已 经 见识 了 处 理 底 和 项 的 基本 工具 , 现在 来 将 它们 付 诸 应 用 , 从 一 个 容易 的 问题 开 
始 : [lg35] 等 于 什么 ? (根据 Edward M. Reingold 的 建议 ， 我 们 用 1g 表示 以 2 为 底 的 对 数 . ) 
那么 ， 由 于 2 <35 和 2 ， 我 们 可 以 取 对 数 得 到 5<1lg35 乏 6 ， 所 以 由 关系 式 (3.5c ) 知 
[lg35|=6. 
注意 ， 数 35 写 成 二 进 制 时 有 6 位 : 35-(0001D,. [gn den 写成 二 进 制 时 的 长 度 ， 这 
是 否 总 正确 ? 并 不 见得 ， 我 们 也 需要 6 位 来 表示 32 = (100000), 所 以 对 此 问题 ，[lgn | 是 一 
个 错误 的 答案 .( 它 仅 当 n 是 2 的 短 时 才 失 效 ， 但 是 这 会 有 无 穷 多 次 的 失效 . ) 意识 到 写 出 每 




















"BB 当 它 可 能 与 仅 包 
含 一 个 元 素 x 的 集合 
混淆 时 ,我们 最 好 不 


数 部 分 . 


第 二 种 情形 当 且 仅 当 
将 分 数 部 分 {x} 和 
|y] 相 加 ， 在 小 数 点 
的 位 置 上 出 现 一 个 
“进位 ”时 才 会 出 现 . 


(nm. ef hb BRE 
进行 尝试 的 首 批 实 
数 ， 不 是 吗 ? ) 


有 限 程 度 的 怀疑 是 
有 益 的 .对 于 证 明和 
程序 持 怀 疑 态 度 (万 
其 是 对 你 自己 的 东 
西 ) ， 可 以 保持 你 的 
水 平 ， 并 使 你 的 工作 
比较 稳定 . 但 是 , 过 
分 怀疑 就 可 能 使 自 
己 一 直 闭 门 工作 , 得 
不 到 出 去 锻炼 和 放 
松 的 机 会 . 怀疑 态度 
Aik, LER 
化 ， 在 这 种 状态 下 ， 
你 会 对 是 否 正 确 和 
严谨 极度 担心 ， 以 至 
于 你 做 任何 事 都 永 
远 无 法 完成 . 

一 位 怀疑 论 者 
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PREL « n <2” HRC BA m f, ERATE WORSE MIVA, 从 而 由 ( 3.5a ) 
Al, m-1- | Ign | ， 所 以 m= [Ign |+1 . 那 就 是 说 ， 对 所 有 n>0 ， 我 们 需要 | Ign |+1 位 来 将 
n 表示 成 二 进 制 数 ， 或 者 换 一 种 方式 ， 类 似 的 推导 得 到 答案 站 g(n+1)]， 如 果 我 们 愿意 说 成 
将 n=0 写 成 二 进 制 时 需要 零 位 ， 那 么 这 个 公式 对 n=0 也 成 立 . 

接 下 来 我 们 研究 用 多 个 底 或 者 顶 的 表达 式 . [| x || 是 什么 ? 这 很 容易 , 因为 | x | 是 整数 ， 
所 以 [Lx 就 是 |x]. 对 于 最 内 层 是 |x | 而 外 面包 围 有 任意 多 个 底 或 者 顶 的 任何 其 他 表达 式 
也 有 同样 结论 . 

F 面 是 一 个 更 难 的 问题 : 证明 或 推翻 断言 

| |=| vx]. Siti m o. 

当 x 为 整数 时 等 号 显然 成 立 ， 因 为 x=|x|. 等 式 在 n=3.141 59… ，e=2.718 28… 以 及 
= (1+ V5)/2=1.618 03… 这 些 特殊 情形 下 成 立 ， 因 为 我 们 得 到 1 = 1， 我 们 未 能 发 现 一 个 反 
例 ， 这 表明 在 一 般 情形 下 等 式 成 立 ， 故 而 我 们 来 尝试 证 明 它 . 

附带 指出 ， 当 面 对 “ 证 明 或 推翻 ”的 时 候 ， 通 常 先 尝试 用 一 个 反例 来 推翻 它 更 好 一 些 ， 
这 有 两 个 原因 :否定 可 能 更 容易 一 些 ( 我们 只 需要 一 个 反例 ); 挑 毛病 会 激发 我 们 的 创造 精 
神 ， 即 便 给 定 的 结论 为 真 ， 如 果 我 们 能 看 出 为 什么 不 可 能 存在 反例 ,搜寻 反例 也 往往 能 把 我 
们 引 向 证 明 ， 此 外 ， 持 怀疑 态度 是 有 益 的 . 

如 果 我 们 借助 微 积分 来 证 明 | Vx j| =| Vx | ， 可 能 会 首先 将 x 分 解 成 整数 部 分 和 分 数 部 
分 [x|+{x} =n+0 ， 再 利用 二 项 式 定理 将 平方 根 展 开 : (0-0)? =n en "?0/2-n?^g 
/8+.…， 但 是 ， 这 一 做 法 相当 棘手 . 

利用 我 们 开发 出 来 的 工具 要 容易 得 多 . 有 一 种 可 能 的 做 法 是 : 用 某 种 方法 去 掉 | J[x] | 外 
层 的 底 和 平方 根 ， 然 后 去 掉 内 层 的 底 ， 接 着 再 将 外 层 的 符号 加 回去 以 得 到 | Vx |， 好 的 .我 
们 设 m=| YLx] | 并 利用 (3.52) 得 到 m < [x] <m+1， 这 就 去 掉 了 外 层 的 底 括号 ， 且 并 未 
失去 任何 信息 . 由 于 所 有 三 个 表达 式 都 是 非 负 的 ,将 它们 平方 ,就 得 到 m? x [em ly. 这 
就 避免 了 平方 根 . 接 下 来 去 掉 底 , 对 左边 的 不 等 式 利用 ( 3.7d ), 对 右边 的 不 等 式 利用 ( 3.7a ): 
m 三 x<(m+1) WE, SRRA: 取 平 方 根 得 到 mm 三 Vx <m+1， 利用 (3.5a) 
得 到 m=| Vx |. Mati fle] |=m=| Vx |]， 结 论 为 真 ， 类 似 地 ， 我 们 可 以 证 明 

| [*1]=[ v= | , S x-o. 

我 们 刚才 所 找到 的 证 明 没有 严重 依赖 于 平方 根 的 性 质 . 更 仔细 的 观察 表明 , 我 们 可 以 扒 
广 这 种 想法 并 用 来 证 明 更 多 的 东西 : 设 f(x) 是 任意 一 个 具有 如 下 性 质 且 在 一 个 实数 区 间 连 
续 的 单调 递增 函数 

f(x) = 整数 => x = 整数 . 

(符号 “二 ”表示 “蕴涵 ” )， 于 是 ， 只 要 fo). f(x DR Fx p HERES, RIRA 




















(3.9) 
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Léc9]- rdd] 和 Frw- f(x)D|, (3.10) 


我 们 来 对 顶 证 明 这 个 一 般 的 性 质 ,先前 我 们 对 底 做 了 证 明 , 而 且 对 底 的 证 明 几 乎 是 相同 的 . 如 
果 x=|x|]， 就 没什么 要 证 明 的 了 . 如若 不 然 , WA x«[x]. 于 是 有 f(x)< f(x p ， 这 是 因 
为 递增. 从 而 就 有 [了 (x)] 夺 [f(xD| ， 因 为] 非 减 . 如 果 [7(W)]<「7(x]|， 那么 就 必 
定 存在 一 个 数 y ,使 得 x 三 y<|x| 以 及 f(y)=| f(x)|， 因 为 是 连续 的 ， 鉴 于 了 的 特殊 性 
质 ， 这 个 是 一 个 整数 ， 但 是 不 可 能 有 一 个 整数 严格 位 于 | x | 与 [x] 之 间 ， 这 个 矛盾 就 说 明 
我 们 必定 有 [| f(x) 1=| f(x p]. 

这 个 定理 的 一 个 重要 特例 值得 提出 来 加 以 注意 : 如 果 六 和 是 整数 且 分 母 n 为 正 ， 则 


| 和 [mem 
例如 , t m-0, WA || |x /10 |/10 |/10 | - [ x/1000 J. 三 次 用 10 来 除 并 抛弃 个 位 数字 ， 与 用 


1000 来 除 并 去 掉 余数 ， 结 果 是 一 样 的 . 
现在 ， 我 们 尝试 证 明 或 推翻 另 一 个 命题 : 


| [x]| a [vx]. Sx. 


它 对 x*= 开 和 xz=e 成 立 ,， 但 对 x= 中 不 成 立 ， 所 以 我 们 知道 它 一 般 不 为 真 . 

进一步 探讨 之 前 ， 我 们 暂时 离 题 来 讨论 在 数学 书 中 有 可 能 出 现 的 不 同 水 平 的 问题 . 

水 平 1 给 定 一 个 显 式 对 象 x 和 一 个 显 式 性 质 P(x) ,证 明 P(x) 为 真 ， 例 如 “证 明 
|[n]23". 这 里 的 问题 在 于 对 所 宣称 的 某 个 事实 寻求 一 个 证 明 . 

水 平 2 给 定 一 个 显 式 集合 和 一 个 显 式 性 质 P), EA P(x) HA xe X HHA, B 
如 “证 明 对 所 有 实数 x 有 |x | x". 问题 仍然 在 于 寻求 一 个 证 明 , 但 是 这 一 次 证 明 必须 具有 
一 般 性 .我们 是 在 做 代数 ， 而 不 是 做 算术 . 

水 平 3 给 定 一 个 显 式 集合 X 和 一 个 显 式 性 质 P(x) ,证 明 或 推翻 P(x) 对 所 有 xe XW 
真 , 例如 “证 明 或 推翻 对 所 有 实数 x 宇 0 有 | [x ] |=[ Vx | ” 这 里 有 一 个 附加 的 不 确定 性 水 
， 两 种 结果 丝 有 可 能 . 这 更 接近 于 数学 家 们 通常 面 对 的 真实 情形 : 写 进 书 中 的 结论 都 倾向 
于 是 正确 的 , 但 是 新 的 事物 必须 以 挑剔 怀疑 的 眼光 来 审视 .如 果 该 命题 为 假 , 我 们 的 任务 就 
是 寻找 一 个 反例 ; 如 果 该 命题 为 真 ， 我 们 就 必须 如 同 在 水 平 2 中 那样 寻找 一 个 证 明 . 

水 平 4 给 定 一 个 显 式 集合 和 和 一 个 显 式 性 质 P(x) ， 寻 求 一 个 使 P(x) 为 真 的 必要 且 充 
分 的 条 件 Q(x) ,例如 “ 求 使 |x | 三 |x| 成立 的 必要 且 充 分 条 件 ”. 问题 是 求 出 使 得 P(x) e» O(x) 
成 立 的 O. 当然， 总 有 一 个 平凡 的 答案 ， 我 们 可 以 取 OQ) = PCo .但 是 问题 中 所 隐 含 的 要 
求 是 寻求 一 个 尽 可 能 简单 的 条 件 . 这 要 求 用 创造 力 来 发 现 一 个 能 取得 成 功 的 简单 的 条 件 .( 例 
如 ， 在 此 情形 下 ,“| x | 2 [x] e x ER.) 寻求 O(x) 所 需要 的 其 他 发 现 要 素 使 得 这 种 问 
题 更 加 困难 ,但 这 是 数学 家 们 在 “真实 世界 ”中 必须 要 做 的 更 加 典型 的 工作 . 最后， 当然 必 
须要 给 出 证 明 : P(x) 为 真 当 日 仅 当 9o) 为 真 . 

































































(3.11) 
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(这 一 结果 是 由 当 
WRK GEAR. J. 
McEliece 得 到 的 . ) 


在 我 的 其 他 教科 书 
中 ，“ 证 明 或 推翻 ” 
在 大 约 99.44% 的 时 
间 里 似乎 与 “证 明 ” 
AL, 但 在 这 本 书 里 
则 不 然 . 


但 是 不 要 过 分 简单 
一 一 爱 因 斯 坦 


Toledo Mudhens 棒 球 
队 的 家 园 . T 


(或 者 , 按照 慧 观 主 
义 者 的 说 法 ,它们 是 
HS.) 


正如 我 们 能 通过 唱歌 
记得 哥伦布 航海 出 发 
的 日 期 那样 :“ 在 1493 
年 /哥伦布 向 蔚蓝 的 
大 海航 行 而 去 C 
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水 平 5 ”给 定 一 个 显 式 集合 ， 寻 求 其 元 素 的 一 个 有 趣 的 性 质 P(x) .我 们 现在 处 在 令 
人 怒 怖 的 纯粹 研究 领域 , 学 生 们 可 能 会 认为 一 切 是 由 混沌 统治 着 . 这 是 真实 的 数学 .教科书 
的 作者 们 很 少 敢于 提出 水 平 5 的 问题 . 

结束 离 题 的 讨论 ， 我 们 把 最 后 的 那个 问题 从 水 平 3 变 成 水 平 4: GERE Ex] ]=[ vx | 成 立 
的 必要 且 充 分 条 件 是 什么 ? 我 们 已 经 观察 到 ， 当 x=3.142 时 等 式 成 立 ， 而 当 x =1.618 时 则 
不 然 ， 进 一 步 的 实验 表明 当 x 介 于 9 和 10 之 间 时 等 式 也 不 成 立 ， 哦 史 ， 是 的 .我 们 看 到 每 当 
m^ <x<m +1 时 坏 的 情形 就 出 现 ， 因 为 此 时 左边 给 出 m ， 而 右边 则 给 出 m+1. 在 所 有 定义 
了 Vx 的 其 他 情形 下 ,， 即 当 x=0 或 者 mw? 41< x <(m 41) 的 情形 , 我 们 都 能 得 到 等 式 ， 这 样 
一 来 , 下面 的 命题 就 是 等 式 成 立 的 必要 且 充 分 条 件 : 或 者 x 是 整数 ， 或 者 Wx] 不 是 整数 . 

为 了 讨论 下 一 个 问题 , 我 们 来 考虑 一 个 表示 实 直 线 上 区 间 的 简便 的 新 记号 , 这 个 记号 是 
C. A. R. Hoare 和 Lyle Ramshaw 建 议 使 用 的 : [aQ..6] 表示 满足 & 三 x 三 的 实数 x WEE. 这 
个 集合 称 为 闭 区 间 (closed interval )， 因 为 它 包含 两 个 端点 w AB. 不 包含 两 个 端点 的 区 间 
iA (a...) , 它 由 所 有 满足 gg<x<B 的 x 组 成 , 这 称 为 开 区 间 C open interval ) EXTR] æ.. 6) 和 
区 间 (o.8]〈 它 们 都 只 包含 一 个 端点 ) 定义 类 似 ， 它 们 称 为 半 开 ( half-open ) 区 间 . 

有 多 少 整数 包含 在 这 样 的 区 间 中 ? 半 开 区 间 要 更 容易 一 些 , 故而 我 们 从 它们 开始 . 事实 
上 , 半 开 区 间 几 乎 总 是 比 开 区 间或 闭 区 间 好 一 些 . 例如 ,它们 是 可 加 的 一 一 我 们 可 以 将 半 开 
区 间 [@..6) 和 半 开 区 间 [6..y) 组 合 起 来 形成 半 开 区 间 [Q..y) . 这 对 开 区 间 行 不 通 , 因为 点 6 被 
排除 在 外 ， 对 闭 区 间 也 会 出 现 问 题 ， 因 为 B 会 被 包含 两 次 . 

回 到 我 们 的 问题 . 如 果 M B 是 整数 , 答案 很 容易 : Bixa s B, WU [ac B) EBER p-a 
个 整数 ww+L…,B-1. 类 似 地 ， 在 这 样 的 情形 下 ，(Q..6] 包 含 6-w 个 整数 .但 是 我 们 的 
问题 要 更 难 一 些 ， 因 为 a 和 是 任意 的 实数 .尽管 如 此 ,根据 (3.7 )， 当 是 整数 时 ， 由 于 

a<n<pela|<n<[ A], 


a«n&f e |a|«nx|f]|. 


我 们 可 以 将 它 转 换 成 更 加 容易 的 问题 . 右边 的 区 间 有 整数 端点 且 与 左边 的 区 间 包 含 同 样 多 个 
整数 (左边 的 区 间 有 实数 端点 ) 所 以 区 间 [w.D) 恰 好 包含 | P] - | wj] 个 整数 ， 而 (w.8] 则 包 
| 86]-|a | 个 整数 .这 就 是 我 们 实际 上 和 希望 引入 底 括号 和 顶 括 号 (而 不 是 避 开 它们 ) 的 恰 
当 例 子 . 

顺便 说 一 句 ， 在 哪 种 情形 下 使 用 底 ， 而 在 哪 种 情形 下 使 用 项 ， 这 是 有 一 种 方法 的 . 包含 左 
端点 但 不 包含 右 端 点 的 半 开 区 间 (例如 0 入 0 <1 ) 比 包含 右 端点 但 不 包含 左 端点 的 半 开 区 间 略 
微 常用 一 些 ， 底 也 比 顶 更 常用 .所 以 根据 墨 菲 定律 ， 正 确 的 法 则 与 我 们 希望 的 相反 一 一 项 用 于 
[a..8) ， 而 底 则 用 于 (&..6]. 

类 似 的 分 析 表明 ， 闭 区 间 [&..6] 恰好 包含 | B |-| w+1 个 整数 ， 而 开 区 间 a.p) 则 包含 
181-Le|-1 个 整数 ， 不 过 我 们 对 后 者 赋予 了 额外 限制 a 6， 从 而 使 得 这 个 公式 不 会 由 于 





































































































O “ 哦 史 ” 的 英文 Oho 与 美国 Ohio 州 的 州 名 发 音 相 近 . Toledo 是 该 州 一 个 小 城市 的 城市 名 ， 而 Toledo Mudhens 
则 是 这 个 小 城市 的 棒球 队 队 名 . 
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下 面 的 断言 而 陷入 窖 境 : 空 的 区 间 a.a) 总 共 含有 -1 个 整数 .总 结 起 来 ， 我 们 得 到 了 下 述 
事实 : 
区 间 包含 的 整数 限制 条 件 
[a@.. 8] | B|-[@|+1 ax 
[v.8)  [8]-[«] ax (3.12) 
(a.. B] L8 ]-|« ] ax 
(a. B) [8|-|a ]-1 acp 


现在 有 一 个 我 们 不 能 拒绝 的 问题 . 具体 数学 俱乐部 有 一 个 赌场 ( 仅 对 本 书 的 购买 者 开 
放 ), 其 中 有 一 个 轮 盘 赌 轮 , 它 有 一 千 个 投 币 口 ,标号 1 到 1000. 如果 在 一 次 旋转 中 出 现 的 数 
n 能 被 它 的 立方 根 的 底 整 除 ， 也 就 是 说 ， 如 果 


























[Yn |\n j 
那么 它 就 是 一 个 说 点 ， 庄 家 赔付 给 我 们 5 美元 ; 否则 它 就 是 一 个 输 点 ， 我 们 就 需要 赔付 1 美 











元 . (记号 a\b 读 作 “a EBRD”, 含义 是 b 是 a 的 整 倍数 ,第 4 章 要 仔细 研究 这 个 关系 . ) 如 
果 玩 这 个 游戏 ， 我 们 能 指望 说 钱 吗 ? 

我 们 可 以 计算 平均 说 率 ，, 也 就 是 每 玩 一 次 我 们 将 会 启 Ch ) 的 量 , 首先 计算 赢 点 的 个 数 
W 以 及 输 点 的 个 数 世 =1000- 丈 .如 果 在 1000 次 游戏 中 每 个 数 都 出 现 一 次 ， 我 们 就 赢得 5 刺 
美元 而 损失 艺 美 元 ， 故 而 平均 赢 率 将 是 








SW-L 5W-(1000-W) _6W —1000 





1000 1000 1000 
如 果 有 167 个 或 者 更 多 的 赢 点 ， 我 们 就 占 优 ， 反 之 庄家 占 优 
在 1 到 1000 中 ， 我 们 如 何 来 计算 赢 点 的 个 数 呢 ? 不 难 想 出 一 个 模式 来 ， 从 1 一 直到 
2 -1=7 全 都 是 赢 点 ， 因 为 对 其 中 每 一 个 数 都 有 | n |=1， 从 数 2 =8 一 直到 3 -1= 26 中 








仅 有 偶数 是 赢 点 . 在 数 3 = 27 一 直到 4 -1= 63 中 ， 仅 仅 那些 被 3 整除 的 数 是 赢 点 .如 此 
等 等 . 

如 果 使 用 第 2 章 的 求 和 技术 ， 并 利用 关于 估计 值 为 0 或 者 1 的 逻辑 命题 的 艾 弗 森 约定 ， 整 
个 结构 可 以 系统 地 加 以 分 析 : 


1000 








WD [是 赢 点 ] 
>y [| Va hal= Xp =| Yn | [peti <n < 1000] 


= Y [P <n < (k +1) [n= km] S n x 1000] 


k,m,n 


=1+ YE < km < (k+l) 1 < k <10] 
k,m 


=1+ Yime [k?.. (k+? /A € k «10] 


( 对 此 所 做 的 一 项 
班级 投票 结果 表明 : 
28 名 学 生 认 为 不 应 
去 玩 ，13 名 想 去 赌 一 
把 , 余下 的 人 则 拿 不 
定 而 无 法 作答 . ) 

( 因此 我 们 挥动 具体 
数学 球 棒 给 了 他 们 
—#. ) 


此 话 不 假 . 


你 说 这 个 赌场 在 哪 
儿 来 着 ? 
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=1+ Y (4? +3k+3+1/k|-[r ]) 


lk<10 


=1+ © Gk-+4) - 1e 2x9 =172. 


这 个 推导 值得 仔细 研究 ， 注意， 第 6 行 用 到 了 关于 半 开 区 间 中 整数 个 数 的 公式 〈3.12 ) 其 中 
仅 有 的 “困难 的 ”操作 是 在 第 3 行 与 第 4 行 之 间 做 出 的 将 n=1000 作 为 一 个 特殊 情形 来 处 理 的 
决定 .( 当 k=10 时 , 不 等 式 启 三 n<(k+1) 与 1 三 n 三 1000 组 合 起 来 并 不 容易 . ) 一 般 来 说 ， 
边界 条 件 往往 是 处 理 时 最 关键 的 部 分 . 

最 后 一 行 是 说 WV=172 ,因此 每 次 游戏 的 平均 赢 率 的 公式 化 简 为 (6x172-1000)/1000 美 
元 , 即 3.2 美 分 . 我 们 可 以 指望 在 做 了 100 次 每 次 1 美元 的 赌博 之 后 能 挣 到 大 约 3.2 美 元 .〈 当 
然 ， 庄 家 可 能 会 玩弄 花招 让 某 些 数 比 其 他 数 出 现 得 更 加 频繁 . ) 

我 们 刚刚 解决 的 博彩 问题 是 一 个 更 为 现实 的 问题 的 变形 :“ 在 1 科 半 科 1000 PHBL 
整数 n 满足 关系 EIE ”从 数学 上 说 ， 这 两 个 问题 是 相同 的 . 但是， 有 时 将 一 个 问题 装 
扮 一 番 不 失 为 一 个 好 主意 .我 们 习惯 于 使 用 更 多 的 词 (如 “ 赢 点 ”和 “ 输 点 ” )， 这 些 词 有 助 
于 我 们 理解 所 发 生 的 事情 . 

我 们 来 推广 .假设 将 1000 改 为 1 000 000, 或 者 换 成 一 个 更 大 的 数 N .( 我们 假设 该 赌场 
颇具 影响 力 ， 且 能 搞 到 一 个 更 大 的 轮 盘 . ) 现在 有 多 少 个 赢 点 呢 ? 

同样 的 推理 方法 仍然 适用 , 不 过 我 们 需要 更 仔细 地 处 理 左 的 最 大 值 ， 为 方便 起 见 将 它 记 
AK: 












































K=| JN |. 
(上 一 次 的 K 是 10. ) 对 一 般 的 N ， 赢 点 的 总 数 是 


W= Y (3k+4)+> [RE 入 KEN] 


lk<K m 

















LOK HK -D+ PIme [K°..N/K]] 


m 


-ŽK +2K-4+ 5 Ime [K^..N/ K]]. 


我 们 知道 ， 剩 下 的 那个 和 式 是 | N/K |-[ K? e1-| N7K|- K^ «1, Bani Ax 
W=[NIK|+2K7+2K-3, K=| JN | (3.13) 
给 出 了 轮 盘 大 小 为 NN 的 一 般 答 案 . 
这 个 公式 的 前 两 项 近似 等 于 N+ 了 N”=N””， 当 很 大 时 ， 其 他 的 项 相 比 要 小 得 
多 . 在 第 9 章 里 ,我们 将 要 学 习 导 出 





W - iy” 4 O(N") 


这 样 的 表达 式 ， 其 中 O(N”) 代表 一 个 不 超过 N” 的 常数 倍 的 量 .无论 这 个 常数 是 什么 ,我 
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们 知道 它 与 N 无 关 ， 所 以 对 于 很 大 的 N ，O 项 对 刺 MR SN 相 比 非常 小 例如， 下 





表 说 明了 2v" 与 WW 是 何等 接近 ， 这 是 相当 好 的 近似 . 


3 





N po W % 误 差 

1 000 150.0 172 12.791 

10 000 696.2 746 6.670 

100 000 3231.7 3343 3.331 

1 000 000 15000.0 15247 1.620 

10 000 000 69623.8 70158 0.761 
100 000 000 323165.2 324322 0.357 
1000000000 . 1500000.0 1502497 0.166 





近似 公式 是 有 用 的 ， 因 为 它们 比 带 有 底 和 项 的 公式 更 加 简单 . 然而 ， 精 确 的 真 值 常常 也 
是 很 重要 的 ， 特 别 是 对 于 在 实际 情形 中 容易 出 现 的 的 更 小 的 值 ( 精确 的 真 值 就 更 为 重 


要 ) 例如 ， 赌场 的 主人 有 可 能 会 错误 地 假设 当 NN = 1000 时 仅 有 iy” =150 个 赢 点 ( 此 情形 
对 庄家 会 有 10 美 分 的 好 处 ) 


这 一 节 里 的 最 后 一 个 应 用 是 研究 所 谓 的 谱 . 
整数 组 成 的 一 个 无 限 多 重 集合 : 


Spec(@) ={| æ |,| 2a],|3a],---}. 


























我 们 定义 ， 一 个 实数 w 的 谱 (spectrum ) 是 








(一 个 多 重 集合 与 一 个 集合 相似 ， 不 过 它 可 以 有 重复 的 元 素 . ) 例如 ，1/2 的 谱 的 开头 部 分 是 
{0, 1, 1, 2, 2, 3, 3,...]. 

AVE, RAPES, Ht, ox p RARE Spec(a) + Spec(B). AK 
一 般 性 ,假设 a<6 ， 就 存在 一 个 正 整数 m HE m(B-a) 21. (事实 上 ,任何 一 个 
m 宇 |1/(B6-x)| 都 行 ， 但 是 我 们 无 需 卖 弄 有 关 底 和 顶 的 知识 . ) AM mB-ma>1, H. 
[m6]>[ma|. 于 是 谱 Spec(6) AF m SICK <|ma|, ifti Spec(a) 至 少 有 m 个 这 样 的 
元 素 . 

谱 有 许多 美妙 的 性 质 ， 例 如， 考虑 两 个 多 重 集 合 





























Spec(V2) ={1,2,4,5,7,8,9,11,12,14,15,16,18,19,21,22,24,…} ， 
Spec(2+ V2)={3,6,10,13,17,20,23,27,30,34,37, 40, 44,47,51,--+} 


容易 用 袖珍 计算 器 计算 spec(V2) , 而 根据 ( 3.6 ), Spec(2+ V2) 的 第 n 个 元 素 恰 好 比 Spec(V2) 
的 第 n 个 元 素 多 2n . 再 仔细 观察 表明 ， 这 两 个 谱 还 以 更 加 惊人 的 方式 联系 在 一 起 : 似乎 从 
一 个 谱 中 消失 的 数 都 会 在 男 一 个 谱 中 出 现 , 但 是 没有 任何 一 个 数 在 两 个 谱 中 都 出 现 ! 这 是 真 
的 : 正 整数 是 Spec(V2) 和 Spec(2+V2) 的 不 相交 并 集 ， 我 们 说 这 些 谱 构 成 正 整数 的 一 个 























a 没有 太 多 (without 
lots of...) APE 


“da Rx 是 一 个 小 于 
1897,38 46, 3E mx 
fa m/ (1x) 的 级 数 
之 中 (其 中 m 是 整 
数 ) 有 一 个 可 能 被 发 
现 介 于 任何 给 定 的 
相 邻 整数 之 间 , 而 且 
只 能 找到 一 个 这 样 
的 量 . ” 

— gj B04] 


ag 
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划分 ( partition ). 

为 证 明 这 一 结论 , 我 们 要 来 计算 Spec(V2) 中 有 多 少 个 元 素 是 的 , 以 及 Spec(2+V2) 
正确 ,因为 当 增 加 1 ” 中 有 多 少 个 元 素 是 夺 4 的 .如果 对 每 个 n ,这样 的 数 的 总 和 是 n ， 这 两 个 谱 就 的 确 给 出 整数 
时 ,计数 中 惟有 一 个 ”的 划分 . 
必定 增加 . i w HIER. Spec(o) P x n 的 元 素 的 个 数 是 

N(@n) - Y [Lka] <n] 
k>0 
2 [Lee] <n +1] 
大 >0 


k>0 


=J [0<k<(n+1)/a] 























=[(n+1)/a@|-1. 
这 一 推导 过 程 有 两 处 特别 有 意义 .首先 ， 它 用 规则 
mxn € m<n+1, mÑ n HŽ (3.15) 
K "x" ER <”, HMRI (3.7) 就 可 以 将 底 括号 去 掉 ， 还 有 更 为 巧妙 的 , EXtk>0 
求 和 ,而 不 是 对 三 1 求 和 ， 因 为 对 某 些 n Ma, (n+) 可 能 会 小 于 1， 如 果 我 们 早先 尝试 
用 (3.12 ) 来 确定 [..(n+D)/Q) 中 整数 的 个 数 ， 而 不 是 确定 (0..(2+D/Vaw) 中 整数 的 个 数 ， 可 
能 已 经 得 到 正确 的 答案 了 . 但 是 我 们 的 推导 是 有 错误 的 ， 因 为 应 用 的 条 件 没有 满足 . 
好 的 ， 对 N(a,n) 我 们 有 一 个 公式 . 现在 可 以 通过 检验 是 否 对 所 有 整数 n>0 都 有 
N(V2,n)+N(2+ V2,n)=n 来 检测 Spec(YV2) 和 Spec(2+V2) 是 否 给 出 正 整 数 的 划分 ， 利 用 






















































































(3.14) A: 
n+l n-4l 
Papua " 
n+l n+l _ ! 
ete et eas 根据 (3.2); 
etx n+l -| n+l = 根据 (3.8) 
V2 lat 2+v 12243 ? ie 
由 于 有 整齐 的 恒等式 


Ayo EMT 
V2 2+V2 
现在 一 切 都 简化 了 ， 我 们 的 条 件 就 转化 为 检测 是 否 对 所 有 7 > 0 有 
canal n+l fat. 
V2 2442 


这 样 就 成 功 了 ， 因 为 这 是 和 等 于 整数 n+1 的 两 个 非 整 数 的 数 的 分 数 部 分 .这 就 是 一 个 划分 . 
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3.3” 底 和 项 的 递归 式 FLOOR/CEILING RECURRENCES 


底 和 顶 为 研究 递归 关系 增添 了 一 个 有 趣 的 新 方向 ,我们 先 来 研究 递归 式 
K,-1; 


| E (3.16) 
K = 1+min(2K, ,,,3K,,,) , n2z0. 


例如 ， 就 是 1+ min(2K。,,3K,)=3 ， 此 序列 的 开始 部 分 是 1,3, 3, 4, 7, 7, 7, 9, 9, 10, 
13, …. 本 书 的 作者 之 一 将 这 些 数 称 为 高 德 纳 数 . 
习题 25 要 求证 明 或 推翻 如 下 命题 : 对 所 有 nn 宇 0 有 KK, Sn. 刚刚 列 出 来 的 前 面 若干 个 K 
的 确 满足 这 个 不 等 式 ， 所 以 很 有 可 能 它 在 一 般 情 况 下 也 为 真 . 我 们 尝试 用 归纳 法 证 明 : 基础 
n=0 直接 由 递归 式 的 定义 得 出 。 对 于 归纳 部 分 ,假设 此 不 等 式 对 直到 某 个 非 负 整数 为止 
的 所 有 值 都 成 立 ， 我 们 来 证 明 K, a T nl. WAATA K, =1+min(2K ,sj,3Ki,sj). 而 
由 归纳 假设 知 ，2K,, 三 2[n/12] 3&4, 73[n/3]. 然而 ，2| /2| 可 以 小 到 等 于 -1， 
3[n/3] 可 以 小 到 等 于 n-2. 我 们 从 归纳 假设 最 多 只 能 断定 Ki 宇 1+(n-2) ， 这 与 
Ka 宇 n+1 相 比 还 相差 其 远 . 
现在 我 们 有 理由 担心 K, Sn 的 真实 性 ， 所 以 来 尝试 推翻 它 ， 如 果 能 找到 一 个 n ， 使 得 
2K,, SAREK p <n 成立， 换 句 话说 ， 就 是 有 
Kj <n/2 或 者 K 5| «n/3, 
我 们 就 会 有 KK,, «nl. 这 可 能 吗 ? 我 们 最 好 不 要 在 这 里 就 给 出 答案 ,因为 这 样 会 破坏 你 做 
习题 25 的 兴致 . 
含有 底 或 项 的 递归 关系 常常 在 计算 机 科学 中 出 现 ， 因为 以 重要 的 “分 而 治之 ”技术 为 基 
础 的 算法 , 会 把 一 个 大 小 为 n 的 问题 转化 为 一 个 大 小 是 n 的 几 分 之 一 (整数 ) 的 类 似 问题 . 例 
如 ， 如 果 >1 ,给 n 个 记录 排序 的 一 种 方法 是 把 它们 分 成 两 个 近乎 相等 的 部 分 ,一 部 分 的 
大 小 是 [n/2 | ， 而 另 一 部 分 的 大 小 是 | n/2 |.〔 附带 注意 ， 有 
n=[n/2]+|n/2], (3.17) 
这 个 公式 常常 会 派 上 用 场 . ) 在 每 一 部 分 都 被 分 别 排序 后 〈 根据 同样 的 方法 ,循环 地 使 用 )， 
通过 进一步 做 至 多 zz -1 次 比较 ,就 能 将 这 些 记 录 合 并 成 最 后 的 排序 . 这 样 一 来 , 所 执行 比较 
的 总 数 至 多 是 f(n) ， 其 中 
f(D)=0; 
f= f(n/2)+f(n/2)|tn-1 ,n»l. 
这 个 递归 式 的 解 在 习题 34 中 . 
第 1 章 的 约瑟夫 问题 有 一 个 类 似 的 递归 式 ， 它 可 以 表述 成 
J() 21; 
J(n-2J(n/2p-CD', n»1. 












































(3.18) 


这 是 第 一 页 没有 涂 
45 85 ve? 


x EO m 


鸦 的 吧 ? 


“不 太 慢 ， 也 不 太 
快 .” 

一 路易 斯 阿 姆 
斯 特 朗 
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我 们 已 经 有 了 比 第 1 章 更 多 的 工具 ， 所 以 可 以 考虑 一 个 更 真确 的 约瑟夫 问题 ， 其 中 每 隔 
两 个 人 就 淘汰 一 个 人 ， 而 不 是 每 隔 一 个 人 淘汰 一 个 人 .如 果 将 第 1 音 里 有 成 效 的 方法 应 用 到 
这 个 更 困难 的 问题 上 ， 我 们 最 终 会 得 到 递归 式 


3:8 ZEE (| Je [naan 


其 中 mod 是 我 们 即将 探讨 的 一 个 函数 ， 且 根据 nmod3 20, 1 或 者 2 来 决定 a, 2 2, +1 R# 
s 但 是 这 个 递归 式 太 可 怕 ， 无 法 进一步 继续 做 下 去 . 

有 另 一 种 探讨 约瑟夫 问题 的 方式 能 给 出 好 得 多 的 构造 . 只 要 有 一 个 人 被 处 死 , 我们 就 指 
定 一 个 新 的 号 码 . 这 样 一 来 ，1 号 和 2 号 就 变 成 2+1 和 71+2 ， 然 后 3 号 被 处 死 ，4 号 和 5 号 就 变 
成 n+3 和 n+4， 接 下 来 6 号 被 处 死 …… 3k+1 和 3k+2 就 变 成 +2k+1 和 n+2k+2 ， 接 下 来 
3k +3 被 处 死 …… 然 后 是 3n 被 处 死 (或 者 幸存 下 来 ) 例如 ， 当 n=10 时 号 码 是 
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第 个 被 除 掉 人 的 最 终 号 码 是 3k .所 以 ， 如 果 我 们 能 算出 标号 为 3n 的 人 的 原来 号 码 ， 就 可 
以 算出 谁 是 幸存 者 . 

如 果 N >n, WEAN 的 人 必定 有 一 个 以 前 的 号 码 ， 我 们 可 以 这 样 将 它 求 出 来 : 我 们 有 
N=n+2k+1 或 者 N=n+2k+2 ,于 是 =|(N-n-])/2|， 前 面 的 号 码 分 别 是 3k+1 或 者 
3k+2. 那 就 是 说 , CJE3k-(N-n-2k)- ke Nn. 从 而 可 以 计算 出 幸存 者 的 号 码 J (n) 如下: 


N := 3n; 


























while N >n do na| I 


Jenn: 
Ji(n):-N. 


MANE LN) 的 封闭 形式 ， 其 至 不 是 一 个 递归 式 ， 但 它 至 少 告诉 我 们 ， 如 果 n 很 大 ， 怎 样 用 
合理 的 速度 计算 出 答案 . 

幸运 的 是 , 如 果 我 们 用 变量 D=3n+1-N 来 替换 NN， 就 有 一 种 办 法 来 简化 这 个 算法 . GE 
号 的 这 种 改变 对 应 于 标号 从 3n 下 降 到 1， 而 不 是 从 1 上 升 到 3n ， 它 像 倒 计 数 . ) 此 时 对 VN 的 
复杂 赋值 就 变 成 


pae [ ertet aaa 


aaa |? e o- a H9. 
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我 们 可 以 将 算法 重新 改写 成 





D=1; 
, 3 
while D x: 2n do D= 39 : 


J,(n):=3n+1-D. 


啊 哈 ! 这 看 起 来 要 好 得 多 了 ， 因 为 n 以 一 种 非常 简单 的 方式 出 现在 计算 中 . 事实 上 , 我 们 可 
以 用 同样 的 推理 证 明 : 当 每 隔 9-1 个 人 就 除 掉 一 个 人 时 ， 笠 存 者 几 .CD 可 以 计算 如 下 : 





D=1; 


while D < (q-1)n do D:= EL (3.19) 
T 


J (n)=qn+1-D. 


在 我 们 了 人 解 得 非常 清楚 的 g=2 的 情形 下 ， 当 n=2”+/ 时 ， 这 使 得 DD 增加 到 2“ ， 所 以 
J, (n) 2 22" +1) «1-2! 2211. 很 好 ! 
(3.19) 中 的 方法 计算 的 是 可 以 用 下 述 递 归 式 定义 的 整数 序列 ; 
D? =1; 
(3.20) 


n-l 


DO -| zn n>0. 
ds 


除了 gq =2 之 外 ， 这 些 数 看 不 出 与 任何 熟悉 的 函数 有 简单 关联 方式 ， 故 而 它们 可 能 并 没有 好 
的 封闭 形式 .但 是 ， 如 果 我 们 愿意 将 序列 DY? 看 作 是 “已 知 的 "， 那 就 容易 描绘 出 一 般 的 约 
瑟 夫 问题 的 解 : 幸存 者 J,(n) 是 qn+1- Dj? ， 其 中 是 使 得 DI? » (q 一 Dn 成 立 的 尽 可 能 小 
的 数 . 





























3.4 mod: 二 元 运算 ‘MOD’: THE BINARY OPERATION 


当 m 和 nn 是 正 整 数 时 ，n 被 m 除 的 商 是 | n/m |. 这 个 除法 的 余数 也 有 一 个 简单 的 记号 ， 





很 方便 ,我 们 称 它 是 “nmodm ”. 基本 公式 
n = m|n/m| + nmodm 
= 余数 


告诉 我 们 ， 可 以 将 nmodm 表示 成 a-m| n/m |. 我 们 可 以 将 它 推广 到 负 整 数 ， 实 际 上 可 以 
推广 到 任意 实数 : 





x-yl|x/y|, y#0. (3.21) 


这 就 将 mod 定义 成 为 一 个 二 元 运算 ， 正 像 加 法 和 减法 是 二 元 运算 一 样 . 很 长 一 段 时 间 里 ， 
数学 家 们 就 是 这 样 非 正式 地 使 用 mod 来 取 各 种 各 样 的 量 的 ， 如 mod10 和 mod2r 等 ,仅仅 是 


xmody = 























比方 说 ， 调 和 数 这 样 
“已 知 的 ”东西 . 

A. M. Odlyzko 和 H. S. 
wife zien Te], 


n|(c 

n 2 , 
其 中 
C«1.622 270 503 . 


为 什么 把 它 称 为 
mod : 二 元 运算 ? 
等 待 在 激动 人 心 的 
下 一 章 去 发 现 吧 ! 


要 注意 计算 机 语言 ， 
它 用 的 是 另 一 种 定 
X. 


把 另 一 个 数 称 为 


modumor 怎 么 样 ? 


在 20 世 纪 70 年 代 ， 
mod 成 了 时 尚 . 
新 的 mumble 函 数 可 
能 应 该 称 为 punk 
(无 用 的 东西 ) ? 
不 ， 我 喜欢 mumble. 
ik, x mumble y 


= (-x)mod y. 








在 最 近 二 十 年 才 趋 于 正式 使 用 ， 老 概念 ， 新 记号 . 
我 们 可 以 很 容易 就 理解 xmody 的 直观 意义 : 当 x 和 是 正 实数 时 , 想象 一 个 周 长 为 y 的 
圆 ， 它 的 点 被 赋予 区 间 [0..y) 中 的 实数 ， 如 果 我 们 从 0 出 发 ， 绕 着 圆 行走 距离 x ， 我 们 就 停止 
在 xmody. (而 在 我 们 行走 时 遇 到 0 的 次 数 是 | xy/y |.) 
当 x 或 者 y 是 负数 时 ， 我 们 需要 仔细 观察 定义 ， 以 便 确切 看 出 它 的 含义 ， 这 里 是 一 些 束 
值 运算 的 例子 : 









































5mod3 =5-3|5/3| =2; 
5mod-3 = 5-(-3)|5/(-3)| =-1; 
-5mod3  --5-3|-5/3| ata 
-5mod-3 --5-(-3)-5/(-3] =-2. 


mod 后 面 的 数 称 为 模 (modulus )， 至 今 还 没有 人 给 mod 前 面 的 数 取 名 .在 应 用 中 ， 模 通常 
是 正 的 ， 但 是 当 模 是 负数 时 ， 这 个 定义 也 完全 有 意义 .在 这 两 种 情形 下 ，xmod y 的 值 都 介 
于 0 和 模 之 间 : 























O<xmody<y, y>0; 

02xmody>y, y<0. 
y=0 呢 ?定义 (3.21) 对 此 情形 没有 给 出 定义 ， 为 了 避免 用 零 作 除数 ， 也 为 了 完整 起 见 ， 
我 们 可 以 定义 

xmod0- x. (3.22) 
这 个 约定 保持 这 样 的 性 质 : xmody 与 x 永远 相差 y 的 一 个 倍数 . (更 自然 的 似乎 是 , 通过 定 
X. x mod0 = lim, xmody=0 来 使 得 这 个 函数 在 0 处 连续 . 但 是 我 们 将 在 第 4 章 里 看 到 这 很 少 
有 用 . 连续 性 对 模 运 算 并 不 重要 . ) 

当 我 们 将 x 用 它 的 整数 部 分 和 分 数 部 分 表示 时 ， 即 x=|x|+{x} ， 就 看 到 了 mod 经 改 头 

换 面 后 的 一 个 特殊 情形 . 分数 部 分 也 可 以 写成 xmod1 ， 因 为 我 们 有 























x= | x |+xmod1. 
注意 ， 这 个 公式 中 不 需要 括号 ， 因 为 我 们 约定 mod 比 加 法 或 者 减法 的 优先 级 高 . 底 函 数 用 
来 定义 mod ， 而 顶 函 数 尚 不 可 .我 们 似乎 可 以 用 项 函数 来 定义 一 个 像 

x mumble y = yl x/y|-x, yz0 
这 样 与 mod 类 似 的 东西 . 在 用 圆 类 比 的 结构 中 , 这 表示 旅行 者 在 走 了 一 段 距 离 x 之 后 ,要 回 
到 起 点 0 还 需要 继续 走 的 距离 . 不 过 ,我 们 当然 需要 一 个 比 mumble( 含糊 说 话 ) 更 好 的 名 字 . 如 
果 有 足够 多 的 应 用 随 之 而 来 ， 有 可 能 它 本 身 就 会 给 出 一 个 合适 的 名 字 . 

分 配 律 是 mod 最 重要 的 代数 性 质 ， 对 所 有 实数 c、x 和 y ， 我 们 有 


c(xmody)= (cx) mod (cy) . (3.23) 
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( 那些 希望 mod 的 优先 级 比 乘法 低 的 人 也 可 以 去 掉 这 里 右边 的 括号 . ) 容易 从 定义 (3.21 ) 证 
明 这 个 法 则 ， 因 为 如 果 cy 0 ， 则 有 


c(xmod y) = e(x-y|x/ y x cx —cy| cx/ cy | — cx mod cy , 


且 模 为 零 的 情形 显然 为 真 . 我们 的 四 个 例子 用 +5 RU x3 两 次 给 出 了 这 个 法 则 的 例证 〈 取 
c=-1). 像 (3.23 ) 这 样 的 恒等式 是 鼓舞 人 心 的 ， 因 为 它 使 我 们 有 理由 相信 mod 的 定义 是 
恰当 的 . 

在 这 一 节 的 余下 部 分 ， 我们 要 考虑 一 个 应 用 ， 在 其 中 能 够 表明 mod 是 有 助 益 的 ， 尽 管 
它 并 不 起 核心 作用 . 这 一 问题 在 多 种 情形 下 频繁 地 出 现 : 我 们 想 要 将 n 件 物品 尽 可 能 相等 地 
分 成 m 组 . 

例如 ,假设 我 们 有 短 短 的 n 行 文本 , 希望 把 它们 排 成 m 列 . 为 了 有 美感 ,我 们 希望 将 这 













































































些 列 排 成 行 数 递减 的 次 序 〈 实 际 上 是 不 增 的 次 序 )， 而 且 行 数 要 大 致 相同 一 一 没有 哪 两 列 相 
差 多 于 一 行 . 如 果 37 行 文本 被 分 成 5 列 ， 我 们 就 会 倾向 于 右边 的 安排 : 
8 8 8 8 5 8 8 7 7 7 

第 ] 行 ” 第 9 行 ” 第 17 行 ”第 25 行 ”第 33 行 第 ] 行 ” 第 9 行 ” 第 17 行 ”第 24 行 ”第 31 行 
第 2 行 ”第 10 行 ”第 18 行 ”第 26 行 ”第 34 行 第 2 行 ”第 10 行 ”第 18 行 ”第 25 行 ”第 32 行 
第 3 行 ”第 11 行 ”第 19 行 ”第 27 行 ”第 35 行 第 3 行 ”第 11 行 ”第 19 行 ”第 26 行 ”第 33 行 
第 4 行 ”第 12 行 ”第 20 行 ”第 28 行 ”第 36 行 第 4 行 ”第 12 行 ”第 20 行 ”第 27 行 ”第 34 行 
第 5 行 ” 第 13 行 ”第 21 行 ”第 29 行 ”第 37 行 第 5 行 ”第 13 行 ”第 21 行 ”第 28 行 ”第 35 行 
第 6 行 ”第 14 行 ”第 22 行 ”第 30 行 "hof; ”第 14 行 ”第 22 行 ”第 29 行 ”第 36 行 
第 7 行 ” 第 15 行 ”第 23 行 ”第 31 行 第 7 行 ”第 15 行 ”第 23 行 ”第 30 行 ”第 37 行 
第 8 行 ”第 16 行 ”第 24 行 ”第 32 行 第 8 行 ” 第 16 行 

此 外 ， 我 们 想 将 各 行文 本 按照 列 来 分 配 ， 首 先 确定 有 多 少 行 归 入 第 一 列 ， 然 后 转 到 第 二 列 ， 























第 三 列 ， 等 等 ,因为 这 是 人 们 阅读 的 方式 . 逐 行 配 置 会 给 出 每 一 列 中 正确 的 行 数 , 但 是 排序 
会 是 错 的 .( 我 们 会 得 到 右边 这 样 的 安排 ,但 是 第 一 列 里 将 会 包含 第 1 、6、11、…、36 行 ， 
而 不 是 所 想 要 的 第 1、2、3、…、8 行 . ) 

不 能 用 逐 行 分 配 的 策略 ,但 是 它 的 确 告诉 了 我 们 在 每 一 列 里 放 多 少 行 。 如果 n 不 是 m 
的 倍数 ， 逐 行 配 置 的 过 程 清楚 地 表明 ， 长 的 列 应 该 每 列 包 含 [n/m | 行 ， 而 短 的 列 应 该 每 列 
包含 [n/m | 行 ， 这 就 恰好 有 nmod m 个 长 的 列 .( 同样 明显 的 是 ,恰好 有 nn mumble m 个 短 
的 列 . ) 

我 们 来 推广 这 些 术 语 ， 讨 论 “ 物 品 ” 和 “组 ”， 而 非 “ 行 ”和 “ 列 ”。 我 们 刚才 确定 了 ， 
第 一 组 应 该 包含 [n/m | 件 物品 ， 于 是 这 样 的 顺序 分 配方 案 应 该 有 效 : 将 n 件 物品 分 成 m 组 ， 
当 m >0 时 , 将 [n/m | 件 物品 放 进 第 一 组 , 然后 循环 利用 同样 的 程序 将 剩 下 的 n 2 n-[n/m] 
件 物品 分 成 m 2 m -14 355 9 RIZR. 

例如 ， 如 果 n=314 Am=6, ， 则 分 配 就 如 






























































RE, WE? 


有 人 宣称 : 用 mx 来 
替换 任何 东西 都 是 
异常 危险 的 . 
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剩 下 的 物品 A FWA | 物品 /组 | 
314 6 53 
261 5 53 
208 4 52 
156 3 52 
104 2 52 
52 1 52 


成 功 了 .我 们 得 到 大 小 近似 相等 的 组 ， 尽 管 除数 一 直 在 变化 . 

为 什么 它 会 成 功 呢 ? 一 般 来 说 ， 我 们 可 以 假设 z=qm+r ， 其 中 q-|n/m] H. 
r=nmodm. 如 果 r=0 ， 这 个 过 程 很 简单 : 我 们 把 [n/m|=q 件 物品 放 和 第 一 组 ， 并 用 
n=n-q 替换 n ， 而 让 n=gqm FH ah BER P m =m-1 F. 如 果 x>0 ,我们 就 把 
[n/m|=g+1 件 物品 放 进 第 一 组 ， 并 用 n n-ga- Bn, MIE n = gm +r--1 件 物品 留 给 
后 面 的 组 .新 的 余数 是 x =r-1, 但 g 仍 然 相同 . 由 此 得 出 ， 有 x 个 组 各 有 g+1 件 物品 ， 接 
下 来 有 mr 组 各 有 g 件 物品 . 

在 第 上 组 中 有 多 少 件 物品 呢 ? 我 们 希望 有 个 公式 ， 它 在 当 丰 入 zamodmz 时 给 出 [n/m|， 
而 在 相反 的 情形 则 给 出 | n/m |， 不 难 验证 ， 


EE 
m 
就 有 所 要 的 性 质 ， 因 为 如 果 在 上 一 段 里 记 n = qmer, KRIER qe [o - ke D/m]. 这 


Æq=|n/m|. WRISk<mHO<r<m, 我们 就 有 |(r-k+])/m|=[k 三 r]. 这样 一 来 ， 
我 们 就 可 以 写 出 一 个 恒等式 , 它 表示 出 将 nn 分 成 m 个 按照 非 增 次 序 排列 且 尽 可 能 相等 的 部 分 


的 划分 : 
ea e| ues [ett (3.24) 
m m m 


这 个 恒等式 对 所 有 正 整数 m 且 对 所 有 整数 n( 不论 是 正 的 、 负 的 还 是 零 ) 都 成 立 ， 我 们 在 
(3.17 ) 中 已 经 遇 到 过 m=2 的 情形 ,虽然 那 时 将 它 写成 了 稍微 不 同 的 形式 n=『n/2]+|n/2]. 

如 果 我 们 曾经 希望 各 个 部 分 按照 非 减 的 次 序 排列 , 将 小 的 组 放 在 大 的 组 的 前 面 , 我 们 就 
会 用 同样 的 方式 做 下 去 ， 不 过 要 将 [n/m | 件 物品 放 在 第 一 组 ， 这 样 我 们 就 会 得 到 相应 的 恒 


等 式 
ea es uuu et (3.25) 
m m m 


利用 (3.4) 或 者 习题 12 的 恒等式 ， 有 可 能 在 (3.25) 和 (324) 之 间 进 行 转换 . 
现在 如 果 在 (3.25) 中 用 | mx | 蔡 换 n ， 并 应 用 规则 (3.11 ) 去 掉 底 内 部 的 底 ， 我 们 就 得 
到 一 个 对 所 有 实数 x 都 成 立 的 恒等式 : 


[ms J=[x]4] ee en eet (3.26 ) 
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这 有 点 令 人 吃惊 , 因为 底 函数 是 实数 值 的 整数 近似 值 , 但 是 左边 的 单个 近似 值 等 于 右边 一 组 
数 的 和 ， 如 果 我 们 假设 [x| VOS EUR. 那么 左边 大 致 是 mx- 了， 而 右边 大 致 等 于 


(eie : ema ,事实 表明 所 有 这 些 粗略 近似 值 的 和 音 是 
2 m 2 m 2 
精确 的 ! 











3.5 ” 底 和 项 的 和 式 ”FLOOR/CEILING SUMS 


方程 (3.26 ) 表明 ， 对 至 少 一 类 包含 | | 的 和 式 有 可 能 得 到 封闭 形式 .还 有 其 他 的 吗 ? 
是 的 .在 这 种 情形 下 ,， 行 之 有 效 的 技巧 常常 是 通过 引入 一 个 新 的 变量 来 规避 底 或 者 顶 . 
例如 ， 我 们 来 研究 是 否 可 能 对 和 式 


È |v] 


给 出 封闭 形式 . 一 种 想法 是 引入 变量 m=| VE |, 我 们 可 以 用 在 轮 盘 赌 问题 中 的 做 法 “机 械 
地 ” 解 这 个 问题 : 


X [ve |= me < nif m =| vE [ 


Oxk«n 














= Y mk «n]pm € Jk « m1] 
k,m=0 

= Y mk en]? SEQ] 
k,mz0 

= Y mlm? <k <(m+1) <n] 
k,mz0 
FS > m[m^ <k<n<(m+l)’]. 


k,m20 

















边界 条 件 再 次 有 一 点 微妙 . 我 们 首先 假设 n= a? 是 一 个 完全 平方 , 这 样 , 第 二 个 和 式 就 是 零 ， 
而 第 一 个 和 式 可 以 用 惯常 的 办 法 计算 : 
25 mm? <k «(m*1) <a’] 
k,mz0 
E ^ m((m *1y -m° )\[m+1 xa] 
mz 
E > m(2m +1)[m <a] 
mz 
= > (2m? +3m')[m « a] 
m20 
= > (2m? + 3m')dm TOR AE AR KAS fo 


2 3 1 式 翻 着 跟 斗 落下 来 . 
= "uan -D(a reca -1)= a +Da(a-l). 


在 一 般 情形 下 ,我 们 可 以 设 a=| Vn | ， 这 样 就 只 需要 再 加 上 满足 a? 入 上 <7 的 项 ， 这 些 
项 全 都 等 于 a ， 故 它们 的 和 等 于 (n-a*)a， 这 就 给 出 了 所 要 的 封闭 形式 





提醒 : 这 部 分 内 容 比 
RAR. 初次 阅读 时 
最 好 略 过 下 面 两 页 ， 
它们 并 非 至 关 重 要 
一 一 友好 的 助教 


| cune 
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Y [Vk Jenae -2a a. a-| n |. (3.27) 


0<ken 6 
求 这 个 和 式 的 另 一 个 方法 是 用 > Ej <x] PB D | x | 的 表达 式 , 只 要 x 之 0, 这 就 
是 合理 的 .如 果 为 方便 起 见 ， 我 们 假设 n=a? ， 那 么 此 方法 在 形 如 | 平方根 | 的 和 式 中 有 效 ， 
其 原因 是 : 























Y | ve |- SUS j < Io < ka] 


Oxk«n jk 


= > SL? <k<a’] 


2 2) _ 3 il 工 
= 2M j )=a Ja ats}. 
还 有 男 一 个 例子 , 在 其 中 做 变量 替换 就 会 导出 一 个 变形 的 和 式 . 在 1909 年 的 大 约 同一 时 
la], 三 位 数学 家 Bohl54 、Sierpiiski629 以 及 WeylE53 分 别 独 立 发 现 了 这 个 著名 的 定理 : 如 果 o 
是 无 理 数 ， 那 么 分 数 部 分 {nQ} 4 n 9 ee 时 在 0 和 1 之 间 是 非常 一 致 分 布 的 ， 叙 述 这 一 点 的 一 
种 方式 是 : 对 所 有 无 理 数 w 以 及 所 有 几乎 处 处 连续 的 有 界 函 数 f 有 





lim. y. f (Go) » f, f(a) dx. (3.28) 


127? N oZ kan 





例如 ， 令 fx) mx. MIVA pua] KPA, RINS. 这 正 是 我 们 期 待 的 ,知道 下 面 
的 结果 也 是 令 人 愉快 的 : 不 论 是 什么 样 的 无 理 数 ， 这 个 结果 都 确实 可 以 证 明 是 正确 的 . ) 

Bohl, 、Sierpiaiski 以 及 Weyl 的 这 个 定理 是 用 “阶梯 函数 ”从 上 方 以 及 下 方 逼 近 f (x) 的 方 
法 证 明 的 ， 阶 梯 函 数 是 当 0 三 v 三 1 时 简单 函数 
f(x) =[0 € x « v] 
的 线性 组 合 . 在 这 里 ,我 们 的 目的 不 是 证 明 这 个 定理 , ABER ES. 我 们 想 要 通 
过 观察 在 特殊 情形 f(x) = f(x) 下 这 个 定理 是 多 么 成 功 ,来 指出 它 成 立 的 根本 原因 ， 换 句 话 
W, ZAWA n RH a 是 无 理 数 时 ， 和 式 

> [[ka] « v] 


与 “理想 的 ” 值 nv 有 多 人 么 接近 . 
为 此 目的 ， 我 们 定义 偏差 (discrepancy ) D(a,n) 是 和 式 


s(a,n,v)- M. ([{ka}<v]-v) (3.29) 


































































































fE0 x v1 EA KAO. 我们 的 目的 是 通过 证 明 当 or 是 无 理 数 时 |s(o,myj| 总 是 适当 地 
小 ， 从 而 证 明 D(ar, n) Ei n FALE “不 太 大 ” 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 0< w<1. 
首先 可 以 将 s(Q,n,v) 改写 成 更 为 简单 的 形式 ， 然 后 引入 一 个 新 的 指标 变量 j : 
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Y (oj <vj-v)= Y (ka |-| ka-v |-v) 


Oxk«n Oxk«n 


--nv* M Y'[ka-v« j< ko] 


OSk<n j 


=-nv+ > Sia" <k<(jtvja"']. 


0<j<[na] k«n 
如 果 运 气 好 ， 我们 就 能 求 出 关于 k 的 和 式 . 但 是 ， 
不 至 于 如 此 凌乱 ， 我们 记 


我 们 应 该 引入 一 些 新 的 变量 ， 


这 个 公式 











于 是 a 2 la a 的 分 数 部 分 ， 而 亦 则 是 va 的 mumble 分 数 部 分 . 
再 次 ,边界 条 件 是 我 们 仅 有 的 蔡 难 之 源 . 让 我 们 暂时 忘掉 限制 E<7 ， 
件 后 计算 关于 k 的 和 式 : 
Slike pa. vay 2 [Ga o]-[ (a+@)] 
-bs[jo -v'|- p ja]. 
好 的 ， 这 太 简 单 了 ， 我 们 将 它 代 入 并 努力 做 下 去 : 
s(a,n,v)- -ny *[ na |b+ = (je -v']-[ ja’])-S ; 
0x j«| no] 
其 中 $s 是 对 我 们 未 能 排除 的 三 n 情形 所 做 的 修正 . Œ je 仅 当 j=0 时 是 整数 , 由 于 w (从 
To!) ELEA, mje -v HEZA j 的 值 是 整数 .所 以 ,我 们 可 以 将 含有 顶 的 项 改变 
成 含有 底 的 项 : 
s(at,n,v) = -nv * | na |b- A (Lie |-| ja -v' )- 54 {0 或 者 1}， 
0x j«| na | 
这 很 有 意思 . 我 们 得 到 的 不 是 封闭 形式 , 而 是 看 起 来 像 s(Q,n,v) 却 带 有 不 同 参数 的 东西 : o 
RET a, [na RET n, mv WRT v. 所 以 我 们 就 有 一 个 关于 s(&,n,v) 的 递归 式 ， 
(HE) 它 能 引导 出 偏差 D(ar, n) 的 递归 式 ， 这 就 是 说 ， 我 们 想 将 
s(@’,| na], v^) X (Lj |-| je -v' |-v') 


0x j«| na | 














并 在 去 掉 限 制 条 














(3.30 ) 
















































































代入 到 

s(@,n,Vv) = -nv* [na |b-[na]|v'-s(œ, [na], v) - S {0 或 者 1} 
m. BHZ—TFPb-v'-2vo^, SITE SJ, WRH na(b-v)- nv 代替 | na |(-v) , 
亮 地 得 以 简化 : 

s(a,n,v) 2 -s(o,[ na ],v') - 5 e - {0 或 者 1}. 
这 里 BNF va 的 正 误差 .习题 18 证 明了 : 类 似 地 ，5 介 于 0 和 | vat | 之 间 ， 对 于 
j=[na|-l=|ne|, 我 们 可 以 从 和 式 中 去 掉 这 一 项 ， 因 为 它 的 贡献 是 ”或 者 -1. 因此 ， 
如 果 关 于 所 有 的 v 取 绝对 值 的 最 大 值 ， 我 们 就 得 到 





一 切 都 会 漂 











正确 ， 命 名 并 求解 
从 大 到 三 的 变量 变 
换 是 要 点 . 

一 友好 的 助教 


( 公式 {0 或 者 1} 表 
示 其 值 是 0 或 者 1 的 
某 个 东西 . 我 们 无 需 
现在 决定 它 的 值 ， 因 
为 细节 并 不 重要 . ) 


| 


略 去 阅读 部 分 到 此 
结束 


这 是 底 的 更 难 的 和 
式 ， 还 是 更 难 的 底 的 
fe KE? 


事先 提醒 : 这 里 开始 
出 现 一 种 新 模式 ， 按 
照 这 种 模式 ， 每 章 的 
最 后 部 分 会 解答 某 些 
长 而 困难 的 问题 ， 这 
需要 一 些 思想 的 火 
花 ， 而 不 是 好 奇 心 
一 一 学 生 


言 之 有 理 . 但 是 ， 亲 
爱 的 孩子 们 ， 在 你 们 
对 某 个 东西 感 兴趣 
之 前 , 是 否 总 是 需要 
有 人 告诉 你 们 相关 
应 用 ? 例如 ,这 个 和 
式 是 在 讨论 随机 数 
的 生成 和 检验 时 出 
现 的 , 但 是 数学 家 们 
在 计算 机 出 现 前 很 
早 就 注意 它 了 . 他 们 
发 现 了 就 自然 会 问 
是 否 有 一 种 方法 来 
对 “被 加 了 底 括 号 
的 ”等 差 级 数 求 和 
一 一 你 们 的 指导 老师 
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D(a,n) € D(a’,| an |)+a' +2. (3.31) 

接 下 来 几 章 里 学 习 的 方法 将 使 我 们 从 这 个 递归 式 得 出 结论 : n 充分 大 时 ，D(Q,n) 总 
是 比 n 要 小 得 多 .故而 定理 (3.28) 为 真 ， 然 而 ， 它 收敛 于 极限 并 不 一 定 很 快 . 〈 见 习题 9.45 
以 及 习题 9.61. ) 

IE, 这 真是 一 个 处 理 和 式 、 底 以 及 顶 的 出 色 练 习 了 . 不 习惯 于 “证 明 误 差 很 小 ”的 读者 
或 许 会 发 现 ， 很 难 相信 还 有 人 在 面 对 这 样 看 似 古怪 的 和 式 时 有 继续 前 进 的 勇气 。 但 实际 上 ， 
再 次 审视 就 会 发 现 ， 在 整个 计算 过 程 中 贯穿 着 一 条 简单 的 动机 主线 ， 其 主要 思想 是 : 一 种 
项 的 和 式 sar, n, v) 可 以 化 简 为 至 多 有 | wz | 项 的 一 个 类 似 的 和 式 ， 除 了 只 留 下 一 小 部 分 接近 
边界 的 项 以 外 ， 其 他 的 项 都 被 抵消 了 . 

我 们 稍 作 停 顿 ,再 来 做 一 个 和 式 ， 它 不 是 平凡 的 ,但 ( 与 我 们 刚刚 做 的 相 比 较 ) 有 很 大 
的 好 处 : 它 的 结果 是 一 个 封闭 形式 ,这 使 得 我 们 可 以 很 容易 验证 答案 . 现在 , 我 们 的 目的 是 
找到 下 面 和 式 的 一 个 表达 式 : 


了 |" cm > 0 Ln 
O<k<m 


m 
以 此 来 推广 〈3.26 ) 中 的 和 式 . 对 这 个 和 式 求 一 个 封闭 形式 要 比 到 目前 为 止 我 们 做 过 的 更 困 
难 一 些 (除了 我 们 刚才 观察 的 偏差 问题 之 外 ) 但 这 是 有 益 的 ， 所 以 本 章 的 余下 部 分 就 来 解 
决 这 个 问题 . 
与 通 党 一样， 特别 是 对 于 棘手 的 问题 ， 我 们 首先 观察 小 的 情形 . 
(3.26 )， 在 其 中 用 x/m 替换 x : 


Eje oo 


m 
与 第 1 章 中 一 样 ， 通 过 向 下 推广 到 n=0 的 情形 来 得 到 更 多 信息 是 有 用 的 : 


| 
二 |+| 二 |+…+| 二 |= 丰 二 |. 
m| |m m m 

我 们 的 问题 有 两 个 参数 m 和 nn ， 我 们 来 观察 m 较 小 时 的 一 些 情形 . 当 m=1 时 ， 和 式 中 
恰好 只 有 一 项 且 它 的 值 为 | x |. 当 m=2 时, 这 个 和 式 是 | x/2 |+| (x+n)/2|. 通过 在 底 函 数 
的 内 部 去 掉 n, 我 们 可 以 去 掉 x 和 nn 之 间 的 相互 作用 , 但 是 要 这 样 做 , 我 们 必须 将 侦 数 的 n 和 
奇数 的 nn 分开 来 考虑 .如 果 nn 是 偶数 ，n/2 就 是 一 个 整数 ， 所 以 能 从 底 中 将 它 去 掉 : 


(5/575 

二 | | 二 |+ 一 |=2| 一 |+ 一 . 

[2| \L2] 2 2] 2 

AEn REPE, (n 1) 2 ER, TTA 
x+1| n-l n-l 

| Bla Jp "m 

最 后 一 步 由 (3.26 ) 得 出 (Hm =2 ) 


偶数 和 奇数 的 这 些 公 式 有 点 像 n = 0 和 n=1 的 那些 公式 , 但 是 还 没有 出 现 清晰 的 模式 ， 
故而 我 们 最 好 继续 研究 一 些小 的 情形 .对 m=3 ， 这 个 和 式 是 


BHERPETS 









































n=1 的 特殊 情形 就 是 
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对 我们 考虑 三 种 情形 : 它 是 3 的 倍数 ， 它 比 3 的 倍数 大 1， 或 者 它 比 3 的 倍数 大 2. 也 就 是 说 ， 
nmod3 = 0,1 或 者 2. 如 果 zmod3 =0, 那么 n/3 和 2n/3 是 整数 ， 故 而 和 式 为 


EDI E 


如 果 nmod3=1， 那么 (n-])/3 Al (2n-2)/3 是 整数 ， 所 以 有 






























































x X 十 1 7 一 1 X 十 2 2n-2 
* 上 十 | |: =|x|+n-1. 
13] U3 3 3 3 
最 后 一 步 再 次 由 (3.26) 得 出 ， 这 一 次 取 m=3. 最 后 ， 如 果 zmod3= 2 ， 那 么 
x x+2| n-2 x+1] 2n-1 
+ |: + | |: =|x|+n-1. 
a) 4. 3 3 3 3 

















我 们 大 脑 的 左 半球 完成 了 m=3 的 情形 ， 但 是 右 半球 仍然 未 能 辨认 出 其 模式 ， 所 以 还 要 
aum =4 : 
x [m E Ea 
+ + + ; 
| 4 | 4 4 4 
到 目前 为 止 ， 我 们 至 少 已 经 了 解 要 基于 nmodm 来 考虑 相应 的 情形 .如 果 mmod4=0 ， 那 么 
x | d z) B x) B x) H 3n 
+ +— |+ + + + =4 ds 
[4] 4] 4 4 4 4 4 4 2 
Xl nmod4-21, 就 有 
x (ea 22 (=| x (5 x) 
+ + + + + + 
[4] (L4 4 4 4 4 4 
2px] 32.3 
=|x|+ ae 
事实 表明 ，nmod4=3 的 情形 给 出 了 同样 的 答案 . 最 后 , 在 zmod4= 2 的 情形 ,我们 得 到 稍 
微 不 同 的 结果 ， 这 是 发 掘 其 一 般 情 形 下 性 状 的 一 条 重要 线索 : 


HE) ls 
ed 


最 后 一 步 对 形 如 | »/2 «| (y+])/2] 的 式 子 做 了 简化 ， 它 仍然 是 (3.26 ) 的 一 个 特殊 情形 . 
总 结 一 下 ， 下 表 是 mn 较 小 时 和 式 的 值 . 


m nmodm = 0 
























































nmodm = 1 nmodm = 2 nmodm = 3 





1 lx] 
2) Xp o tbi 
3 | oie [Jen EUN 











x| 3n 3n 3 x| 3n 3n 3 
4 | yz HN lela 


“创造 性 的 天 才 需 要 
先进 行 愉悦 的 脑力 
活动 才能 进入 激烈 
思辩 的 状态 . “需求 
是 发 明之 母 ?是 缺乏 
常识 的 俗话 .而 “ 需 
求 是 无 用 托 词 之 母 ， 
更 接近 于 真理 . 现代 
发 明 的 发 展 建 立 在 
科学 发 现 的 基础 之 
上 ， 而 科学 几乎 就 是 
愉悦 的 求知 欲 的 结 
果 . ” 


一 一 怀特 海 B7 
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看 起 来 ， 我 们 好 像 得 到 了 形 如 
a H 十 D1 十 C 
a 
的 结果 ,其 中 a、b 和 c 以 某 种 方式 依赖 于 m Allin. 即便 是 缺乏 辨别 力 的 人 也 能 看 出 ，b 大 概 
fe (m-1)/2. 辨识 出 a 的 表达 式 更 为 困难 , 但 是 nmod4=2 的 情形 给 了 我 们 暗示 : a 大概 是 
m 和 n 的 最 大 公 因 子 ged(m, n). 这 很 有 意义 ， 因 为 gcd(m,n) 是 将 分 数 n/m 化 为 最 简 分 数 时 
从 m 和 nn 中 去 掉 的 因子 ， 而 和 式 包含 分 数 n/m. (第 4 章 将 仔细 探讨 gcd 运算 . ) c 的 值 看 来 
更 加 神秘 莫 测 ， 但 是 可 能 会 从 对 于 a Al 的 证 明 中 自动 显现 出 来 . 
在 对 小 的 m 计 算 和 式 时 ,我们 将 这 个 和 式 的 每 一 项 有 效 地 改写 为 
[em H [preme kn knmodm 


m 





























m m m 


AX (kn — kn mod m) / m 是 一 个 可 以 从 底 括号 内 部 去 掉 的 整数 ,因此 原来 的 和 式 可 以 展开 成 如 
下 场景 











E 0 Omodm 
= 十 一 一 


m: m m 





x+nmodm n nmodm 
+ + 一 一 
m j| m m 
(rre ,2n 2n mod m 


m m m 








fre —-])n mod m n (m-1)n _(m-1)nmodm | 
m | m m 
当 我 们 用 小 的 m 值 来 计算 时 ， 这 三 列 分 别 得 出 a| x /a |. bn kee. 
特别 地 ,我 们 可 以 看 到 4b 是 如 何 出 现 的 . 第 二 列 是 一 个 等 差 级 数 ， 它 的 和 是 第 一 项 和 最 
后 一 项 的 平均 乘 以 项 数 : 
io: Qu D ps B cM | 


故而 ,我们 猜测 b= (m -1)/ 2 就 得 到 了 验证 . 
第 一 列 和 第 三 列 看 起 来 更 困难 一 些 . 要 确定 a 和 c ， 必 须 更 仔细 地 观察 数列 



































Omodm, nmodm, 2nmodm, :…, (m—l)nmodm. 
例如 ,假设 m=12，n=5. 如 果 我 们 把 这 个 数列 看 成 钟表 上 的 时 间 ， 那么 这 些 数 就 是 0 
点 钟 (我 们 把 12 点 钟 视 为 0 点 钟 ), 然后 是 5 点 钟 、10 点 钟 、3 点 钟 (=15 点 钟 )、8 点 钟 , 等 等 . 于 


AE. REEE REC UCPR. 

现在 假设 m=12，n=8. 这 些 数 就 是 0 点 钟 、8 点 钟 、4 点 钟 ( = 16 点 钟 )， 此 后 0、8 和 4 
再 次 重复 .由 于 8 和 12 都 是 4 的 倍数 ， 又 因为 这 些 数 以 0 为 起 点 ( 它 也 是 4 的 倍数 )， 故 而 无 法 
跳出 这 一 模式 一 一 它们 必须 都 是 4 的 倍数 . 

在 这 两 种 情形 下 ， 我 们 有 gcd(12,5) =1 ，gcd(12,8) =4. 下 一 章 将 要 证 明 的 一 般 法 则 说 
Hj, WR d = gcd(m,n) ， 则 得 到 按照 某 种 次 序 排列 的 数 0,4,2d,…m 一 4 ， 接 下 来 是 同一 数列 
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的 另外 dg -1 次 复制 ， 例如， 对 严 =12 以 及 二 = 8 ， 模 式 0, 8, 4 出 现 4 次 . TT 








和 式 的 第 一 列 现在 有 了 完整 的 意义 . 它 包 含 项 ( 按照 某 种 次 序 ) | x/m [ee d / m. Comma), ERE 
(e+ m—d)/m |i d 份 复制 ， 所 以 它 的 和 是 国境 ( dilemma ) 














d a ea ed 
m m m 
er EM E 
=d + ++ 一 一 一 一 一 一 
m/d mid m/d 
pt 
d 
这 最 后 一 步 也 是 (3.26) 的 男 一 个 应 用 . 我 们 对 a 的 猜测 就 得 到 了 验证 : 
a= d = gcd(m,n). 


如 我 们 所 猜测 的 ， 现 在 也 能 计算 c 了 ， 因 为 第 三 列 已 经 变 得 易于 理解 . 它 包 含 等 差 级 数 
0/m,d /m,2d | m,---,(m-d)/mfj d 份 复制 ， 所 以 它 的 和 是 


EF o tym E er 
2 m d 2 


第 三 列 实际 上 是 被 减 去 而 不 是 被 加 上 的 ， 所 以 有 


d—m 
PME 


谜 题 结 束 了 ， 探 求 也 完成 了 .所 要 求 的 封 财 形式 就 是 


nk +x x| m-l d-m 
A m | di 2 ind Q2 7 
其 中 4 = gcd(m,n) . 检验 一 下 ， 我们 可 以 确信 它 在 特殊 情形 n= 010 21 vr, 这 是 我 们 以 前 
就 知道 的 “n=O, 我们 得 到 4 = gcd(m,0) 2 m, ， 此 公式 的 最 后 两 项 是 零 ， 所 以 正确 得 出 


m|x/m]; 而 当 n=1 时 , 我 们 得 到 4 = ged(m,1) =1， 最 后 两 项 正好 抵消 ， 故 而 和 正好 是 | x |. 
对 封闭 形式 稍 做 处 理 ， 实 际 上 可 以 使 得 它 关 于 m 和 nn 对称: 


| d m-— L 
O0<k<m d 2 


-a|= |+ (m — w a m- l, d-m 





























g= 



































d 2 2 
-a|= Is (m — it D, d— p (332) 
2 
这 令 人 吃惊 ， 因 为 从 代数 角度 没有 理由 来 推测 这 样 一 个 和 式 会 是 对 称 的 .我们 已 经 证 明了 $e ， 惊奇 
“ERIE” floored ) . 








nk +x mk +x " 
xt -Z| ,整数 mn>0. 
0<k<m Oxk«n 


m n 


你 知道 的 ， 大 学 课本 
里 没有 告诉 你 如 何 
正确 读 出 Dirichlet. 
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例如 ,如 果 m=41 且 n=127， 则 左边 的 和 式 有 41 项 ， 而 右边 的 和 式 有 127 项 ,但 是 对 所 有 实 
数 x ， 它 们 仍然 相等 . 





习题 
热身 题 
1 ”我 们 在 第 1 章 分 析 约 瑟 夫 问题 时 ， 将 任意 一 个 正 整数 表示 成 了 n=2"+1 的 形式 ， 其 中 


0 三 1<2”. 请 利用 底 括 号 或 者 项 括号 ， 给 出 将 1 和 m 表示 成 为 n 的 函数 的 显 式 公 式 . 











































































































2 ”与 一 个 给 定 实 数 x 距离 最 近 的 整数 的 公式 是 什么 ”在 对 等 的 情形 下 ，x 恰好 在 两 个 整数 的 中 间 位 
置 , 请 给 出 一 个 表达 式 , 它 (a ) 往 上 舍 人 成 整数 , 即 成 为 [x] ;(b ) 向 下 舍 人 成 整数 , 即 成 为 |x | . 
3 “Sm 和 nn EEK, Ha EKT n 的 无 理 数 时 ,计算 | | mar |n! a | : 
4 ”正文 里 描述 了 从 水 平 1 到 水 平 5 的 问题 ， 水 平 0 是 什么 问题 呢 ?” (顺便 说 一 句 ， 这 道 题 不 是 水 平 0 的 
问题 ， ) 
5 Hn 是 正 整 数 时 , 求 使 得 [nx |= n| x | 成 立 的 必要 充分 条 件 . (你 的 条 件 应 该 包含 {x} .) 
6 5 f(x) 是 仅 当 x 为 整数 时 才 取 整数 值 的 连续 单调 递减 函数 时 ， 关 于 | f(x) | 有 什么 可 谈 的 吗 ? 
7 解 递归 式 
X,=n, 0<n<m; 
X,=X,,+1, nZm. 
8 ”证 明 狄 利克 雷 抽 层 原 理 : WR n 个 物体 放 进 m 个 盒子 中 , 那么 某 个 盒子 中 必定 含有 宇 [n/m | 个 物 
体 ， 有 是 有 某 个 盒子 中 必定 含有 三 |n/m | 个 物体 . 
埃及 数学 家 在 公元 前 1800 年 就 把 0 与 1 之 间 的 有 理 数 表 示 成 了 单位 分 数 之 和 1/x+…+1/ x, ， 其 中 
Mx 是 不 同 的 正 整数 ， 例 如 ， 他 们 将 "el. 证 明 ， 总 可 以 用 一 种 系统 化 方法 来 这 样 做 : 
如 果 0<m/n<1， 那 么 
nl. 7 MR „a ZH 
n dq 
(xb AGRARIA, CVD TSAR, AXC12024F. ) 
基础 题 
10 证明， 表达 式 
E [zn me 
2 4 4 
总 是 等 于 | x | 或 者 [x]， 每 一 种 情形 在 何 时 会 出 现 ? 
11 给 出 正文 中 提 及 的 证 明细 节 : ore BRE, FAH (ep) 恰好 包含 [8]1-| a |-1 个 整数 ,为 使 证 明 
正确 ,为 什么 = 有 的 情形 必须 排除 在 外 ? 
12 证 明 ， 对 所 有 整数 n 和 所 有 正 整 数 m 有 











94 











95 

















96 











(这 个 恒等式 给 出 了 另 一 种 将 顶 与 底 相 互 转化 的 方法 ， 它 用 不 到 反射 律 (3.4) . ) 
Ka Al BRIER. WEH: Spec(@) 和 Spec(B) 给 出 了 正 整数 的 划分 ， 当 且 仅 当 w 和 8 是 无 理 数 
H1/a41/f-1. 
证 明 或 推翻 
(xmod ny) mod y 2 xmod y ，7 为 整数 . 

存在 与 (3.26 ) 类 似 的 用 项 替代 底 的 恒等式 吗 ? 
YE nmod2 = (1 —(-1)") /2. 对 nmod3 求 出 并 证 明 类 似 的 形 如 a+pw"+co” 的 表达 式 , FP o de 
复数 (-1+iV3)/2. 提示 : 办 =1 且 1+w+w2 =0. 
fExZ0 的 情形 下 ， 通 过 用 X Sf Sxtk/m] 替换 |x+K/m| 并 首先 对 大 求 和 ， 来 计算 和 式 
Yoaaubxtk/m|. 你 的 答案 与 (3.26) 吻合 吗 ? 



















































































18 证 明 : (3.30) 中 边界 值 的 误差 项 5 至 多 是 | wy |. 提示 : 证 明 小 的 值 不 涉及 其 中 . 
作业 题 
19 求 出 关于 实数 b>1 的 一 个 必要 充分 条 件 ， 使 得 


20 
21 


22 


23 


24 


25 
26 


27 
28 


| log, x | = | log, [x ]] 
对 所 有 实数 x 三 1 都 成 立 . 
当 x>0 时 , 求 闭 区 间 [&..6] 中 x 的 所 有 倍数 之 和 . 
对 0 三 m 三 M ， 有 多 少 个 数 2” 的 十 进 制 表示 中 ， 其 首位 数字 为 1? 
计算 和 式 S, = XML /2 十 WRT, =D a |" /2* + ; 
证 明 序列 

1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,..- 

















的 第 个 元 素 是 | 25 + 二 |。 《这 个 序列 从 好 包含 由 个 由， ) 
M a 是 任何 一 个 >1 的 无 理 数 时 ， 因 为 1/w+(w-D/w=1l1， 习题 13 在 两 个 多 重 集合 Spec(a) 和 
Spec(a / (a —1)) 之 间 建 立 起 有 趣 的 关系 . a 是 任何 一 个 正 实 数 时 ， 找 出 〈 并 且 证 明 ) 两 个 多 重 
集合 Spec(w) FI Spec(a@/(@+1)) 之 间 的 有 趣 的 关系 . 
证 明 或 推翻 对 所 有 非 负 的 nx rH (3.16) 所 定义 的 高 德 纳 数 满足 K, >n. 
证 明 : 辅助 的 约瑟夫 数 (3.20 ) 满足 

PS <p” «1 , nz0. 

q-1 " q-1 

证 明 : H (3.20) 定义 的 数 DW 中 有 无 穷 多 个 是 偶数 ， 有 无 穷 多 个 是 奇数 . 
求解 递归 式 


a,=13 




































































这 个 公式 与 (3.31 ) 
之 间 有 偏差. 


化 简 它 ， 但 是 不 要 改 
变 它 的 值 


AV 
e 
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a, =4,.+| a, | š n»0. 











































































































29 作为 对 (3.31) 的 补充 ， 证 明 有 
D(a,n) = D(@,| en) -oe -2. 
30 证 明 : 如 果 m 是 一 个 大 于 2 的 整数 ， 其 中 gt+a n=m 且 >1， 那么 递归 式 
X,-2m, 
X,2X2,-2, n>0. 
fe x, =|” |. 例如 ， 如 果 加 =3 ， 则 解 为 
x,-|e" | i pt ; a2. 
31 证 明 或 推翻 : [x|e| y |- [x » | € |2x |*|2y |. 
32 i ||x| = min(x-|x ,[ x |- x) 表示 x 到 离 它 最 近 的 整数 之 距离 . 
ye ert 
的 值 是 什么 ” ( 注意 ， 这 个 和 式 可 能 是 双向 无 限 的 . 例如 ， 当 x=1/3 时 ， 其 中 的 项 当 k 一 -ww 时 
是 非 零 的 ， 且 当 磊 一 +ee 时 亦 然 ，) 
考试 题 
33 一 个 直径 为 2n -1 个 单位 长 的 圆 对 称 地 画 在 一 个 22x272 棋盘 上 ， 图 中 画 出 的 是 n=3 的 情形 . 
a 棋盘 上 有 多 少 个 格子 包含 这 个 圆 的 一 段 ? 
b 求 一 个 函数 f(n,k) ， 使 得 棋盘 上 恰 有 y f (n, k) 个 格子 完全 在 这 个 圆 的 内 部 . 
34 设 f(m=》 gk]. 
a 当 n 宇 1 时 , ok f(n) 的 封闭 形式 . 
b 证明: XP nz 有 f(n)=n-1+f(n/2D+f(n/2)D. 
35 化 简 公 式 Ic + 1)’nle |modn . 
36 假设 n 是 一 个 非 负 整数 ， 对 和 式 
1 
pr U^ lglisisk | 
求 封闭 形式 . 
37 对 所 有 正 整 数 m 和 nn 证 明 恒 等 式 











(| BBK metres Cmn | 
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对 所 有 正 整数 m 都 成 立 的 实数 .证 明 与 x,…,x,, 有 关 的 某 种 有 意思 的 结论 . 
39 证 明 : XH SCC S1 以 及 每 个 整数 p>1 ， 双 重 和 式 > ,ww ,> | Gee jb) 10 | 等 于 
(bp-D(log,x|+D)+|x|-1. 
40 图 中 所 示 的 螺旋 函数 a(n) 把 一 个 非 负 整数 映射 成 一 个 有 序 整数 对 (x(m),y(m)) . 例如 , 它 把 n=9 
映 上 地 映射 成 有 序 对 (1,2). 











> 

















南半球 的 人 用 不 同 
的 螺旋 线 . 














a 证 明 : 如 果 m=| Vn | ,那么 


x(n) = (-1)" 区 - mm +1))x || 2» | 是 偶数 | + Fal i 








再 求 一 个 与 yon 类 似 的 公式 ， 提 示 : 将 此 螺旋 线 根据 | 2n |=4k-2, Ak-1, 4k, 4k +1 SP 
成 线段 到 SQ. EQ. N,- 

b 反 过 来 证 明 : 我 们 可 以 通过 一 个 形 如 

n- (2k) +(2k+x(n)+ y(n)) ,. k= max([x(n) 


^ 








y(n)|) 
的 公式 从 o(n) 确定 出 n .给 出 一 个 法 则 来 判断 何 时 符号 为 + ， 何 时 符号 为 -. 


附加 题 


41 设 f 和 g 是 递增 函数 ,它们 使 得 集合 {f(D),f(2)…} FIL e 0,8.) 是 正 整数 的 划分 . 假设 /和 g 
由 条 件 g(n)=f(f(m))+1 相 联 系 (对 所 有 n>0 ) . 证明 fo) - [nó] HL gon - [ne^ | ; Jb 
ó-2(0445)/2. 

42 ”是否 存在 实数 w By, (874 Speca) Spec(P) F Spec(y) 合 起 来 给 出 正 整数 集合 的 划分 ? 

43 通过 展开 递归 式 (3.16 ) ， 寻 求 高 德 纳 数 的 一 个 有 趣 的 解释 . 

44 证 明 存 在 整数 ao) Fld ， 使 得 当 D'2 是 (3.20) 的 解 时 有 














(4) (4) (4) (a) 
(9) — Dj * d, = D, * d; 


> , n»0. 
q-1 q 





a 


AG) 
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利用 这 一 事实 来 得 出 推广 的 约瑟夫 问题 
J,(n) 2 1 dj? +q(n-a) , a(? x n«a(? 
的 另 一 种 形式 的 解 . 
45 如果 m 是 一 个 正 整 数 ， 推 广 习 题 30 的 技巧 来 求 
h=m, 
Y, 22YA-1, n>0 
的 封闭 形式 的 解 . 
46 证 明 , We n= [oz + m| (其 中 m RU 是 非 负 整数 ), 那 么 | 2n +D) |= | 2 + V] E 


用 这 个 非 同 寻常 的 性 质 求 递归 式 
,=a ， 整数 a>0; 


Bl 0|. n»0 
的 封闭 形式 的 解 ， 提 示 : Lesen J- ne) | 


47 PREX f(x) 说 成 是 多 次 复 现 的 (replicative) , ， 如 果 对 每 个 正 整数 请 ， 它 都 满足 






































f(mx) fore enr nt) 
m m 
求实 数 c 所 应 满足 的 必要 且 充 分 条 件 ， 使 得 下 列 函数 是 多 次 复 现 的 : 
a f(x)=x+c. 
b f(x)=[x+c 是 整数 ]. 
c f(x) 2 max( x|,c). 
d f(x) 2xe|x -了 [不 是 整数 ] . 
48 证 明 恒 等 式 
w = Balala jAi ETE PIERII 
并 指出 当 n>3 时 怎样 对 x” 得 到 一 个 类 似 的 公式 . 
49 cR T SOLO x o «1X B >0 的 必要 且 充 分 条 件 ， 使 得 我 们 可 以 从 取 值 为 
f| na | + [nf || n> o} 
的 无 限 多 重 集合 来 确定 a 和. 








研究 题 


50 求 关 于 非 负 实 数 & 和 的 必要 且 充 分 条 件 ， 使 得 我 们 可 以 从 取 值 为 
{| | no |B | |n > o} 
的 无 限 多 重 集合 确定 a 和 6. 
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51 设 * 是 一 个 >4= (e V5) 的 实数 ， 如 果 x 是 一 个 整数 ， 那 么 递归 式 





Z)-x, 
Z,() - Z, Gy -1 $ n>0 


的 解 可 以 写成 Z,(x)=| FO)" ]. 其 中 





f(x) =limZ,(x)'"" , 
因为 在 此 情形 有 Z, Go) -1« f(x)”< 2,(x) .这 个 函数 f(x) 还 有 其 他 什么 有 趣 的 性 质 吗 ? 











合 ”预计 (spec ) 这 个 研究 
m 题 很 困难 . 


SEETHER a RB. i 
Spec(@; B) - 1| a+ 8] |2 * B |.| 3o P |} 

是 一 个 多 重 集 合 ， 它 推广 了 Spec(a)-Spec(o;0). 证 明 或 推翻 : 如 果 m 三 3 个 多 重 集 
Spec(a,; £,),Spec(a,; B,),--+,Spec(a, ; B,) 给 出 正 整数 的 划分 ， 又 如 果 参 数 < ac, <…< 0% 是 有 
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数 ， 那 么 
Q, = ,l£€kzEm. 
P 
AEG STE ( 习题 9 ) YE PIRES FE ARS) (greedy): 在 每 一 步 它 选择 一 个 可 以 想象 到 的 最 
j 个 分 母 为 奇数 的 分 数 m/n 都 可 以 表示 成 分 
总 是 会 终止 的 吗 ? 


DFE ZS 
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小 的 9 . 已 知 一 种 更 为 复杂 的 算法 ,根据 这 一 算法 , 每 
的 不 同 的 单位 分 数 之 和 1/g,+…+1/g, 对 这 样 的 表示 ， 贪 禁 算 法 ， 








母 为 奇数 
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换 句 话说 , PASH 
KT. 


te EUR AEA SE HC 
能 被 -1 整除 (严格 
地 说 ) .” 

一 一 本 书 三 位 作者 [9 


在 英 称 之 为 
hef (highest common 
factor, 最 高 公 因 子 ). 





离散 数学 是 本 书 的 重点 , 而 整数 又 是 离散 数学 的 中 心 议题 . 数论 是 讨论 整数 性 质 的 重要 
数学 分 文 ， 因 而 我 们 要 来 探索 它 . 

在 上 一 章 里 , 通过 引入 了 mod 以 及 gcd 二 元 运算 , 我 们 试 了 试 数论 这 漂 池 水 的 深浅 . 现 
在 我 们 要 投身 其 中 ， 真 正 潜心 就 这 一 对 象 做 一 香 研 究 . 








4.1 ”整除 性 DIVISIBILITY 


如 果 m>0 且 比值 n/m 是 一 个 整数 ,我们 就 说 m 整除 n (或 者 n 被 m 整 除 ) 这 个 性 质 
英 定 了 整个 数论 的 基础 ， 所 以 赋予 它 一 个 特殊 记号 会 更 方便 ， 记 为 
min e m>0 且 对 某 个 整数 有 n= mk. (4.1) 
( 实际 上 在 现在 的 数学 文献 中 ,记号 “mjn ”要 远 比 “m\n ”通用 . 不 过 竖 线 使 用 得 太 多 了 ， 
如 绝对 值 、 集 合 的 定义 符 、 条 件 概率 等 ， 而 反 斜 线 则 很 少 使 用 ， 此外,“m\n ”给 人 一 种 印 
象 ，m 看 起 来 就 像 所 隐 含 的 一 个 比值 的 分 母 ， 所 以 我 们 会 醒目 地 将 这 个 整除 性 符号 向 左 
倾斜 . ) 
TR m AER n. dE TELE “mn”. 
有 一 个 类 似 的 关系 ，“n 是 m 的 倍数 ”"， 它 表达 的 意义 几乎 一 样 ， 除 了 m 不 必 取 正 数 之 
外 . 在 这 种 情形 下 ， 我 们 所 指 的 就 是 对 某 个 整数 k 有 n= mk. 这 样 一 来 ,比方 说 ， 只 有 一 个 
数 是 0 的 倍数 ( 即 0 )， 但 没有 任何 数 能 被 0 整除 .每 个 整数 都 是 -1 的 倍数 ,但 没有 任何 整数 
能 被 -1 整除 (严格 地 说 ) 当 m 和 nn 是 任何 实数 时 , 这些 定 义 都 适用 , 例如 ，27 可 以 被 元 整 
除 . 不 过 我 们 几乎 总 是 在 m 和 nn 是 整数 时 利用 这 些 定义 . 不管 怎么 说 ， 这 是 数论 嘛 . 
两 个 整数 m 和 nn 的 最 大 公 因 子 ( greatest common divisor ) 是 能 整除 它们 两 者 的 最 大 整数 : 
gcd(m,n) = max{k | k\m H kn]. (4.2) 


例如 ，gcd(12,18) 26. 这 是 一 个 很 熟悉 的 记号 ， 因 为 它 是 四 年 级 学 生 将 一 个 分 数 m/n 化 为 
最 简 分 数 时 要 从 中 去 掉 的 公 因 子 : 12/182 02/6)/08/6) 2 2/3. 注意 ,如果 n>0, 我 们 就 
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有 gcd(0,n) 2n ， 因 为 任何 正 数 都 整除 0， 叉 因为 n 是 它 自身 的 最 大 因子 . gcd(0,0) 的 值 没 有 
定义 . 














另 一 个 熟悉 的 记号 是 最 小 公 倍 数 (least common multiple ) 别 说 成 了 最 大 公信 
数 . 
lem(mn) = min[k | k»0, m\k H mW; (43) 

















TE mzosdpnzo, ， 则 它 就 没有 定义 学习 算 术 的 学 生 是 作为 最 小 公分 母 认 识 这 个 概念 
的 ,将 具有 分 母 m 和 nn 的 两 个 分 数 相 加 时 就 要 用 到 它 . 例如 1cm(12,18) 236 ， 四 年 级 的 学 生 
就 知道 ata E E = = lcm 与 ged 有 那么 点 相像 ， 不 过 我 们 不 会 在 它 身 上 花 太 多 时 
间 ， 因 为 gcd 有 更 好 的 性 质 . 

gcd 的 一 个 最 好 的 性 质 是 它 容 易 计 算 ， 可 以 用 有 2300 年 之 久 的 欧 几 里 得 算法 来 计算 
E. AT XT EAL O < m< nH gcd(m,n) ， 欧 几 里 得 算法 用 到 递归 式 


gcd(0,7) 2n; 











(4.4) 
ged(m, n) = gcd(nmodm, m), m>0. 


例如 ， 这 样 就 有 ged(12,18) = ged(6,12) = ged(0,6) 26. 所 说 的 递归 式 成 立 ， 是 因为 m 和 nn 的 
任何 公 因子 必定 也 是 m 和 数 nmodm ( 它 等 于 n-|n/m jm ) 的 公 因 子 . 而 对 于 lem(m,n) , 
似乎 并 不 存在 与 它 几 乎 同样 简单 的 递归 式 .( 见习 题 2. ) 

欧 几 里 得 算法 还 给 我 们 更 多 的 东西 :我们 可 以 对 它 加 以 推广 ， 用 它 来 计算 满足 












































m'm* n'n = gcd(m,n) (4.5) 
的 整数 m 和 nw. 做 法 是 : WER m =0 ,我 们 直接 就 取 m 20 EA n 21; BUS r-nmodm, (itt: m RAW A 
JH r 和 m 替 换 m All n BRUM iX TIER FO in, (BEAR 可 能 是 负 的 ， ) 























rr + mm = ged(r, m) . 


HH r=n-|n/m|m H.ged(r,m) = ged(m,n) ， 这 个 方程 就 告诉 我 们 





r(n-|n/m |m)* mm = ged(m,n). 
左边 可 以 重新 改写 以 表明 它 对 m IL 的 依赖 性 : 
(m— | n/ m |r)m +7n = gced(m,n) ; 
Aiii m' 2 m-|n/m|r 和 n =F 是 我 们 在 (4.5) 中 所 需要 的 整数 . 例如， 在 我 们 最 喜欢 谈 及 
的 情形 m=12 和 n=18 下 ， 这 个 方法 给 出 6=0x0+1x6=1x6+0xl2=(-Dxl2+1x18. 
但 是 ， 为 什么 有 (4.5) 这 样 干 净利 索 的 结果 呢 ? 主要 原因 在 于 ， 数 办 和 nn 实际 上 证 明 
了 欧 几 里 得 算法 在 任何 特殊 情形 下 都 会 产生 正确 的 答案 . 我 们 假设 , 在 经 过 长 时 间 的 计算 之 
后 ,计算 机 告诉 我 们 ged(m, n) 2 d 以 及 mm+nn=d ,但 是 我 们 怀疑 并 且 认 为 实际 上 还 有 一 
个 更 大 的 公 因 子 ,而 这 个 公 因 子 因为 某 种 原因 被 计算 机 忽视 了 . 不 过 这 是 不 可 能 的 , 因为 m 
All 的 任何 公 因 子 都 必须 整除 mm+nn ， 所 以 它 必须 整除 4 ， 所 以 它 也 必定 三 a . 此 外 ， 
我 们 容易 验证 ，d 的 确 整 除 m 和 nn.( 能够 对 自己 的 正确 性 给 出 证 明 的 算法 称 为 自 证 明 的 
( self-certifying ). ) 
在 这 一 章 的 其 余部 分 我 们 将 大 量 使 用 (4.5 ) 它 的 一 个 重要 的 推论 是 如 下 的 小 定理 : 







































































k\m 和 k\n e kNged(m,n) . (4.6) 


《证 明 : WR k ERR m Bn AWA, CRER mm n/n ， 所 以 它 整 除 ged(m,n). 有 反 过 来 ， 如 
Ae k SER ged(m,n) ， 它 就 整除 mm 的 一 个 因子 和 的 一 个 因子 ， 所 以 它 整 除 m 和 nn 这 两 者 . ) 
我 们 总 是 知道 m 入 的 任何 公 因 子 必定 小 于 或 等 于 它们 的 gcd ， 这 就 是 最 大 公 因 子 的 定 
X. 但 是 我 们 现在 知道 ， 事 实 上 任何 公 因子 都 是 其 ged 的 一 个 因子 . 
有 时 我 们 需要 对 的 所 有 因子 求 和 .在 这 种 情形 下 ， 方 便 的 法 则 
Ya, = 2 了 a ， 整 数 n>0 (4.7) 


m\n m\n 


党 第 很 用， 此 式 成 立 是 由 于 当 m 取 遍 nn 所 有 的 因子 时 n/m 也 取 裔 nn 所 有 的 因子 . 例如 ， 
当 n=12 时 ， 这 个 法 则 给 出 a +a, +a, +a, +a; +a =4 +4, +a, +a, +a, +a. 
还 有 一 个 更 一 般 的 恒等式 
Ya, = Y Yan 2 mk], (4.8) 


mn k m»0 
































它 是 定义 (4.1 ) 的 直接 结果 ， 如 果 是 正 数 ，( 4.8 ) WBE YO, an, MT (4.8) 2 
涵 (4.7 ) Mn ENE, ER (4.8 ) 也 成 立 ，( 在 这 样 的 情形 下 ， 当 是 的 某 个 因子 的 
相反 数 时 ， 右 边 出 现 非 零 的 项 . ) 
此 外 ， 对 因子 求 和 的 二 重 和 式 可 以 通过 规则 


25 bcm =» 2. Og (4.9) 


m\n k\m k\n 1\(n/k) 


NET; ZH”. MN, n =12 时 这 个 规则 取 如 下 的 形式 : 


























at (a, , E à, ,) T (a, T a;3) 
+a a a, 4 a, 4) t (Gs +A, 6 tA 6 tag) 
+a ta A12 A412 Faga 十 A212) 
= (a, taa tat a4 tat 4,15) 
+a, FQ, 4 ta. A, 1) + (a, 十 03.6 十 45,5) 


*(a,, * 4415) * (46,6 + de1) tp. 
我 们 可 以 用 艾 弗 森 的 处 理 方法 证 明 (4.9). 它 的 左边 是 
> > a, ,[n = jm][m = kl] = 2 X a, u[n = jkl] ; 

















jl k,m>0 j k,1>0 

它 的 右边 是 
> > a, [n = jk][n/ k 2 ml]= > £ a, [n = mik] , 
jm k,l>0 m k,l>0 


除了 将 指标 重新 命名 之 外 ， 它 与 左边 是 同样 的 .这 个 例子 表明 了 ， 我 们 在 第 2 章 里 学 习 的 这 
些 技术 会 为 研究 数论 带 来 便利 . 
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4.2 素数 PRIMES 


如 果 一 个 正 整 数 p 恰 好 只 有 两 个 因子 ， 即 1 和 Pp， 那 么 这 个 数 就 称 为 素数 (prime). 在 这 
一 章 的 剩余 部 分 , 字母 p 都 将 用 来 表示 素数 ， 即 使 我 们 没有 这 样 明确 指出 .按照 惯例 ，1 不 是 
素数 ， 所 以 素数 序列 的 开始 部 分 像 下 面 这 样 : 

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,…. 

有 些 数 看 起 来 像 是 素数 ， 但 实际 上 并 不 是 ， 如 91 ( =7x13 ) 以 及 161 ( =7x23 ) 这 些 数 ， 
以 及 其 他 那些 有 非 平凡 因子 的 数 都 称 为 合 数 ( composite ) 每 一 个 大 于 1 的 整数 要 么 是 素数 ， 
要 么 是 合 数 ， 但 不 会 既是 素数 又 是 合 数 . 

素数 特别 重要 ， 因 为 它们 是 所 有 正 整 数 的 基本 构造 元 素 . 任何 正 整 数 n 都 可 以 表示 成 素 
数 的 乘积 




















n=p P, =[[p; p<:…<p,. (4.10) 
kal 


例如 12 =2x2x3, 11011=7x11x11x13 ,11111=41x271.( 用工 表示 乘积 类 似 于 用 5 表示 
和 式 ， 习 题 2.25 对 此 做 出 了 解释 .如 果 m= 0， 我 们 就 认为 这 是 一 个 空 的 乘积 ， 根 据 定 义 它 
的 值 是 1, 那 就 是 n=1 用 (4.10 ) 表示 的 方式 . ) 这 样 的 因子 分 解 总 是 可 能 的 ， 因为 如 果 n>1 
不 是 素数 ， 那 么 它 就 有 一 个 因子 由 ， 使 得 1<n <n ， 这 样 我 们 就 能 写成 n= nn, ， 而 (根据 
归纳 法 ) 我 们 知道 n Fl n, 可 以 写成 素数 的 乘积 . 

此 外 ,〈4.10 ) 中 的 展开 式 还 是 唯一 的 : 仅 有 一 种 方式 将 n 按照 素数 非 减 的 次 序 写成 素数 
的 乘积 . 这 个 命题 称 为 算术 基本 定理 ( Fundamental Theorem of Arithmetic ), 它 看 起 来 是 如 此 
TR, 以 至 于 我 们 都 奇怪 为 何 还 需要 对 它 加 以 证 明 . 怎么 可 能 有 两 组 不 同 的 素数 具有 相同 的 
乘积 呢 ? 是 的 ， 是 不 可 能 ， 但 是 其 理由 并 不 是 “根据 素数 的 定义 ”就 直接 可 以 得 到 . 例如， 
考虑 所 有 形 如 m+nV10 的 实数 组 成 的 集合 ， 这 里 m 入 是 整数 ， 任 何 两 个 这 样 的 数 的 乘积 
仍然 有 同样 的 形状 , 如 果 它 不 能 以 非 平凡 的 方式 加 以 分 解 , 我 们 就 称 这 样 的 数 是 “素数 ”. XR 
6 有 两 种 表示 ，2x3= (4+ 10)(4-410) ， 而 习题 36 指 出 了 2，3，4+V10 ftl 4— 10 全 都 是 这 
个 系统 中 的 “素数 ” 

这 样 一 来 ， 我 们 就 需要 严格 地 证 明 (4.10) 是 唯一 的 . 当 n=1 时 肯定 只 有 一 种 可 能 性 ， 
因为 在 那 种 情形 下 这 个 乘积 必定 是 空 的 ， 所 以 我 们 假设 n>1 ， 且 假设 所 有 较 小 数 的 因子 分 
解 均 唯 一 .假设 我 们 有 两 个 因子 分 解 

HAD OP HG SOS, A GS wee, 
其 中 诸 个 P 和 7 全 都 是 素数 . 我们 要 证 明 p, qv. 如若 不 然 , 我 们 可 以 假设 p, < gq, ， 这 使 得 
pi 小 于 所 有 的 g. 由 于 pp 和 gq 是 素数 ,它们 的 最 大 公 因 子 必定 是 1， 因 此 欧 几 里 得 的 自 证 明 
算法 给 出 整数 a 和 b ,使 得 ap, +bq, =1. 于 是 

ap; I + O99 Ie = 99 I - 
现在 p, 整除 左边 的 两 项 ， 因 为 quq,-q, =n, AL p, ERAH qa, 这 样 g, p SUE 
一 个 整数 ， 且 g,…g, 有 一 个 素 因 子 分 解 式 ，pi 在 此 分 解 式 中 出 现 . 但 是 q,…gq, <n ， 所 以 






















































































明确 说 明 p 指 的 是 
什么 又 何妨 ? 


唯一 的 是 分 解 式 ， 
不 是 定理 . 


"OL TpOrol 

aplb1Hol retouc 

&gi vavrbs Tob 
mporeBevT os 

mAfjBouc mpwrwy 
ópiuv." 

[译文 : 存在 比 任何 给 定 
的 素数 集合 中 更 多 的 素 
dt. ] 


得 [98] 
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(根据 归纳 假设 ) 它 有 唯一 分 解 . 因此 ，p 要 人 么 等 于 gq,, 要么 等 于 …, 要 么 等 于 gq,, M p HE 
它们 都 小 ， 这 个 矛盾 表明 ， 无 论 如 何 p 都 必须 等 于 gq ， 这样 一 来 ， 我 们 就 能 用 p, KER n 的 
分 解 式 的 两 边 ， 得 到 p,…p,, = 9,…q; <n. 其 他 的 因子 必定 也 同样 是 相等 的 ( 根据 归纳 假 
设 )， 这 样 就 完成 了 唯一 性 的 证 明 . 

有 时 候 将 算术 基本 定理 表述 成 男 一 种 形式 更 为 有 用 : 每 一 个 正 整数 都 能 用 唯一 的 方式 
写成 








= [I»". tn, 20. (4.11) 

















右边 是 无 穷 多 个 素数 的 乘积 , 但 是 对 任何 一 个 具体 的 n ,除了 若干 个 指数 之 外 ,其 他 所 有 的 
此 数 都 是 零 ( 所 以 对 应 的 因子 是 1 ) 这 样 一 来 , 它 实际 上 是 一 个 有 限 的 乘积 , 恰 如 有 许多 “无 
限 ” 和 式 因 其 绝 大 多 数 项 都 是 零 而 实际 只 是 有 限 和 式 . 

式 (4.11 ) 唯 一 地 表示 ,所 以 我 们 可 以 将 序列 (n,,n,,ns,…) 看 成 是 正 整 数 的 数 系 ( number 
system )， 例 如 ，12 的 素 指 数 表 示 法 是 (2,1,0,0,…) ， 而 18 的 素 指 数 表 示 法 是 (1,2,0,0,…). 要 
将 这 两 个 数 相 乘 ， 我 们 就 直接 把 它们 的 素 指数 表示 相 加 ， 换 名 话说 ， 









































k=mn ©  k,-m,en,, STA p. (4.12) 
这 就 蕴涵 

mw =  m,En,, 对 所 有 p. (4.13 ) 
而 且 由 此 立即 推出 

k = gcd(m,n) e k, = min(m,,n,) ， 对 所 有 p ; (4.14) 

k = lem(m, n) e k, = max(m,,n,) ， 对 所 有 p. (4.15) 


例如 ， 由 于 12=2 x3 ，18=2'x3”， 我们 就 可 以 通过 对 它们 的 共同 指数 取 最 小 值 和 最 大 值 
来 得 到 它们 的 ged 以 及 lcm : 

gcd(12,18) 三 2min(2.1) x 3 min(.2) = 2! x3! = 6 ; 

lcm(12， 18) = gmax(21) x3 max1,2) = 2? x3? = 36 . 


如 果 素 数 p 整除 一 个 乘积 mn ， 那 么 根据 唯一 分 解 定 理 ， 它 整除 mn 或 者 nx ， 也 有 可 能 整 
除 它 们 两 者 .但 是 合 数 没 有 这 个 性 质 ， 例 如 非 素数 4 整除 60 = 6x10 ,但 是 它 既 不 整除 6， 也 
不 整除 10， 理 由 很 简单 :在 分 解 式 60 = 6x10 = 2x3)2x5) F, 4=2x2 的 两 个 素 因 子 2 被 分 
成 了 两 部 分 ， 故 而 4 并 不 整除 其 中 任何 一 部 分 . 但 是 素数 是 不 可 分 裂 的 ， 所 以 它 必 定 整除 原 
始 因子 中 的 某 一 个 





























4.3 ”素数 的 例子 PRIME EXAMPLES 


有 多 少 个 素数 ? 很 多 .事实 上 ， 有 无 穷 多 个 .很 久 以 前 ， 欧 几 里 得 就 在 他 的 定理 9:20 中 
证 明了 这 一 结论 . (MAAR TAR, HUNK: 2,3,5,…, PP . 然后 ， 欧 几 里 得 说 ,我 
们 应 该 考虑 数 
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M =2x3x5Xx---x P +1. 
这 上 个 素数 没有 一 个 能 整除 M ， 因 为 它们 都 整除 M 71. 于 是 必定 有 男 一 个 素数 整除 MM ， 
或 许 M 本 身 就 是 一 个 素数 ， 这 都 与 我 们 假设 2,3,…, 是 仅 有 的 素数 矛盾 ， 所 以 确实 存在 无 
穷 多 个 素数 . 
欧 几 里 得 的 证 明 提 示 我 们 用 递归 式 


@,=ee,…e,1+1, n=l (4.16) 


; dd 
定义 欧 几 里 得 数 . 此 序列 前 面 的 一 些 数 是 

e =1+1=2; 

e, =2+1=3; 

e =2X3+1=7; 

e, =2X3x7+1=43 ; 
这 些 全 都 是 素数 .但 是 下 一 个 e 是 1807 213x139 ， 而 e, 23 263 443 又 是 素数 ， 然 而 

e, 2547x607x1 033x31 051 ; 

e, = 29 881x67 003x9 119 521x6 212 157 481. 
EN en e 是 合 数 ， 而 剩 下 的 e, 有 可 能 也 是 合 数 . 然而 ， 欧 几 里 得 数 全 都 是 互 素 的 ， 也 就 
是 说 ， 



























































gcd(e,,,e,)=l1, m#n. 


欧 几 里 得 算法 (还 有 别 的 方法 吗 ? ) 只 用 短 短 的 三 步 就 告诉 我 们 这 一 结论 ， 因 为 当 n>m 时 
A e mode, =1, 





gcd(e,,e,) 7 ged(Le,) = ged(0,1) - 1. 
这 样 一 来 , 如 果 我 们 设 qg, Hee, 的 最 小 素 因子 ( j m1, 则 素数 ,gg 全 都 是 不 相同 的 . 这 
是 一 个 无 穷 多 个 素数 的 序列 . 

现在 我 们 暂停 下 来 ,用 第 1 章 的 观点 来 考虑 欧 几 里 得 数 . 我 们 能 和 否 将 e, 表示 成 封闭 形式 ? 
递归 式 (4.16 ) 可 以 通过 去 掉 三 点 省 略 号 来 加 以 简化 : 如果 n>1 ,我 们 就 有 












































€, = € i "€, 3€44 +1 = (2,4 M De, , +1 = Ea m €i * 1 
XX FÉ e, 的 十 进 制 位 数 就 是 e ,的 大 约 两 倍 ， 习 题 37 证 明了 ， 存 在 一 个 常数 ~=1.264 ,使 得 
gd 
e, =| E" + 二 |. (4.17) 
2 
而 习题 60 给 出 了 一 个 只 包含 素数 的 类 似 公式 : 
p, =| P” | (4.18) 

















(对 某 个 常数 已 ) (4.17 ) 和 (4.18 ) 这 样 的 等 式 不 能 真 的 被 看 成 是 封闭 形式 , 因为 常数 
和 PP 是 以 一 种 隐秘 的 方式 从 数 e, 和 p, 计 算出 来 的 .我 们 并 不 知道 (或 者 有 可 能 知道 ) 有 独 
立 的 关系 能 把 它们 与 其 他 有 数学 意义 的 常数 联系 在 一 起 . 

的 确 ， 没 有 人 知道 能 给 出 任意 大 的 素数 上 且 只 给 出 素数 的 任何 有 用 的 公式 . 然而 ,在 





到 你 看 到 这 里 的 时 
候 , 或 许 需 要 更 多 的 


邮资 . 
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Chevron Geosciences 工 作 的 计算 机 科学 家 于 1984 年 取得 了 一 项 了 不 起 的 数学 成 就 . 利用 
David Slowinski 开 发 出 的 一 套 程序 ， 他 们 在 测试 一 台新 的 Cray X-MP 超 级 计算 机 时 ， 发 现 了 
到 那 时 为 止 最 大 的 素数 





F216091 _] 
在 一 台 个 人 计算 机 上 只 需 几 毫秒 就 能 算出 这 个 数 ， 因 为 现代 计算 机 按照 二 进 制 计 数 法 工作 ， 



































而 这 个 数 正好 就 是 41…1), ， 它 的 全 部 216 091 位 数字 都 是 “1”. 但 是 证 明 这 个 数 是 素数 要 困 
难得 多 . 事实 上 ， 这 个 数 如 此 巨大 , 与 它 有 关 的 任何 计算 都 花费 了 大 量 的 时 间 . 例如 ， 即 便 
是 一 个 成 熟 的 算法 ,要 在 一 台 个 人 计算 机 上 将 2*” -1 转变 成 十 进 制 数 也 需要 几 分 钟 . 若 把 
它 打印 出 来 ， 它 有 65 050 位 数字 ， 将 此 打印 件 作 为 第 一 类 邮件 寄 出 的 邮资 需要 78 美 分 . 
附带 指出 ，22%? -1 是 在 解决 有 216 091 个 圆 盘 的 河内 塔 问题 时 所 必需 的 移动 次 数 . 形 如 


























2? 一 1 
的 数 ( 按 本 章 的 一 贯 做 法 ，p 总 是 表示 素数 ) 称 为 梅森 数 (Mersenne number )， 这 是 根据 
马 林 ' 梅森 神父 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 17 世 纪 就 研究 过 它们 的 某 些 性 质 P61.， 在 1998 年 之 前 ， 
已 知 





p=2、 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 
2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19 937, 21 701, 23209, 
44 497, 86243, 110 503, 132049, 216 091, 756 839, 859433, 1257 787, 
1 398 269 以 及 2 976 221 
都 分 别 对 应 于 梅森 素数 ”. 
WR n 是 合 数 ， 则 数 2" -1 不 可 能 是 素数 ， 因 为 2” -1 以 2” -1 作为 一 个 因子 : 
2 -] = (2" - 2^» 42") 4 $1), 
但 是 当 p 是 素数 时 ，2? -1 并 不 总 是 素数 ，20 -1= 2 047 = 23x89 是 最 小 的 这 类 非 素数 .( 梅 
森 明 白 这 一 点 . ) 

大 数 的 分 解 和 素性 检测 是 当今 的 热门 话题 .截至 1981 年 已 知 的 结果 汇总 在 了 参考 文献 
[208] 的 4.5.4 节 中 ， 许 多 新 的 结果 还 在 不 断 地 被 发 现 . 参考 文献 [208] 中 的 第 391 ~ 394 页 介绍 
了 一 个 对 梅森 数 做 素性 检测 的 特殊 方法 . 

在 过 去 五 百年 的 大 多 数 时 间 里 ,已 知 的 最 大 素数 一 直 都 是 梅森 素数 ， 尽 管 只 有 少数 几 
个 梅森 素数 是 已 知 的 .许多 人 试图 发 现 更 大 的 梅森 素数 ， 但 是 很 困难 . 因此 ， 那 些 真 正 对 
名 声 ( 而 不 是 对 财富 ) 和 在 《 吉 尼 斯 世界 纪录 大 全 》 一 书 中 占有 一 席 之 地 感 兴趣 的 人 ， 可 
能 会 尝试 用 形 如 2"k+1 的 数 取 而 代 之 (对 于 k 取 3 或 者 5 这 样 很 小 的 值 ) 对 这 些 数 进行 素性 
检测 几乎 可 以 做 到 与 对 梅森 数 进 行 素性 检测 一 样 快速 , 参考 文献 [208] 的 习题 4.5.4-27 给 出 了 
详细 介绍 . 



























































截至 2013 年 1 月 25 日 ,已 知 有 48 个 梅森 素数 ， 除 正文 中 列 出 的 36 个 外 ， 第 37 ~ 48 个 梅森 素数 分 别 对 应 于 
p=3021377、6972593 、13 466 917 , 20 996 011, 24 036 583 、25 964 951, 30 402 457 、32 582 657 、 
37156667 , 42643801, 43112609 , 57885161. 但是， 最 后 6 个 梅森 素数 在 所 有 梅森 素数 序列 中 的 序号 
是 否 准确 ， 其 间 有 没有 漏网 的 梅森 素数 存在 ?” 目前 尚 无 定论 ( 参考 http://en.wikipedia.org/wiki/Mersenne_prime ). 
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我 们 还 没有 完全 回答 原先 提出 的 有 多 少 个 素数 的 问题 有 无 穷 多 个 , 但 是 某 些 无 限 集合 
要 比 另外 一 些 无 限 集合 “更 稠密 ”. 例如, 正 整数 中 有 无 穷 多 个 偶数 和 无 穷 多 个 完全 平方 数 ， 
然而 在 某 些 重要 观念 下 , 偶数 要 比 完全 平方 数 多 .一 种 观念 是 观察 其 中 第 个 值 的 大 小 . 第 
n 个 偶数 的 值 是 24 ， 而 第 个 完全 平方 数 是 台 ， 对 很 大 的 n ，2n Btn VBS, 第 n 个 偶 
数 出 现 的 要 比 第 n 个 完全 平方 数 早 得 多 ， 所 以 我 们 可 以 说 , 侦 数 比 完全 平方 数 多 很 多 ， 类似 
的 观念 是 观察 不 超过 x 的 数值 的 个 数 ， 有 | x/2] 个 偶数 和 | Vx | 个 完全 平方 数 不 超 过 x. 对 
很 大 的 x ，x/2 要 比 Vx 大 得 多 ， 所 以 我 们 可 以 再 次 说 有 更 多 的 偶数 . 

在 这 两 种 观念 下 , 关于 素数 我 们 能 说 些 什么 呢 ? 事实 表明 , 第 个 素数 大约 是 n 的 自 
然 对 数 的 n 信 : 


P ~nlnn. 















































(RSs “~” MURER AEF, Exon n 趋向 于 无 穷 时 ， 比 值 P /zz 的 极限 是 1. ) 类 
似 地 ， 对 于 不 超过 x 的 素数 个 数 x(x) ， 我 们 有 所 谓 的 素数 定理 


x 
Toe 


证 明 这 两 个 事实 超出 了 本 书 的 范围 ,虽然 我 们 可 以 容易 指出 它们 中 的 每 一 个 都 蕴涵 着 男 一 
^r. 第 9 章 将 讨论 函数 趋向 无 穷 的 速率 , 那 时 我 们 将 会 看 到 , 作为 对 P, 近似 的 函数 ，nlnn 
渐 近 地 介 于 2n 和 ?之 间 . 因此 , 素数 的 个 数 要 比 偶数 的 个 数 少 , 但 是 比 平方 数 的 个 数 多 . 

这 些 仅 在 n 或 x 一 ~ 的 极限 状态 下 才 成 立 的 公式 可 以 用 更 精确 的 估计 式 来 代替 . 例如， 
Rosser filSchoenfeld?' 建立 了 便于 使 用 的 界限 

















人 (4.19 ) 
2 a(x) 2 
n[inns+ininn—3) <P, <n Inn+ininn-2), n= 20. (4.20) 





如 果 我 们 观察 一 个 “随机 的 ”整数 n，, 它 是 素数 的 机 会 大 约 是 1/ Inn. 例如 观察 接近 10” 
的 数 ， 我 们 大 致 需要 检查 其 中 的 16ln10 =36.8 个 数 才能 发 现 一 个 素数 . (事实 表明 ， 在 
10^ -370 5j 105 -1 之 间 恰 好 有 10 个 素数 . ) 而 素数 的 分 布 又 有 许多 不 规则 性 .例如 ， 介 于 
PPB…P «2 58I PP P, € P, 10 [8] (包含 这 两 个 数 ) 的 所 有 的 数 都 是 合 数 . 我 们 已 经 知道 
Wa SEE SA (twin primes) p 和 p+2 的 例子 (5507, 11413, 175019, 29831, =, 
9 999 999 999 999 641 F119 999 999 999 999 643, ，… )， 然 而 没有 人 知道 是 否 存在 无 穷 多 对 挛 生 
素数 . ( UJ, Hardy fl Wright ®t: pomo) 

TEE S x 的 所 有 (xz) A RUIT f RO e gas Pr BU CREE B. eS 
下 从 2 直到 x 的 所 有 整数 .然后 圈 出 2 ， 标 注 为 素数 ， 去 掉 2 的 所 有 倍数 .然后 重复 圈 出 未 加 
圈 旦 未 被 去 掉 的 最 小 数 ， 并 去 掉 它 的 所 有 倍数 . 当 每 一 个 数 都 被 圈 或 者 被 去 掉 之 后 , 圈 出 的 
数 就 是 素数 .例如 ， 当 x =10 时 ， 我 们 写 下 2 到 10， 圈 出 2， 然 后 去 掉 它 的 倍数 4，6，8 以 及 
10， 下 一 个 3 是 最 小 的 未 加 圈 上 且 未 去 掉 的 数 ， 所 以 我 们 圈定 它 并 去 掉 6 和 9.， 现 在 5 是 最 小 的 ， 





















































很 奇怪 . 我 认为 偶 整 
数 和 完全 平方 数 一 
样 多 ， 因 为 它们 之 间 
存在 一 一 对 应 . 


“我 用 非常 简单 的 记号 
n! 表示 从 1 直到 1 的 递 
减 数 的 乘积 ， 也 就 是 
n(n—-1) (n-2)x---x 
3x2xl .经常 使 用 
我 在 大 部 分 证 明 中 
所 做 的 组 合 分 析 就 
产生 了 这 个 必 不 可 
Wage. 

— —Ch.-F € P?3l 
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所 以 我 们 圈定 它 并 去 掉 10. 最 后 圈定 7. 圈 出 的 数 就 是 2, 3, 5 和 7, 所 以 不 超过 10 有 有 0) =4 
个 素数 . 


4.4 ”阶乘 的 因子 FACTORIAL FACTORS 








现在 来 讨论 某 种 很 有 意思 的 高 度 复合 而 成 的 数 阶乘 的 因子 分 解 : 
nl=1x2x--xn=][k . RN n >So. (4.21 ) 


按照 我 们 对 于 空 的 乘积 的 约定 ， 这 就 定义 了 Othl. WARMER n A n!2 (1-D!n. 这 
是 nn 个 不 同 物体 的 排列 的 个 数 ， 就 是 说 , 它 是 将 n 件 物品 排 成 一 行 的 方法 数 : 对 第 一 件 物品 
有 nn 种 选择 ; 对 第 一 件 物品 的 每 一 种 选择 ， 对 第 二 件 物品 都 有 2 -1 种 选择 ; 对 这 zz-D 种 
选择 的 每 一 选择 , 对 第 三 件 物品 都 有 7 — 2 种 选择 ; 如 此 等 等 , 总 共 给 出 zz-D(O-2)…(D 种 
排列 方式 ， 下 面 是 阶乘 函数 的 前 几 个 数值 . 

n | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

n | 1 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 






































知道 一 些 有 关 阶 乘 的 事实 是 有 用 的 ， 比 如 前 6 个 数 的 阶乘 值 ， 以 及 10! 大 约 等 于 35 个 百 


万 加 上 有 零头. 男 一 个 有 意思 的 事实 是 ， 当 三 25 时 ，nl! 中 的 数字 的 个 数 超过 n. 
利用 第 1 章 的 高 斯 技巧 ， 我们 可 以 证 明 n! JEK: 








n? 2 (1x2x--xn)(nx---x2x1) = [ [k(n+1-k). 
k=1 


2 


FAVA n< k(n+1-k) < oH ， 由 于 二 次 多 项 式 k(n--1- Kk) oH D) zi 

















k=1 以 及 k=n 时 取 到 最 小 值 ， 而 它 在 k= jo HD 时 取 到 最 大 值 ， 于 是 


<ne cT. 
IT n I] A 

















这 就 是 
nt? <n (4.22) 
这 个 关系 式 告诉 我 们 ， 阶 乘 函 数 以 指数 方式 增长 !1! 


对 于 很 大 的 x ， 为 了 更 加 精确 地 近似 n! ， 我 们 可 以 利用 斯 特 林 公 式 〈 我 们 将 在 第 9 章 里 
推导 出 它 ): 


ni~ am Z) 


一 个 更 加 精密 的 近似 会 告诉 我 们 渐 近 相对 误差 : 斯 特 林 公式 与 a! 的 相对 误差 大 概 是 
1/(12n) .即便 是 对 比较 小 的 n ， 这 个 更 加 精确 的 估计 也 是 非常 好 的 了 .例如 ， 斯 特 林 近 似 
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(4.23 ) 




















111 














112 














113 








94 


^x 


第 4 章 


数 ie 





(4.23) 在 n=10 时 得 出 的 值 接 近 3 598 696， 而 这 给 出 的 相对 误差 是 大 约 0.83% 1/120 , € 
非常 之 小 . 渐 近 分 析 是 个 好 东西 . 
让 我 们 回 到 素数 . 对 任何 给 定 的 素数 p ， 我 们 希望 确定 能 整除 nl! 的 p 的 最 大 罕 ， 也 就 




































































是 说 , 我 们 要 求 p TE n! 的 唯一 分 解 式 中 的 指数 . 我 们 用 &,(n1) 来 记 这 个 数 , 从 小 的 情形 p = 2 
和 n=10 开 始 研 究 ，10! 是 10 个 数 的 乘积 ，e,(101) 可 以 通过 将 这 10 个 数 对 2 的 寡 的 贡献 (也 就 
是 被 2 整除 ) 求 和 来 得 到 ， 这 一 计算 对 应 于 对 如 下 阵列 中 各 个 列 的 求 和 : 








12345678910 2453 
被 2 整除 X X X X x 5- |10/2| 
被 4 整除 x x 2=|10/4| 
被 8 整除 x 17 [10/8 | 
2485 3. 0102010301 8 








( 按 列 求 的 和 有 时 称 为 直 尺 函数 (ruler function) ok), HAEN, EX. 
标记 了 一 英寸 的 线 长 . ) 这 10 个 和 式 的 和 是 8， 从 而 2 整除 10! ， 而 2 不 整除 它 . 


还 有 另外 一 种 方法 : 我 们 可 以 对 每 一 行 的 贡献 求 和 .第 


























一 行 记录 了 对 2 的 短 的 贡献 ， 这 


样 的 贡献 有 |10/2|=5 个 .第 二 行 记录 了 对 2 的 增加 一 次 短 的 贡献 ， 这 有 |10/4|=2 个 .而 














第 三 行 记录 了 对 2 的 
LATE 6,00) 25924128. 
对 一 般 的 n ， 这 个 方法 给 出 


e(a) =| 








n 


2 


增加 一 次 宕 的 贡献 , 这 有 | 10/8|=1 个 . 这 些 就 计 入 了 所 有 的 贡献 ， 所 





tex 


这 个 和 式 实际 上 是 有 限 的 ， 因 为 当 2 > n 时 求 和 项 都 是 零 ， 因 此 它 只 有 | lg n | SIE, 
而 这 是 相当 容易 计算 的 .例如 ， 当 n=100 时 有 
e, (100!)=50+25+12+6+3+1=97. 
每 一 项 都 正好 是 前 一 项 的 一 半 的 底 ， 这 对 所 有 都 是 正确 的 ， 因 为 作为 (3.11 ) 的 一 个 特例 ， 
我 们 有 | n/2" | = [|272 |72] . 当 我 们 用 二 进 制 写 出 这 些 数 时 , 就 特别 容易 看 出 其 中 的 端倪 : 


[100/32 | 
[100/64 | 





100 
[100/2 | 
[100/4 | 
| 100/8 | 

| 100/16 | 








(1100100), = 100 
(110010), = 50 
(11001), = 25 


(1100), = 12 
(110), = 6 
(01), = 3 
(D, = 1 


我 们 仅仅 从 一 项 中 去 掉 最 低 有 效 位 就 得 到 了 下 一 项 . 


ZEN 








所 表示 也 指出 了 怎样 推导 出 男 外 的 公式 





一 把 威力 强大 的 尺 . 
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€,(n!) =n-v,(n) ， (4.24) 
HR v, (n) Z& n 的 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 . 这 个 简化 有 效 , 是 因为 对 ASOT 2” 的 每 一 个 1， 
都 对 e, (n!) DER 2" £2"? 27 22" -1. 

将 我 们 的 发 现 推广 到 任意 的 素数 p ， 根 据 与 前 面 同样 的 推理 ， 我 们 就 有 


由 三 UR S 一 ES . ( 4.25 ) 
id aa xl 


€,(n) 有 多 大 呢 ? 从 求 和 项 中 直接 去 掉 底 ， 然 后 对 无 穷 几 何 级 数 求 和 ,我们 得 到 一 个 简 
单 的 《然而 很 好 的 ) 上 界 : 
































对 p=2 和 n=100 ， 这 个 不 等 式 给 出 97<100， 因 此 上 界 100 不 仅仅 是 正确 的 ， 而 且 与 真 值 97 
接近 .事实 上 ， 真 值 2- (OO 一般 ~n ， 因 为 渐 近 地 说 ，v,(n) 三 [lgn | 要 比 n 小 得 多 . 

当 p=2 和 3 时 , ARAT enon We, (n!)~n/2, BrEA, &(nt) 偶尔 还 会 与 &,(n1) 
的 一 半 恰 好 一 样 大 ， 这 看 起 来 是 合理 的 . 例如 ， 当 n=6 以 及 n=7 时 ,这 种 情况 就 会 发 生 ， 
因为 6!=2*x3 x5=7W7. 但 是 ， 还 没有 人 能 证 明 这 样 的 巧合 会 发 生 无 穷 多 次 

€, (n) 的 界 反 过 来 会 给 出 一 个 关于 p^? 的 界 (这 里 p? 是 p 对 nn! 的 贡献 ): 












































e(n) 


P <P 


TER p M2?" ， 我 们 可 以 简化 这 个 公式 〈 这 要 冒 着 大 大 放宽 上 界 的 风险 )， 从 而 p"? < 
Q^ ”2 =2”， 换 句 话 说 ,任何 素数 对 nl 的 贡献 都 小 于 2”. 

利用 这 个 事实 ， 我 们 可 以 得 出 有 无 穷 多 个 素数 的 另 一 个 证 明 . 因为 如 果 只 有 上 个 素数 
2,3, P, ， 那 么 对 所 有 n>1 就 会 有 n!<(2") =2" ， 因 为 每 一 个 素数 至 多 贡献 一 个 因子 
2”-1. 但 是 ， 选 取 足 够 大 的 nx， 比方 说 n= 2* ， 就 很 容易 与 不 等 式 n!< 2” 产生 矛盾 ， 这 样 
就 有 


n/(p-l) 














Hea? eg. 
这 与 我 们 在 (4.22) PEIRE! > n"? 矛盾. 故而， 仍然 有 无 穷 多 个 素数 . 
我 们 甚至 能 对 这 一 论证 方法 予以 加 强 ， 从 而 得 到 x(n) 的 一 个 粗略 的 界 ，Zx(n) 表示 不 超 
过 n 的 素数 个 数 . 每 一 个 这 样 的 素数 都 对 nl! 贡献 一 个 小 于 2" 的 因子 ， 所 以 ， 与 前 相同 有 


n! « nno) 
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如 果 在 这 里 用 斯 特 林 近 似 ( 4.23 ) ( 它 是 一 个 下 界 ) RE n, FRONT, RITE 








nz(n)» nlg(n/e)* len) ; 


从 而 

Z(n)»lg(n/e). 
与 实际 的 值 zx(m) ~ n / Inn EER, GCN REARS, AAM n MC, logn BELL n/logn 
小 得 多 . 但 是 ,我 们 并 不 需要 很 辛苦 就 得 到 了 这 个 结果 ， 这 不 过 就 是 一 个 界 而 已 . 


4.5 Ex RELATIVE PRIMALITY 


当 ged(m,n) =1 时 ， 整 数 m 和 nn 没有 公共 的 素 因 子 ， 我 们 就 称 它们 是 互 素 的 (C relatively 
prime ). 

这 个 概念 在 实践 中 很 重要 ,我 们 应 该 给 它 一 个 特别 的 记号 . 但 是 , WE. 数论 学 家 们 还 未 
就 一 个 很 好 的 记号 达成 一 致 . 于 是 , 我 们 呼喊 : 世界 上 的 数学 家 们 ， 听 听 我 们 的 ! 我 们 不 再 
等 了 ! 我 们 现在 就 用 一 个 新 的 记号 ， 让 许多 公式 变 得 清晰 起 来 ! 如 果 m n 互 素 ,我们 就 写 
IX “min”, Hib “mn BR”. 换言之 ,我们 宣布 

mln e mni, Hgcd(m,n)-1. (4.26 ) 

一 个 分 数 m/n FERTIL, 24 ELDU m Ln... 由 于 我 们 是 通过 消去 分 子 和 分 母 的 最 大 公 

因子 来 将 它 化 为 最 简 分 数 的 ， 因 而 一 般 来 说 ， 我 们 推测 有 
























































m/gcd(m,n) L n/ gcd(m,n) , (427) 

而 这 的 确 为 真 ， 它 可 以 从 一 个 更 加 一 般 的 规则 ged(km, kn) = k ged(m, n) 推导 出 来 ， 这 个 规则 
的 证 明 在 习题 14 中 . 

当 我 们 处 理 数 的 素 指 数 表 示 时 ， 根 据 最 大 公 因 子 的 规则 ( 4.14 )， 关 系 上 有 一 个 简单 的 





说 明 : 





min €» min(m,,n,)=0, 对 所 有 p. (4.28) 
此 外 ， 由 于 加 ,和 是 非 负 的 ， 我 们 可 以 将 它 改写 成 
mln & m,n,=0, 对 所 有 p. (4.29) 


现在 我 们 能 证 明 一 个 重要 的 法 则 , 利用 它 我 们 可 以 将 两 个 具有 相同 左边 量 的 上 关系 进行 分 拆 
或 者 组 合 : 
klmH kln& klm. (4.30) 
鉴于 (4.29 )， 这 个 规则 是 下 面 命题 的 另 一 种 说 法 : 当 m Mna, ERIN, km, =0 k,n, =0 
HHNH k, (n, +n,)=0. 
有 一 种 非常 好 的 方法 来 构造 由 满足 m 上 nn 的 全 部 非 负 的 分 数 m/n 组 成 的 集合 ， 它 称 为 
Stern-Brocot 树 , 它 是 由 德国 数学 家 Moritz Stern 中 和 一 位 法 国 钟表 于 Achille Brocott" 分 别 独立 


发 现 的 saeni T i 然后 依照 你 希望 的 次 数 重复 下 面 的 操作 : 












































就 像 互相 垂直 的 线 没 
有 共同 方向 一 样 ， 互 
相 重 直 的 数 没 有 共同 
的 因子 . 


与 正 交 向 量 相似 ， 点 
BAR. 


当 其 他 人 都 绝对 会 
说 “发 明了 ”的 时 候 ， 
有 意思 的 是 ， 数 学 家 
怎么 会 说 “发 现 了 ”. 


“在 最 简 分 数 形式 
下 ”, 我 猜想 1/0 是 
BBR, 


保护 拙劣 的 模仿 
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m-4m' 





(ET EAE CI. m zr A ZEE, 
icd eee Mm / n' 的 中 位 分 数 ( mediant ) 例如 ， 
z 0 和 " L 之 间 的 一 个 新 的 值 


接 下 来 又 多 给 出 四 个 值 
(112123231. 


MA E $22 E) Sga 


1323121 Du 


一 步 给 出 12] 介 于 


再 下 来 得 到 8 个 、16 个 新 的 值 等 ， 这些 分 数 的 阵列 可 以 看 成 是 一 棵 无 限 的 二 又 树 构造 ， 它 的 























顶端 部 分 看 起 来 是 : 

0 1 
ie ee imo 7 
Pic 
! ; 

A ts aa 
3 3 2 1 
7% IN rs J 
4 5 5 4 3 2 1 
FE 人 人 人 人 AAA 
1233455457877875 
5787787545543321 


























AAEE, Job etae E ACRE, mT 则 是 右上 方 高 它 最 
近 的 祖先 ，[ 称 为 祖先 (ancestor ) 的 分 数 是 沿 着 分 又 向 上 可 达 的 . ] 许多 模式 都 可 以 在 这 样 




















的 树 中 观察 到 . 


为 什么 这 种 构造 能 起 作用 ? 例如， 为 什么 每 一 个 出 现在 这 棵 树 中 的 中 位 分 数 
ee ei 得 到 偶 
数 /偶数 ， 这 种 构造 以 某 种 方式 保证 了 分 子 和 分 母 都 为 奇数 的 分 数 永远 不 会 相 邻 地 出 现 . ) 又 



































为 什么 所 有 可 能 的 分 数 m/n 都 恰好 只 出 现 一 次 ? 为 什么 一 个 特殊 的 分 数 不 能 


者 根本 就 不 出 现 呢 ? 


出 现 两 次 , 或 


所 有 这 些 问题 都 有 出 人 意外 的 简单 答案 , 它们 都 基于 : 如 果 m/n 和 m | n! 是 这 个 构造 中 


任何 一 个 阶段 的 相 邻 分数， 我 们 就 有 


mn—mn’ =1. 


(4.31) 
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这 个 关系 式 开 始 时 是 正确 的 Ux1-0x0=1) ， 当 插入 一 个 新 的 中 位 分 数 (m+m)/(ntn) 时 ， 
需要 检验 的 新 情形 是 


(m m^)n-m(n*n)z1; 





m'(n n^)- (m* mn =1. 
这 两 个 等 式 都 等 价 于 它们 所 符 代 的 原始 条 件 (4.31 ) 这 样 一 来 ,(4.31 ) 在 这 一 构造 的 任何 
阶段 都 是 不 变 的 . 
此 外 ,如果 m/n<m /n 且 所 有 的 值 都 是 非 负 的 ， 容 易 验证 
mín«(m-*m)/(n*n)«m'In . 
一 个 中 位 分 数 并 不 处 在 它 原先 两 个 值 的 正中 间 , 但 它 的 确 位 于 它们 之 间 的 某 个 地 方 . 于 是 这 
一 构造 保持 分 数 的 次 序 ， 且 在 两 个 不 同 的 位 置 上 我 们 不 可 能 得 到 同样 的 分 数 . 
仍然 存在 一 个 问题 ， 任 何 满足 a 上 5 的 正 的 分 数 a/b 都 可 能 被 遗漏 吗 ? 答案 是 否定 的 ， 
因为 我 们 可 将 这 一 构造 局 限于 与 a/b 紧邻 的 分 数 , 而 在 这 个 范围 内 其 性 状 容易 加 以 分 析 . 一 
开始 我 们 有 


m 0 (a) 1 m 
= 一 之 a 
n 1 (<) 0 mw 


这 里 为 : 加 上 括号 用 以 指出 它 实 际 上 还 不 存在 这样， 如 果 在 某 个 阶段 我 们 有 












































那么 这 个 构造 就 形成 (m+m)/(n+n) ， 这 里 有 三 种 情形 : (m+m’)/(nt+n’)=a/b, WRS 
到 了 ; (mt+m’)/(ntn’)<a/b, WEUS mem+m , nentn’; (m+m)/(ntn’)>a/b, 
Wi nf LA m'«— mo m'/, nent. ANIES ENRETE, ARE 





2 和 ae 
Zi if 

an—-bm Z1 和 bm'-an Èl, 
从 而 


(m' * n^)((an — bm) (m 4 n)(bm' —an’) Z m'+n'+m+tn, 


而 根据 (431), 这 与 a+b 宇 m+n+m+n 是 一 样 的 . 无 论 是 m ，n ，m ,或 者 是 n ,它们 
在 每 一 步 都 会 增加 ， 所 以 在 至 多 a+b 步 之 后 我 们 一 定 会 得 到 a/5. 
阶 为 N 的 法 里 级 数 ( Farey serires ) 记 为 万 ,， 它 是 介 于 0 和 1 之 间 的 分 母 不 超过 N 的 所 有 
最 简 分 数组 成 的 集合 ， 且 按照 递增 的 次 序 排列 . 例如， 如 果 N = 6 ， 我 们 就 有 
0111121323451 


oF =? 5 i ? LE ? ? 279 


* 1'6'5'4'3'5'2'5'3'4'5'61. 

















真 的 , 不 过 如 果 你 得 
了 9 性 骨 折 
(fracture) ， 最 好 去 
ABA. 


法 里 已 经 谈论 得 够 
£T. 
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在 一 般 的 情形 , 我 们 可 以 从 万 = a 出 发 ,然后 尽 可 能 插入 中 位 分 数 ( 只 要 得 到 的 分 母 还 不 
太 大 )， 这 样 就 能 得 到 大 ， 用 这 种 方法 不 会 漏 掉 任何 一 个 分 数 ， 因 为 我 们 知道 stem-Brocot 
构造 不 会 漏 掉 任 何 一 个 分 数 ， 还 因为 分 母 去 N 的 中 位 分 数 永远 不 可 能 由 分 母 > 的 分 数 形 
成 .( 换 句 话说， 矿 , 定义 了 Stern-Brocot 树 的 一 棵 子 树 ( subtree )， 它 是 通过 去 除 不 想 要 的 分 
支 而 得 到 的 . ) 由 此 推出 , 只 要 m/n 和 m/w 是 一 个 法 里 级 数 中 相 邻 元 素 ,就 有 mn 一 mn = 1. 

这 一 构造 方法 揭示 出 F, 可 以 用 一 种 简单 的 方法 从 三 ,得 到 : 直接 在 三， 中 分 母 之 和 等 
于 NN 的 相 邻 分 数 m/n I m/m 之 间 插 入 分 数 (mt+m /1N . 例如， 根据 所 说 的 规则 插入 





























.0111121231432534561 


PA ? $2525 ? an? ? ? Lens per) ? ? ? 5-9 ? 


7 PTEE PTI ETTE 3 TEE ETI 
25 N 是 素数 时 , 将 会 出 现 N -1 个 新 的 分 数 ; 否则 将 会 有 少 于 N -1 个 新 的 分 数 ， 因 为 这 个 过 
程 只 产生 与 NN 互 素 的 分 子 . 
我 们 早 就 在 (4.5 ) 中 证 明了 (以 不 同 的 语言 ) 只 要 m Ln HO«msn, 就 能 找到 整数 a 
Alb ， 使 得 
ma—nb=1. (4.32 ) 
(实际 上 我 们 说 过 mm+nn= ged(m, n) , 但 是 我 们 可 以 取 1 作 为 gcd(m,n) , Hea fem’ , Bb 
作为 -n . ) 法 里 级 数 就 对 (4.32 ) 给 出 了 另外 一 个 证 明 ， 因 为 我 们 可 以 设 b/a 是 五, 中 位 于 
m/n 之 前 的 那个 分 数 . 这 样 (4.5 ) 正 好 又 是 (4.31 ) 例如 , 3a-7b 2180—" fit a-5,b-2, 
这 是 由 于 在 万 中 3 在 i 的 前 面 . 这 个 构造 就 意味 着 , 如 果 0<m 三 ,我们 总 可 以 求 得 (4.32) 
的 满足 0 三 5b<a 三 nn 的 一 个 解 . 类 似 地 , 如 果 0 三 n<m 且 m1 上 n,， 只 要 设 a/b 是 三 ,中 跟 在 
n/m 后面 的 那个 分 数 ， 我 们 就 能 对 0<a 三 5 三 m 求 解 (4.32). 
法 里 级 数 中 三 个 相 邻 项 组 成 的 序列 有 一 个 迷人 的 性 质 , 这 在 习题 61 中 给 出 了 证 明 . 不 
过 我 们 最 好 不 要 再 进一步 对 法 里 级 数 进 行 讨 论 了 ， 因 为 整个 Stern-Brocot 树 已 被 证 明 更 有 
事实 上 ， 我 们 可 以 把 Stern-Brocot 树 看 成 一 个 表示 有 理 数 的 数 系 (number system )， 因 为 
每 一 个 正 的 最 简 分 数 都 恰好 出 现 一 次 . 我 们 用 字母 L 和 R 表示 从 这 棵 树 的 树 根 走 到 一 个 特定 
分 数 时 向 左下 方 或 者 右 下 方 的 分 支 前 进 , 这 样 一 串 工 和 RR 就 唯一 确定 了 树 中 的 一 个 位 置 . 例 
如 ，LRRL 表示 我 们 从 向 左下 走 到 ， 再 向 有 下 到 人， 再 向 有 下 到 二， 再 向 左下 到 我 


们 可 以 认为 LRRL 就 是 了 的 一 个 表示 . 按照 这 种 方法 ， 每 一 个 正 的 分 数 都 表示 成 了 唯一 的 


FL AIR. 
不 过 ,实际 上 还 有 一 点 问题 : 分 数 k 室 的 (empty ) 字符 串 相 对 应 ， 对 此 我 们 需要 一 
个 记号 ， 我 们 将 它 记 为 1 ， 因 为 它 看 起 来 有 点 像 1 并 且 代 表 “ 单 位 元 ”. 
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这 种 表示 自然 引出 两 个 问题 : (1 ) 6 4E EAE m Lon 的 正 整 数 m Allin, 与 m/n XE DAYAL 
ALR 组 成 的 字符 串 是 什么 ? (2 ) 给 定 一 个 由 LL 和 R 组 成 的 字符 串 , 与 它 对 应 的 分 数 是 什么 ? 
问题 (2) 似乎 更 容易 一 些 ， 所 以 我 们 先 来 解决 它 .。 当 S REL 和 RR 组 成 的 一 个 字符 串 时 ， 
我 们 定义 

f(S) 25 S 对 应 的 分 数 . 
例如 ， fGRRD = 
根据 这 一 构造 ， 如 果 m/n 和 m / n' 是 在 这 棵 树 的 上 面 一 层 中 位 于 了 (5) 的 前 面 以 及 后 面 
日 与 之 最 接近 的 分 数 ， 就 有 f(S)=(m+m)/(n+n). 一 开始 有 m/n=0/11 和 m /n' 21/0, 
接 下 来 ， 当 在 这 棵 树 中 癌 右 或 者 问 左 移动 时 ， 我 们 就 相继 用 中 位 分 数 (m+m /n+ 分别 
[Ee m/n 3d m/n. 

我 们 如 何 才 能 在 易于 处 理 的 数学 公式 中 捕获 这 一 性 状 呢 ? 稍 做 试验 就 表明 , 最 好 的 方法 
是 建立 一 个 2x2 矩阵 


n n’ 
ms)=| | 
m m 
它 拥有 包含 在 CS) 的 祖先 分 数 m/n 和 m Ln 中 所 含有 的 四 个 量 ， 我 们 可 以 像 分 数 那样 把 诸 
m BELT, TEn BEE FT, 不 过 这 种 上 下 颠倒 的 放置 方法 更 为 行 之 有 效 ， 因 为 当 这 一 
HENRI wn = 上。 | ail p Sc A 
向 左 一 步 用 n+n Rn, Td] m+ m (ERE mM’, MA 


ML nen) (n n Dp mg! ! 
gs i m'AO 1j Go iJ 


( 这 是 关于 2x2 HEKETEA B — ARI 


a bw x| (awtby ax+bz 
c dAy z B cwtdy cx+dz 




































































4: 


的 一 个 特例 . ) 类 似 地 ， 已 经 证 明 有 sho R kIT AE BE k 
FK, 不 用 担心 ， 这 
M(SR)= nim ow -ucy 0 本 书 仅 在 这 里 用 到 

mm m 1 1) 它们 . 


这 样 一 来 ， 如 果 我 们 把 工 和 RR 定义 成 2x2 矩阵 


1 1 1 0 
z= i a-| | (4.33) 
0 1 1 1 


对 5 的 长 度 用 归纳 法 , 我 们 得 到 简单 的 公式 MCS) SS. 这 不 是 很 漂亮 的 结果 吗 ? (字母 L 和 
RR 有 双重 作用 ， 既 作为 矩阵 又 作为 字符 串 表 示 中 的 字母 . ) 例如 ， 


waoni E N EE 
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包含 LRRL =È 的 祖先 分 数 是 卫生 这 个 结构 就 给 出 了 问题 (2 ) 的 答 


rozi rje. (434) 
m m n n 
那么 问题 C1) 呢 ? 既然 我 们 于 


PHA SS 2x 2 矩阵 之 间 的 联系 ， 那 这 个 问题 就 容易 


了 .给 定 一 对 正 整 数 m 和 nn ，m 上 n ， 我 们 可 以 通过 “二 又 搜索 ” 求 出 m/n TEStem-Brocot 
树 中 的 位 置 : 


S := I; 
while m/n# f(S) do 
if m/n < KS) then (output(Z); S := SL) 


else(output(R); S := SR) 
这 就 输出 了 期 望 的 由 志和 尺 组 成 的 字符 串 . 


还 有 男 一 种 方法 来 做 同样 的 事 , 那 就 是 改变 m 入 n 
— 2x2 KER, FTA 
f(S) = f(S) +1, 

ALA RS RS, H 


























， 而 不 是 保持 状态 8$. WR S 是 任意 








是 将 上 面 一 行 加 到 了 下 面 一 行 上 .( 我们 仔细 观 


WEE 


Mii £(S) 2 (m+ m^)/ (n n^) B. f (RS) 2 ((m- n) (m * n'))/ (n n) . ) 如 果 我 们 对 满足 四 > 
的 分 数 m/n 执行 二 又 搜 索 算法 , 第 一 个 输出 将 是 R ,于 是 , 如果 我 们 从 (mm — n) / n THA m / n 
开始 ， 那 么 该 算法 接 下 来 的 性 状 将 ts S(S) TREE X1. 类 似 的 性 质 对 工 也 成 立 ， 且 我 们 有 














py e a= f(S), m»n; 
Z fS) e 一 一 = f(S), m«n. 
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这 就 意味 着 我 们 可 以 将 二 又 搜索 算法 转换 成 如 下 不 用 矩阵 的 程序 


while m zn do 
if m «n then (output(Z); n := n-m) 
else (output(R); m := m-n) 
例如 ， 给 定 m/n=5/7 ， 则 按照 简化 的 算法 ,我 们 相继 有 
m = 5 53 11 
n=72 2 2 1 
输出 L R RL. 
无 理 数 不 出 现在 Stern-Brocot 树 中 , 但 是 所 有 与 它们 “接近 的 ”的 有 理 数 都 在 其 中 . 例如 ， 
如 果 我 们 尝试 对 数 e= 2.718 28… 而 不 是 对 分 数 m/n 用 二 又 搜索 算法 ， 就 会 得 到 一 个 由 L 和 
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R 组 成 的 无 限 字 符 串 ， 其 开始 部 分 是 
RRLRRLRLLLLRLRRRRRRLRLLLLLLLLRLR::: 
我 们 可 以 把 这 个 无 穷 字 符 串 看 成 是 e 在 Stern-Brocot 数 系 中 的 表示 ， 正 如 将 e 表 示 成 无 限 十 进 
制 小 数 2.718 281 828 459… ， 或 者 无 限 二 进 制 分 数 (10.101 101 111 110---), 一 样 . 附带 指出 ， 
e 在 Stern-Brocot 数 系 中 的 表示 其 实 是 很 有 规则 的 : 
e = RDRLR'LRÜRLRÉLRD RLRPLRIP RL.-- i 
这 等 价 于 欧 拉 [5 在 24 岁 时 所 发 现 的 结果 的 一 个 特例 . 
由 这 个 表示 我 们 可 以 推出 ， 诸 分 数 
R R L RR L R L L L L R L R R R R 
1 2 3 5 8 Il 19 30 49 68 87 106 193 299 49 685 88 - 
Pow’ 1 223 4' 7? 1? 18’ 25 32’ 39° 71° 1d10 181’ 252/ 3237 
是 对 数 e 的 最 简单 的 有 理 上 界 和 下 界 近似 . 因为 如 果 m/n 不 出 现在 这 张 表 中 , 那么 这 张 表 中 
KAD S m 而 分 母 三 的 分 数 就 介 于 m/n 和 e 之 间 ， 例 如 ， = 作为 e 的 近似 不 像 


== 2.714… 那 样 简单 ， 后 者 出 现在 这 张 表 中 且 更 接近 于 e. 我 们 能 了 解 这 点 ， 是 因为 
Stern-Brocot 树 不 仅 能 按 次 序 包含 所 有 的 有 理 数 , 而 且 还 因为 所 有 具有 小 分 子 和 小 分 母 的 分 数 


出 现在 所 有 不 那么 简单 的 分 数 上 方 ， 例 如 ， = RRLRRLL INT = RRLRRL ， 后 者 小 于 















































e = RRLRRLR… . 用 这 种 方式 可 以 做 到 极 好 的 近似 ， 例 如 = = 2.718 266 = 0.999 994e , 3X 


是 根据 e 的 Stermn-Brocot 表 示 中 的 前 16 个 字母 得 到 的 分 数 ， 其 准确 度 大 约 与 e 的 二 进 制 表示 法 

的 16 位 所 能 得 到 的 准确 度 相 当 . 

对 不 用 矩阵 的 二 又 搜索 程序 做 些 简单 修改 ， 我 们 就 可 以 求 得 无 理 数 w 的 无 限 表 示 : 
ifa<1 then(output(Z); a := o/(1—a)) 








else(output(R); a := a-1) 

( 这 些 步 又 要 重复 无 限 多 次 , 或 者 重复 到 我 们 厌倦 为 止 . ) WR a 是 一 个 有 理 数 , 用 这 种 方式 
得 到 的 无 限 表示 与 我 们 以 前 得 到 的 相同 ,不 过 在 w 的 (有限 ) 表示 的 右边 要 附加 上 RL. 例 
如 =1 ,我 们 就 得 到 RLLL.… , 它 对 应 于 无 限 分 数 序列 ,了 ,人 ,了 ,… , 它 的 极限 趋向 于 1 如 
IRAE LAO, FER 看 成 1， 这 种 情形 恰好 与 通常 的 二 进 制 记号 类 似 : 正如 [0..D 中 的 每 个 实 
数 x 都 有 一 个 结尾 不 全 是 1 的 无 限 二 进 制 表 示 (.b.5,5,…), 一样, [0..00) 中 的 每 一 个 实数 w 都 有 
一 个 结尾 不 全 是 R 的 无 限 Stern-Brocot 表 示 B,B,B,--.. 这 样 一 来 ， 如 果 我 们 令 0L 以 及 
LOR, ABAZE[O..1) 与 [0..~) 之 间 就 有 了 一 个 保 序 的 一 一 对 应 . 

在 欧 儿 里 得 算法 和 有 理 数 的 Stern-Brocot 表 示 之 间 有 一 种 密切 的 联系 . Awe aa=m/n, 我 
们 得 到 | m /n | 个 R ,然后 得 到 | n/(mmodn)| S L , 接着 得 到 | (mmodn)/(nmod (mmodn)) | 
个 RR， 如 此 一 直下 去 . mmodn, nmod (mmodn) 、… 这些 数 正 好 就 是 欧 几 里 得 算法 中 所 
检验 的 那些 值 .〈 最 后 需要 说 句 多 余 的 话 : 要 确信 没有 无 穷 多 个 R. ) 我 们 将 在 第 6 章 里 进 一 
步 探 讨 这 个 关系 . 











在 1904 年 于 海德 堡 
举行 的 国际 数学 家 
KEE, WRZ- N 
可 夫 斯 基 讲 述 了 这 
种 非 同 寻常 的 二 进 
制 表示 . 


“我 们 将 用 符号 三 作 
为 数 的 同 余 的 记号 ， 
而 将 所 用 的 模 放 到 
其 后 的 括号 里 ， 比 如 
—16=9(mod 5) , 

-7 =15(mod11). " 


— Sap D 


“ 模 掉 轻 微 的 头疼 ， 
我 今天 感觉 良好 . ” 
黑客 词典 
(The Hacker’s 
Dictionary ) P? 
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4.6 mod: 同 余 关 系 ‘MOD’: THE CONGRUENCE RELATION 


模 算 术 是 数论 提供 的 一 种 主要 工具 ， 我 们 在 第 3 章 利 用 二 元 运算 mod 时 见 过 ， 它 通常 是 
表达 式 中 的 一 种 运算 .在 这 一 章 里 ， 我 们 也 将 把 mod 运 用 到 整个 方程 上 ， 为 此 ， 使 用 稍微 不 
同 的 记号 会 更 加 方便 : 

a=b 




















(mod m) e amodm = bmodm. (4.35 ) 


例如 ，9= -16 (mod5) ， 因 为 9mod5=4=(-16) mod5 .公式 a=b (modm) 可 以 读 成 “a 关 
于 模 m 与 5 FR”. 这 一 定义 当 a、b 和 m 是 任意 实数 时 都 有 意义 ,不 过 我 们 几乎 总 是 只 对 整 
数 用 此 定义 . 
由 于 xmodm 与 x 相差 m 的 倍数 ， 因 而 我 们 可 以 用 另 一 种 方式 来 解读 同 余 式 : 

a 一 b 是 m 的 倍数 . (4.36 ) 
如 果 amodm=bmodm ， 那 么 式 (3.21) 中 mod 的 定义 告诉 我 们 ， 对 某 些 整数 上 和 7 有 
a—b-amodm-4 km —(bmod m4 Im) =(k-lm. 反之 , WF a-b - km , Wil 4 m=0} a=b, 
不 然 就 有 


amodm =a-|a/m|m=b+km-|(b+km)/m|m 
=b-|b/m|m=bmodm. 


st (4.36 ) 中 对 于 = 的 刻画 常常 比 式 (4.35) 更 容易 应 用 . 例如， 我 们 有 8= 23 (mod5) , 
为 8-23= -15 是 $ 的 倍数 ， 我 们 并 不 需要 计算 8mod5 Fill 23 mod 5 . 

同 余 符 号 = 看 起 来 好 像 = ， 因 为 同 余 式 与 方程 非常 相像 . 例如， 同 余 是 一 个 等 价 关 系 
( equivalence relation ), UL, EWE ARH asa, UME a =b >b = a 以 及 传递 律 
a=bec> asc. 所 有 这 些 性 质 都 容易 证 明 , EASE TPR f£ WE ambe f(a) = f(b) 的 
任何 关系 = 都 是 一 个 等 价 关 系 .( 在 我 们 的 情形 中 ，f(x)=xmodm. ) 此 外 ,我们 将 同 余 的 
元 素 相 加 和 相 减 ， 仍 保持 同 余 关 系 : 


a=b H cad > 
asb H cad > 


























a=b (mod m) e 


























a+c=b+d 
a-c=b-d 


(mod m) ; 


(mod m) . 





WR a-b F c-d 都 是 m WHR, IBA (a-c)- (bd) - (a-b)*(c-d) Fil (a-c) -(b-d) 
-(a-b)-(c-d)JRPA. BPH HH, SUCHE = ， 并 不 一 定 都 要 写 出 (modm) ， 如 果 模 
是 常数 ， 我 们 只 需要 对 它 说 明 一 次 来 建立 前 后 关系 .这 就 是 同 余 式 记号 的 一 个 最 大 便利 . 
乘法 同样 有 效 ， 只 要 处 理 的 对 象 是 整数 : 
a=b H c=d => 





















































ac = bd (modm) , b, c 是 整数 . 


证 明 : ac-bd =(a—b)c+b(c—d). 现在 反复 应 用 这 个 乘法 性 质 ， 我 们 可 以 取 需 : 

















a=b => a'zb (modm) , a, b 是 整数 ， 整 数 n 宇 0. 
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例如 , 由 于 2= -1 (mod3) ,因而 有 2”=(-1)” (mod3) ,这 就 意味 着 2” -1 是 3 的 倍数 ， 当 且 仅 
K n ARA. 

这 样 一 来 ,我 们 对 方程 所 习惯 做 的 大 多 数 代数 运算 对 同 余 式 都 可 以 运用 . 注意 , 是 大 多 
数 ， 而 不 是 所 有 运算 .除法 运算 显然 不 在 其 中 ， 如 果 ad bd (modm) ， 我 们 不 能 永远 断言 
有 a=b. 例如 ，3x2=5x2 (mod4), fHiÉ3s 5. 

然而 ,在 4 与 m 互 素 这 一 常见 情形 中 ,我们 可 以 挽救 这 一 消 元 性 质 : 

ad = bd e asb (mod m), a,b,d,m dé EX, dim. (4.37) 
例如 ， 只 要 模 m 不 是 5 的 倍数 ， 由 15=35 (mod m) HEH 32 7 (mod m) 是 合法 的 . 

为 证 明 这 一 性 质 ， 我 们 再 次 应 用 推广 的 最 大 公 因 子 法 则 04.5), SOR a’ 和 m ， 使 得 
dd+mm=1. 那么 ， 如 果 ad=bd ,我 们 就 能 用 d’ 来 乘 这 个 同 余 式 的 两 边 ， 得 到 
add=bdqd .由 于 dd =1， 我 们 就 有 ad4=a 以 及 bdqd=b， 从 而 a=b.， 这 个 证 明 表 明 ， 
在 考虑 (modm) 的 同 余 式 时 , 数 的 作用 非常 像 1/4 ,于 是 我 们 就 将 它 称 为 “a 关于 模 m 的 
Mc". 

将 除法 应 用 到 同 余 式 的 另 一 种 方法 是 ， 在 对 其 他 的 数 做 除法 的 同时 也 对 模 作 除 法 : 

ad=bd (modmd) e a=b (modm), d#0. (4.38) 
这 个 法 则 对 所 有 实数 a,b,qd Fil m 都 成 立 ， 因 为 它 只 与 分 配 律 (amodm)ad = ad mod md fi X : 
我 们 有 amodm=bmodm €» (a mod m)d =(bmodm)d €» ad mod md =bdmodmd. FÆ, HE 
方 说 ， 由 3x2=5x2(mod4) 就 得 出 3= 5(mod2). 
我 们 可 以 将 (4.37 ) 和 (4.38 ) 组 合 起 来 得 到 一 个 一 般 法 则 ， 它 尽 可 能 小 地 改变 模 : 
ad = bd (mod m) 












































&a=b (moa a,b,d,m 是 整数 . (4.39) 


m 
us] 
因为 可 以 用 4 3€ ad 8 bd , XP a'd e m'm 2 ged (d,m) ， 这 就 给 出 同 余 式 agcd (d,m) = 
b-gcd (d,m) (mod m) ， 它 可 以 用 gcd (d,m) 来 除 . 

我 们 再 进一步 观察 改变 模 的 想法 . 如 果 我 们 知道 a=b(mod100) ， 那 么 也 必定 有 
a=b (mod10) ， 即 此 式 对 100 的 任何 一 个 因子 的 模 都 成 立 ， 说 a-b 是 100 的 倍数 ， 要 比 说 它 
是 10 的 倍数 ， 更 强 一 些 ， 一 般 来 说 ， 

a=b (modmd) > a=b (modm), d 是 整数 ， (4.40) 
因为 md 的 任何 倍数 也 都 是 m 的 倍数 . 
反 过 来 ， 如 果 我 们 知道 对 于 两 个 小 的 模 有 a=b ， 是 否 能 断定 对 于 一 个 更 大 的 模 有 a=b 
呢 ? 是 的 ， 这 个 规则 是 
a=b (modm) H.a =b (modn) 
= a=b (modicm(m,n)), 整数 m,n>0. (4.41) 
例如 ， 如 果 我 们 知道 a=b (mod12) M a=b (mod18) , 那么 肯定 可 以 推出 a=b (mod36). JE 
因 在 于 ,如 果 a-b 是 m 和 的 一 个 公 倍数 ,那么 它 就 是 lem(m,n) 的 倍数 . 这 可 以 从 唯一 分 
解 原理 得 出 . 





















































小 的 模 ? 用 modulitos 
如 何 ? 
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这 个 法 则 的 特殊 情形 m1 虐 n 极其 重要 ， 因 为 当 m 和 nn 互 素 时 ，1lcm(m,n)=mn. 于 是 我 
们 就 可 以 来 明确 地 陈述 它 
a=b (mod mn) 
€» a=b (modm) H.as b (modn), "WIE mn. (4.42) 


WA, a=b (mod100) 4 HAX a =b (mod25) LAK a=b (mod 4) . 换 一 种 方式 来 说 ， 如 果 我 
们 知道 xmod25 以 及 xmod4 ， 那 么 就 有 足够 的 事实 来 确定 xm0d100. 这 是 中 国 剩余 定理 
(Chinese Remainder Theorem， 见 习题 30 ) 的 一 个 特例 ， 这 样 称呼 它 是 因为 它 是 在 大 约 公元 
350 年 时 由 中 国 的 孙子 发 现 的 . ” 

(4.42 ) 中 的 模 m 和 nn 可 以 进一步 分 解 成 互 素 的 因子 ， 直 到 每 个 不 同 的 素数 都 被 单独 分 
离 出 来 ,这样 一 来 ， 如 果 m 的 素 因 子 分 解 式 (4.11 ) 是 . 我 们 就 有 
































a=b (mod m) & a=b (mod p") , 对 所 有 pp. 
以 素数 宕 为 模 的 同 余 式 是 所 有 以 整数 为 模 的 同 余 式 的 基础 . 




















4.7 独立 剩余 INDEPENDENT RESIDUES 

















同 余 式 的 一 个 重要 应 用 就 是 剩余 系 ( residue number system )， 在 其 中 ， 一 个 整数 x 表示 
成 为 关于 一 组 互 素 的 模 的 剩余 ( 余数 ) 序列 : 


Res(x) =(xmodm,,---,xmodm,) , 对 1 j<k <r fm, Lm,. 


知道 xmodm,,---,xmodm, ， 我 们 还 是 不 能 了 解 有 关 x 的 一 切 ， 但 它 的 确 允 许 我 们 确定 
xmodm ， 其 中 m 是 乘积 m…m, .在 特殊 的 应 用 中 ， 我 们 常常 会 知道 x 落 在 某 个 范围 内 ， 
这 时 ， 如 有 果 知道 xmodm ， 且 m 足 够 大 ， 那 么 我 们 就 能 知道 有 关 x 的 一 切 . 

我 们 来 观察 仅 有 两 个 模 3 和 5 的 剩余 系 的 小 情形 : 














X mod 15 X mod 3 X mod 5 
0 0 0 
1 1 1 
2 2 2 
3 0 3 
4 1 4 
5 2 0 
6 0 1 
7 1 2 
8 2 3 
9 0 4 
10 1 0 
11 2 1 
12 0 2 
13 1 3 
14 2 4 














D 这 个 定理 在 国内 的 数论 文献 著作 中 一 般 称 为 孙子 定理 ， 它 还 有 诸多 其 他 名 称 ， 如 大 衍 求 一 术 等 . 
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每 一 个 有 序 对 (xmod3,xmod5) 都 是 不 同 的 ， 因 为 xmod3 = y mod3 H. xmod5 = y mod 5 的 充 
分 必要 条 件 是 xmod15 = y mod15 . 

根据 同 余 式 的 规则 ,我 们 可 以 在 两 个 分 量 上 独立 地 执行 加 法 、 减 法 和 乘法 . 例如 ， 如 果 
用 13 = (13) 来 乘 以 7= (1,2) mod15 ， 那 么 就 计算 1xl mod3 =1 以 及 2x3 modS=1. 答案 是 
(LD =1， 从 而 7x13 mod15 必定 等 于 1， 事 实 的 确 如 此 . 

这 个 独立 性 原理 在 计算 机 应 用 中 很 有 用 ， 因 为 不 同 的 分 量 可 以 分 开 来 工作 (例如 ,用 不 
同 的 计算 机 )” 如 果 每 个 模 m, 都 是 一 个 不 同 的 素数 p, ， 选 取 它 们 稍 小 于 2 ， 这 样 ， 一 台 处 
理 [-2 .2 ) 范围 内 整数 基本 算术 运算 的 计算 机 , 可 以 很 容易 地 对 模 p, 计算 和 、 差 和 乘积 . 一 
组 ”个 这 样 的 素数 ， 使 得 有 可 能 对 最 多 31 个 二 进位 的 “多 精度 数 ” 做 加 法 、 减 法 以 及 乘法 ， 
而 利用 剩余 系 ， 则 可 能 比 用 其 他 方法 对 这 么 大 的 数 相 加 、 相 减 和 相 乘 更 快 . 

在 适当 的 情况 下 ， 我们 甚至 可 以 做 除法 .例如 ,假设 我 们 想 要 计算 一 个 很 大 的 整数 行列 
式 的 精确 值 ， 其 结果 是 一 个 整数 D ，|D| 的 界限 可 以 根据 其 元 素 的 大 小 给 出 . 但 是 已 知 的 计算 
行列 式 的 快速 方法 都 要 求 用 除法 ， 而 这 会 导致 出 现 分 数 (如 果 我 们 借助 二 进 制 近似 ， 就 会 损 
失 精 度 ) ”弥补 的 方法 是 对 各 种 大 素数 p, 计算 Dmod p, = D, ， 只 要 除数 碰巧 不 是 p, 的 倍数 ， 
我 们 就 能 安全 地 对 模 p, 做 除法 . 那 很 可 能 不 会 发 生 ， 但 是 如 果 这 种 情况 的 确 发 生 了 ， 我 们 也 
能 选取 男 一 个 素数 . 最终 ， 只 要 对 足够 多 的 素数 知道 了 D, ， 我 们 就 有 了 足够 的 信息 确定 D. 

不 过 ， 我 们 还 没有 解释 怎样 从 一 个 给 定 的 剩余 序列 (xmodm,…,xmodm,) 反 过 来 确定 
xmodm. 我们 已 经 指出 ， 原 则 上 这 种 逆 运 算是 可 行 的 ， 但 是 计算 可 能 会 难以 实现 ， 以 至 于 实 
际 上 会 扼杀 这 种 想法 .幸运 的 是 ， 有 一 种 相对 比较 简单 的 方法 可 以 做 这 件 事 ， 我 们 用 小 表格 中 
的 情形 (xmod 3,x mod5) 来 描述 此 法 . 关键 的 思想 是 在 (1,0) 和 (0,D 这 两 种 情形 下 对 问题 求解 ， 
因为 如 果 (,0)=a 以 及 (0,1)=b , 那么 (x,y) =(ax+by)mod15 ， 因 为 同 余 式 可 以 相 乘 和 相 加 . 
根据 对 表 的 核查 , 在 我 们 的 情形 中 有 au =10 FD = 6 , 但 是 当 模 很 大 时 , 我 们 如 何 求 出 a 
Alb YE? US. Wem Ln, RB a Alb 使 得 方程 


a mod m = 1, a modn = 0, bmodm - 0, bmodn=1 
全 都 成 立 的 好 方法 是 什么 呢 ? (4.5 ) 再 次 出 手相 救 :用 欧 几 里 得 算法 ,我 们 可 以 求 得 m Mn, 
使 得 































































































mm+nn=1. 
这 样 一 来 ,我们 可 以 取 a 2 n/n 和 2 2 m'm ， 如 果 需 要 ， 将 它们 两 者 对 modrz 进行 化 简 . 

如 果 要 在 模 很 大 时 使 得 计算 量 最 小 ， 则 需要 进一步 的 技巧 ， 其 中 的 细节 超出 了 本 书 的 
范围 ， 但 是 它们 可 以 在 参考 文献 [208， 第 274 页 ] 中 找到 ， 从 剩余 转换 到 它 原 来 所 对 应 的 数 是 
可 行 的 , 但 是 太 慢 了 , 仅 当 在 它 转换 回去 之 前 能 在 剩余 系 中 完成 所 有 一 系列 运算 ， 我 们 才 节 
省 总 的 时 间 . 

现在 让 我 们 尝试 解 一 个 小 问题 ， 以 此 来 巩固 这 些 同 余 式 的 想法 : 如 果 在 x=x 时 我 们 把 
两 个 解 x 和 x 视 为 相同 的 ， 那么 同 余 式 
x^ 21 (mod m) (4.43) 
有 多 少 个 解 ? 





























例如 ， 梅 森 素 数 
2! -1 就 是 一 个 很 
好 的 选择 . 


除了 2 之 外 ， 所 有 的 
素数 都 是 奇数 ， 而 2 
则 是 所 有 素数 中 最 
为 奇特 的 另类 . 


数学 家 喜欢 说 事情 
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按照 早先 阑 述 的 一 般 原 理 ， 我 们 首先 应 该 考虑 六 是 素数 寡 疡 的 情形 ,这 里 上 > 0. 此 时 
同 余 式 = 1 可 以 写成 


(x - D(x +1) 20 (mod p^). 


所 以 p 必定 整除 x-1 或 者 x+1， 或 者 整除 它们 两 者 .但 是 p 不 可 能 同时 整除 x-1 和 x+1， 
除非 p=2 ,我们 以 后 解决 这 种 情形 ， 如 果 p>2,， 那么 p'\(x-D(G+1) e p'N(x-D 或 者 
p"\(x+1) ， 所 以 恰好 有 两 个 解 x=+1 和 x=-1. 

P=2 的 情形 稍 有 不 同 . 如 果 2*\(x 一 D(x+1) , 那么 x-1 和 x+1 中 的 一 个 能 被 整除 , 但 
不 能 被 4 整除 ， 所 以 另外 一 个 必定 能 被 2" 整除. 这 就 意味 着 当 丰 二 3 时 我 们 有 四 个 解 ， 即 
x=tlflx=2*'41. (fila, S4 p' =8 SE RS Du ftii: x =1,3,5,7 (mod8) ; 知道 任何 奇 整数 
的 平方 都 有 8n+1 的 形式 常常 是 有 用 的 . ) 

现在 ，x =1 (modm) 当 且 仅 当 对 闫 的 完全 分 解 式 中 所 有 满足 m, > 0 的 素数 p 都 有 
xX =1 (mod p”). 每 一 个 素数 都 是 独立 于 其 他 素数 的 ， 对 于 xmod p”， 除了 p=2 的 情形 ， 
丝 有 两 种 可 能 性 . 于是， 如 果 m 恰 有 r 个 不 同 的 素 因 子 ， 则 x? =1 的 解 的 总 数 是 2" ， 除 了 当 
m 是 偶数 时 要 做 修正 之 外 .一 般 来 说 ， 精 确 的 解数 是 

2r wp] ( 4.44 ) 


例如 , “1 对 于 模 12 的 平方 根 ” 有 四 个 ， 即 1 5,7811. “4m =15 时， 这 四 个 数 就 是 对 模 3 和 模 
5 的 余数 为 +1 的 那些 数 ， 也 就 是 在 该 剩余 系 中 的 (4D , (0,4), (2,1) 和 (2,4). 在 通常 的 十 进 制 
数 系 中 ， 这 些 解 就 是 1, 4, 11 和 14. 









































4.8 ”进一步 的 应 用 ADDITIONAL APPLICATIONS 
第 3 章 还 留 下 一 些 未 完成 的 事情 : 我 们 希望 证 明 m 个 数 
Omodm, nmodm, 2nmodm, :…, (m—l)nmodm (4.45) 
按照 某 种 次 序 恰好 组 成 m/4q 个 数 
0, d, 2d, =, m-d 


WY d 份 复 制 , 其 中 4 = ged(m, n). 例如 , “4m=12 An=8ht, RITA d 24, 这 些 数 就 是 0, 8, 
4, 0, 8, 4, 0, 8, 4, 0, 8, 4. 

WEB CAE HA FS 2 BT TT m / d 个 值 的 a 份 复 制 ) 的 第 一 部 分 现在 是 显然 的 . 根据 ( 4.38), 
我 们 有 











jn s kn (modm) & j(n/d)=k(n/d) (modm/d), 
Muti os k«m/d 时 ， 我们 得 到 这 些 值 的 4 份 复制 . 
现在 我 们 必须 指出 ,， 那 m /4 个 数 就 是 {0,4,24,…,md}( 按照 某 种 次 序 排列 ) RINE 
m=md 以 及 n=nqd . 那么 ,根据 分 配 律 (3.23) 就 有 imodm =d(kn'modm’) ， 所 以 当 
0 x k « m 时 出 现 的 那些 值 就 是 a Sie ei 
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Omodm’, n’modm’, 2n'modm', =, (m’-l)n’modm’. 
但 是 由 (4.27 ) 我 们 知道 m Ln’ ,已 经 除去 了 它们 的 最 大 公 因 子 . 因此 , 我 们 只 需要 考虑 d =1 
的 情形 ， 也 即 m 与 n 互 素 的 情形 . 

所 以 我 们 可 以 假设 m 上 n .在 这 种 情形 中 ， 利 用 “ 铝 舍 原理 ”容易 看 出 ( 4.45 ) 中 的 数 
正好 就 是 {0,1,…,m 一 赴 ( 按照 某 种 次 序 )” 馈 铭 原理 是 说 ， 如 果 把 m 只 铝 子 放 进 m 个 蚀 舍 之 
中 ， 存 在 一 个 空 鸟 舍 的 充分 必要 条 件 是 有 一 个 铝 舍 中 有 多 于 1 只 的 锅子 .( 习题 3.8 中 证 明 的 
狄 克利 雷 抽 居 原理 与 之 相似 . ) 我 们 知道 ，( 4.45 ) 中 的 数 是 各 不 相同 的 ， 因 为 当 m Ln 时 





















































jn s kn (mod m) e j 5k (modm), 
eM (4.37). ROR, 3X m PARR s EG BT BU RSS 0,1, m—1, ROSE A 


了 第 3 章 里 的 未 竞 任务 . 
证 明 是 完成 了 , 但 是 如 果 不 用 依赖 鸟 舍 原 理 的 间接 方法 而 用 一 种 直接 的 方法 , 我 们 甚至 
能 证 明 更 多 . 如 果 m Ln 且 给 定 一 个 值 je [0..m) ， 那 么 就 可 以 通过 对 求解 同 余 式 
kn = j (modm) 
显 式 计 算出 ke [0..m) ， 使 得 如 modmm = j .我 们 直接 用 nn 乘 它 的 两 边 ， 
这 就 得 到 
k = jn’ (mod m) , 
从 而 上 = jn’modm . 

我 们 可 以 利用 刚刚 证 明 的 这 些 事实 来 建立 一 个 由 皮 埃 尔 ' 德 . 费 马 于 1640 年 发 现 的 重要 
结果 . 费 马 是 一 位 伟大 的 数学 家 ,他 对 微 积分 的 发 现 以 及 许多 其 他 数学 领域 都 做 出 了 贡献 . 他 
留 下 的 笔记 包含 许多 未 给 出 证 明 的 定理 , 这 些 定理 中 的 每 一 个 后 来 都 被 证 实 了 ,其 中 就 包括 
一 个 最 著名 的 问题 , 它 困扰 全 世界 最 优秀 的 数学 家 长 达 350 年 之 久 . 这 个 著名 的 结论 称 为 “ 费 
马 大 定理 ”， 它 说 的 是 当 n > 2 时 ， 对 所 有 正 整 数 a,b,c 和 A 

a" +b" +c". (4.46 ) 
( 当然 , 方程 a+b=c Ma +b =c 有 许 许 多 多 的 解 . ) 安德鲁 RA e Y 3x laa, 
他 对 (4.46 ) 给 出 的 艰深 的 划时代 的 证 明 发 表 在 4nnals of Mathematics141 ( 1995 )，443-551 
中 . 

验证 1640 年 的 费 马 定理 要 容易 得 多 .， 它 现在 称 为 费 马 小 定理 ( 或 者 简称 为 费 马 定理 ), 
是 说 



















































































n"! =1 (mod p), (4.47) 
证 明 : 与 通常 一 样 ， 我 们 假设 六 表示 素数 .我 们 知道 ， 忆 -1 个 数 mamodPp 2nmodp, ，…， 
(p-Dnmod p 就 是 数 12…,P-1 (按照 某 种 次 序 排列 ) 于 是 ， 如 果 将 它们 乘 在 一 起 我 们 就 
得 到 


nip. 























nx(2n)x---x((p-1)n) 





(D Connection Machine 是 麻 省 理工 学 院 一 台 超 级 计算 机 的 名 字 . 





新 的 重要 消息 
Beal 猜想 
a xb xc ed*,4& 
X Noam Elkies"?! + 
1987 年 8 月 找到 了 无 
穷 多 个 解 . 

现在 ，Roger Frye 做 
了 一 次 彻底 的 计算 
机 搜索 ， (在 一 台 
Connection Machine " 
上 经 过 大 约 110 小 时 
的 计算 之 后 ) 证 明了 
满足 d«1000 000 
的 仅 有 的 解 是 

95 800 +217 519* 
+414 560° 

= 422 481°. 











um 这 个 命题 ， 如 
REAL, 那么 是 大 
dp n 





如 果 这 是 费 马 小 定 
理 ， 那 么 另 一 个 就 是 
费 马 最 后 定理 "， 但 
它 不 是 最 小 的 . 
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=(nmod p)x (2n mod p)x---x((p —1)n mod p) 
=(p-1)!, 
其 中 的 同 余 式 是 对 模 疡 而 言 的 ， 这 就 意味 着 
(p-1)!n^* =(p-1)! (mod p) , 
由 于 (pp 一 ])! 不 能 被 p 整除 ， 我们 可 以 将 上 式 中 的 (p--D)! 消 去 .证 毕 . 
费 马 定理 的 另 一 种 形式 有 时 更 加 方便 : 
n’ =n (mod p) ，n 是 整数 . (4.48 ) 
这 个 同 余 式 对 所 有 整数 成立， 其 证 明 很 容易 ， 如 果 1p ， 我 们 就 直接 用 "来 乘 (447) 
的 两 边 ， 如 若 不 然 ，p\n ， 所 以 n” =0=n. 
在 他 发 现 (4.47) 的 同一 年 ， 费 马 给 梅森 写 了 一 封 信 说 ， 他 怀疑 数 
三 =22 +1 
对 所 有 7 二 0 都 应 该 是 素数 .他 知道 前 五 种 情形 给 出 素数 : 
2141 23, 2244125, 2441 =17, 2541 2257, 241265 537; 
但 是 他 不 知道 如 何 证 明 下 一 个 22 +1 = 4 294 967 297 也 是 素数 . 
有 意思 的 是 ， 如 果 费 马 利 用 自己 新 近 发 现 的 定理 ， 花 一 点 时 间 做 一 些 乘法 ,他 就 可 能 证 
明 2”+1 不 是 素数 .我 们 可 以 在 (4.47 ) 中 置 n =3 ， 这 就 导出 
3" s1(mod2?41), 40522” +1 是 素数 . 
可 以 手 算 来 检查 这 个 关系 ， 从 3 开始 ， 将 它 平方 32 次 ， 只 保留 关于 mod2?2 +1 的 余数 .首先 
我 们 有 32 =9 ， 然 后 3 = 81 ， 接 下 来 3 = 6561 ， 这 样 继续 下 去 ， 直 到 得 到 
3" 23 029 026 160 (mod22 +1). 
其 结果 不 是 1， 所 以 22 +1 不 是 素数 .这 种 反 证 的 方法 对 于 它 可 能 有 什么 样 的 因子 并 未 给 出 
任何 线索 ， 但 是 的 确证 明了 存在 因子 . (它们 是 641 和 6 700 417， 由 欧 拉 1 在 1732 年 首次 
发 现 . ) 
即使 3” 对 于 模 22 +1 被 证 明 等 于 1， 这 一 计算 也 不 能 证 明 2° +1 是 素数 ， 它 只 是 不 会 推 
翻 这 一 结论 . 习题 47 讨 论 了 费 马 定理 的 一 个 闭 命 题 , 利用 此 逆 命 题 我 们 无 需 做 大 量 繁杂 的 计 
算 ， 就 能 证 明 某 个 大 数 是 素数 . 
我 们 通过 在 一 个 同 余 式 的 两 边 消去 (p-DI 证 明了 费 马 定理 . 
AEM- 同 余 的 ， 这 是 威尔逊 定理 经 典 结 论 的 一 部 分 : 
(n-1)!=-1 (modn) e n 是 素数 ，n>1. (4.49 ) 
这 个 定理 的 一 半 是 平凡 的 : 如 果 n>1 不 是 素数 , 它 就 有 一 个 素 因 子 p, p 必然 也 是 (2 - D)! BS 
一 个 因子 ,所 以 (n 一 ])! 不 可 能 与 -1 同 余 . CHAR (n — D) SESS n 与 -1 同 余 , 它 也 就 应 该 对 模 p 
与 -1 同 余 , 但 事实 并 非 这 样 . ) 




































































qlip 


有 实 表明 , (p 一])! 对 于 模 p 
























































CD 费 马 最 后 定理 即 通常 所 称 的 费 马 大 定理 . 
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威尔逊 定理 的 另 一 半 说 的 是 ，(p -=D!= -1 (mod p). 我 们 可 以 通过 将 数 与 它 关 于 modp 
的 道 元 配对 来 证 明 这 一 半 结 论 ， 如 果 n 上 p ， 我 们 知道 存在 n 使 得 
n'n=1 (mod p) , 
XE n 是 n Wii, Mn BÆ n C. n AEA Soca EXE AR, 这 是 由 于 
nn’ = nn" AMn =n". 
现在 假设 我 们 将 1 与 p -1 之 间 的 每 一 个 数 都 与 它 的 道 元 配 成 对 ， 由 于 一 个 数 与 它 的 道 元 
的 乘积 同 余 于 1， 故 所 有 成 对 互 逆 的 数 的 乘积 也 同 余 于 1， 所 以 看 起 来 (p -了 )! 也 同 余 于 1. 我 
们 来 对 p =5 的 情形 进行 核查 . 我 们 得 到 4!= 24 , 但 它 对 模 5 与 4 同 余 ， 而 不 与 1 同 余 . 哦 , 问 
题 出 在 哪儿 呢 ? 我 们 更 仔细 地 对 逆 元 进行 观察 : 
l21, 2/23, 7=2, 4=4. 
原来 如 此 ，2 和 3 是 配对 的 ， 但 是 1 和 4 并 不 配对 一 一 它们 都 是 自己 的 逆 元 . 
为 了 重新 进行 分 析 ， 必 须 确定 哪些 数 是 自己 的 道 元 ， 如 果 x 是 它 自己 的 道 元 ， 那么 
x 2] (modp), 我们 已 经 证 明了 ， 当 p>2 时 ,这 个 同 余 式 恰好 有 两 个 根 . (WR p=2, © 
然 有 (=-DIs-1， 所 以 我 们 不 需要 担心 这 种 情况 . ) 它 的 根 是 1 和 PP-1， 而 其 他 的 数 ( 介 于 1 
与 -1 之 间 ) 可 以 配对 ， 从 而 
(p-D!slx(p-1) 2-1, 
如 所 希望 的 那样 . 
不 幸 的 是 , 我 们 不 可 能 有 效 地 计算 阶乘 ,所 以 将 威尔逊 定理 用 于 检测 素性 是 没有 什么 实 
际 作用 的 . 它 仅仅 是 一 个 定理 而 已 . 
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{0,1,…,m 一 1 中 有 多 少 个 整数 与 m 互 素 ? 这 是 一 个 称 为 om) BUE EB SE, BU m 的 
“totient”( 这 是 由 英国 数学 家 J. J. Sylvester 4 命名 的 ， 他 喜欢 发 明 新 的 词汇 )， 我 们 有 
PI)=1, q«p)2p-l, AXA m IVA gm) « m -1. 

PRA o PRA chr 0 函数 , 因为 欧 拉 是 研究 它 的 第 一 人 . 例如 , 欧 拉 发 现 费 马 的 定理 (4.47 ) 
可 以 用 下 面 的 方式 推广 到 非 素数 的 模 : 

n" =1(modm), Mien Lm. (4.50) 
(习题 32 要 求 给 出 欧 拉 定 理 的 证 明 . ) 

如 果 m 是 一 个 素数 蚂 p*，, 则 容易 计算 pim) , HAA n p e pa. tE[01,, p^ -1] P 
的 pp 的 倍数 是 {0,p,2p,…,p“-p} ， 从 而 有 pp 个 ，g(p*) 计 入 剩 下 的 : 

0p(p')=p"-p". 
注意 ， 这 个 公式 在 k=1 时 正好 给 出 pg(p)=p-1. 

TUR m > 1 ANE RBG, 我们 可 以 写成 m= mm,， 其 中 m Lm. IERO X n <m 就 能 

在 剩余 系 中 表示 成 (nmodm,nmodm,). 根据 (4.30) 和 (4.4 ) RITE 














如 果 轧 是 素数 ,那么 
p 也 是 素数 吗 ? 


“如 果 与 xX 互 素 ， 
Nn 是 与 和 N 互 素 且 不 
超过 它 的 数 的 个 数 ， 
那么 x” 一 1 总 能 被 
N 整除 . ” 

gd D] 





“如 果 A 与 B 互 素 ， 且 
与 A 互 素 又 不 超过 A 
的 数 的 个 数 为 a, 与 B 
互 素 又 不 超过 B 的 数 
的 个 数 为 bp， 那么 与 
AB 互 素 且 不 超过 AB 
的 数 的 个 数 为 ab. ” 


一 一 欧 拉 中 
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nlm € nmodm, Lm Hnmodm, Lm,. 


此 ,如 果 我 们 把 互 素 看 成 是 一 种 优点 ,那么 nmodm Fe rfe B" 24 HAL n mod m, fl n mod m, 
两 者 都 是 “好 的 ”".， 关于 模 m 的 “好 的 ” 值 的 总 数 现在 可 以 用 递归 方法 予以 计算 : 它 是 
gm om) ,因为 在 剩余 类 的 表示 中 有 om) 种 好 的 方式 选取 第 一 个 分 量 nmodm ,有 g(m,) 
种 好 的 方式 选取 第 二 个 分 量 nmodm,. 

fl, e102)2-9(98)22x2-24 ， 因 为 n 512835 HIC nmod4 - (或 者 3) H. 
nmod3 = (或 者 2) .在 此 剩余 系 中 , 这 四 个 与 12 互 素 的 值 是 (4D , (5,2), (3,1), (3,2) ， 以 十 进 
制 表 示 ， 它 们 是 1, 5,7, 11， 欧 拉 定 理 是 说 : 只 要 n 112, WA n* =1 (mod12). 

如 果 AD) =1 ， 且 

S(mm,) = f (m) f (m,) Hm 1m, , (4.51) 

那么 正 整数 的 函数 f (m) 称 为 是 积 性 的 ( multiplicative ) 我 们 刚才 证 明了 em) 是 积 性 的 . TE 
这 一 章 前 , 我 们 也 见 过 另 一 个 积 性 函数 的 例子 : x? =1 (mod m) 的 不 同 余 的 解数 是 积 性 的 . 还 
有 另外 一 个 例子 是 f(m) = m* (对 任何 宕 w ). 

一 个 积 性 函数 完全 由 它 在 素数 震 的 值 所 定义 , 因为 我 们 可 以 把 任何 正 整数 记分 解 成 素数 
祖 因 子 ， 这 些 因 子 是 互 素 的 .一 般 的 公式 


fim) =] f@™). m=| |p” (4.52 ) 































































































当 且 仅 当 /是 积 性 函数 时 成 立 . 
寺 别 地 ， 这 个 公式 对 于 一 般 的 nn 给 出 欧 拉 g 函数 的 值 : 


m m,-l 1 
gm) - LG" - p" p) (4.53 ) 


p\m 








例如 ， «02 4-26-0 -i(i-2 1-2]. 


现在 我 们 来 看 V 函数 对 于 研究 有 理 数 mod LR HJ. RA, AIR OX men, WA 
m/n 是 基本 的 . 这 样 一 来 ，9(n) 就 是 分 母 为 n 的 最 简 基 本 分 数 的 个 数 ， 而 法 里 级 数 .五 既 包 


售 分 母 不 超过 的 所 有 最 简 基本 分 数 ， 也 包含 非 基本 分 数 . 
在 约 化 成 最 简 分 数 之 前 ， 分 母 为 12 的 所 有 基本 分 数 的 集合 是 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 














经 化 简 得 到 
0 1 1 1 1 5 1 7 2 3 d 
1” 12” 6 4 3 12” 2 12° 3° A 6 12 
我 们 可 以 根据 它们 的 分 母 将 这 些 分 数 分 组 : 
0 1 12 13 15 1571 
1' 2? 33? 44 66 12121212 
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对 此 ， 我 们 能 做 何 解释 呢 ? 不 错 ，12 的 每 一 个 因子 都 出 现在 分 母 上 ,一 起 出 现 的 还 有 全 部 
ADDTT. 出 现 的 分 母 都 是 12 的 因子 .从 而 


€(1) +9(2)+9(3)+9(4P +9(6)+9(12)=12. 





如 果 对 任何 加， 我 们 从 尚未 化 简 的 分 数 , 二 ,…, 全 二 开始， 显然 会 出 现 类 似 的 情形 ， 故 而 
m m 


ES 
m 

M o(d)-m. (4.54) 
在 本 音 开 始 时 我 们 说 过 ， 数 论 中 的 问题 常常 要 求 对 一 个 数 的 因子 求 和 :. 是 的 ,( 4.54 ) 


就 是 这 样 的 和 式 ， 所 以 我 们 的 断言 被 证 明 是 正确 的 . 〈 我 们 会 看 到 其 他 例子 . ) 
现在 ， 这 里 有 一 个 奇怪 的 事实 : 如 果 f 是 任意 一 个 函数 ， 它 使 得 和 式 


g(m) - » f (d) 









































是 积 性 的 ， 那 么 f 本 身 也 是 积 性 的 .( 这 个 结果 与 (4.54 ) 以 及 g(m) = m 显然 是 积 性 的 事实 
合 在 一 起 , 就 给 出 eon) 是 积 性 函数 的 男 一 个 理由 . ) 我 们 可 以 通过 对 m 用 归纳 法 来 证 明 这 个 
奇怪 的 事实 : 基础 很 容易 ， 因 为 Gd) = g() =1. 设 m>1,， 并 假设 只 要 m Lm, Hmm, <m, 
就 有 f(mm,)= f(m)f(m,). WR m=mm, Am Lm, , FIT m, 的 所 有 因子 与 的 所 有 因 
子 都 互 素 ， 因 而 就 有 


g(mm,) = 25 f(d)= b > f(did,) ， 
d\mm, d, Wn, d, \m, 





























以 及 d, Ld,. 根据 归纳 假设 ， 除 了 当中 =m, fld, =m, 时 可 能 例外 ， 都 有 f(dd,) = f(d,) 
f(,) ， 我 们 从 而 得 到 


[E f (dj) E f) |- fe fins fen) 


d,\m, 


= g(m,)g(m,)— f(m,) f (m,) + f (mm;). 
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这 就 等 于 g(mm,) = g(m)g(m,) ， 所 以 f(mm;) = fm) fm.) . 

反 过 来 ， 如 果 f(m) 是 积 性 的 ， 对 应 的 对 因子 求 和 的 函数 g(m) =f (d) 也 总 是 积 性 
Hg. 事实 上 ,习题 33 表 明 甚至 有 更 多 的 结论 成 立 . 因此 这 一 令 人 感 兴 趣 的 结论 以 及 它 的 逆 命 
题 都 是 事实 . 

BR EE E BRE (mo) 是 根据 19 世 纪 的 数学 家 奥 十 斯 特 ， 默 比 乌 斯 命名 的 ， 他 还 发 现 了 著名 
的 默 比 乌 斯 带 ”，j(m) 对 所 有 整数 m 宇 1 由 等 式 


Du(d)=[m=1] (4.55 ) 
d\m 


























来 定义 ， 这 个 等 式 实 际 上 是 一 个 递归 式 ， 其 左边 是 由 Am 和 某 些 满足 d « m B u(d) 的 值 组 
成 的 和 式 ， 例 如 ， 如 果 相 继 代 入 m=1,2,…,12 ， 我 们 就 能 计算 出 前 面 12 个 值 : 
































CD 默 比 乌 斯 带 是 单 侧 曲面 的 一 个 最 经 典 的 例子 . 


























现在 是 做 热身 题 11 
的 好 时 机 


依赖 于 你 读 得 有 多 快 
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m 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 di 12 
um) 1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1 -1 0 





Richard Dedekind!” fil Joseph Liouville Z 1857 4E i SH) Wn FEA "sc yet RE” 
( inversion principle ): 


Ne e fom) - Y mlae[ 2). (4.56) 


根据 这 一 原理 ，A 函数 给 出 一 种 新 的 方法 来 理解 已 知 > AD 的 任何 一 个 函数 f (m) . 
(4.56 ) 的 证 明 用 到 我 们 在 本 章 开 头 时 描述 过 的 两 个 技巧 (47 ) 和 (C49): 如 果 
g(m)= >", fd) ， 那 么 


use] = Ya = jah 
= Xa[ no 


d\m k\d 


-5 ma(Lje 
=») M(d) f(k) 


k\m d\(m/k) 


= > [m/k =1] AGOD = f(m). 


k\m 

(4.56 ) 的 另 一 半 可 以 类 似 地 证 明 ( 见习 题 12 ) 

关系 式 (4.56 ) 给 出 了 有 关 默 比 乌 斯 函数 的 一 个 有 用 的 性 质 ， 而 且 我 们 列表 给 出 了 它 的 
前 12 个 值 ， 但 是 当 m 很 大 时 yw(m) 的 值 是 什么 呢 ? 我们 怎么 来 求解 递归 式 (4.55 ) ? 是 的 ， 
PRL g(m) = [m= 1 显然 是 积 性 的 一 一 说 到 底 ， 除 了 当 m=1 时 之 外 它 的 值 都 是 零 ， 所 以 , 根 
据 我 们 一 两 分 钟 前 才 证 明 的 奇怪 的 事实 可 知 ， 由 (4.55 ) 定义 的 默 比 乌 斯 图 数 必 定 是 积 性 
的 .这 样 一 来 ， 只 要 我 们 计算 出 up) ， 就 能 算出 uan). 

“m= p" 时, (4.55) EWR, 对 所 有 三 1 有 

UO)+UCP)+ Up’) +--+ Up")=0, 

这 是 因为 p' 的 因子 是 1…, pr ， 由 此 推出 







































































MU(p)=-1; u(p')-20, k»1. 
这 样 一 来 ， 根 据 (4.52) 我 们 就 有 一 般 的 公式 


m -1 E = P| PoP,» 
pen) [iso - f don cu 


p\m 


(4.57) 
O ”7 能 被 某 个 P 整除 . 

















这 就 是 4 . 
如 果 我 们 把 (4.54 ) 视 为 函数 g(m) 的 递归 式 ， 就 能 应 用 戴 德 金 - 刘 维尔 法 则 (4.56 ) 求 
解 此 递归 式 . 我 们 得 到 
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( 4.58 ) 
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om) = Y u(d)^. 
例如 ， 
$(12) = u(1) x12 u(2)x6- u(3)x4 * u(4)x3 + u(6)x2 + u(12)x1 
=12-6-44+0+2+0=4. 
如 果 m 能 被 7 个 不 同 的 素数 整除 ， 比 方 说 被 {p,,…,p,} 整除 ， 则 和 式 (4.58) 仅 有 2 PAE 


的 项 ， 因 为 u 函数 常常 取 值 零 . 


g(m) = 1- 二} ; 
Pi P, 


这 样 我 们 就 能 看 出 (4.58) 与 (4.53) 相符 ， 后 者 给 出 











如 果 将 这 + 个 因子 (4-1/p,) 乘 开 来 , 我 们 恰好 得 到 ( 4.58 ) 中 那 2 个 非 零 的 项 ， 默 比 乌 斯 函 





数 的 好 处 在 于 ， 除 此 之 外 ， 它 还 在 许多 情形 中 适用 . 


例如 ,我们 尝试 来 计算 在 法 里 级 数 IE, 中 有 多 少 个 分 数 ? 这 














就 是 在 [0..1] 中 分 母 不 超过 n 


的 最 简 分 数 的 个 数 ， 所 以 它 比 (n) 大 1， 这 里 我 们 定义 
O(x)= > Gk). (4.59) 
(我 们 必须 对 O(n) 加 1， 因为 有 最 后 一 个 分 数 ) (4.59 ) 中 的 和 式 看 似 困 难 , 但 是 ,注意 对 
Br S3 x S047 
1 
xe(5)-3t1«] (4.60) 
我 们 可 以 间接 地 确定 B(x) .这 个 恒等式 为 什么 成 立 ? 是 的 ， 它 有 点 令 人 生 旦 但 实际 上 并 没 


有 超出 MM ME 既 计 入 最 简 分 数 ， 也 计 入 未 化 简 的 分 数 ， 则 满足 0 到 
满足 gcd(m,n) =d 的 分 数 的 个 数 是 


基本 分 数 m/n 总 共有 一 slellite| t. 这 就 给 出 右边 . 











m<n 三 x 的 





P(x/d), — d 代替 m ,用 na RE n ZUR i Ox m'«n' x x/dWj 





4 m [n . 

我 们 来 更 仔细 地 观察 这 一 情形 ， 
XB B(x) = @ (| x |), 但 
fH. 在 整数 值 处 ， 我 们 有 表 








所 以 左边 用 不 同 的 方法 计算 了 同样 的 分 数 ， 故 此 恒等式 必定 为 真 . 
以 便 使 得 等 式 (4.59 ) 和 
日 是 事实 表明 ,对 任意 实数 而 不 仅仅 是 对 整数 来 定义 B(x) 会 更 加 方 


(4.60 ) 更 加 清 





Wr. D(x) 的 定 











n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
gn) = J] 1 2. 2 4 2 6 4 6 4 10 4 
D(n) 0 1] 2 4 6 10 12 18 22 28 32 42 46 


当 x=12 时 ， 可 以 对 (4.60) 进行 核查 : 
(2)+@(O)+@()+GG)+GO)+GO)+6xeO) 


=46412+6+4424246=78 =—x12X13. 


( 这 种 向 实数 值 的 扩 
展 对 于 在 算法 分 析 
中 提出 来 的 许多 递 
归 式 都 是 一 个 有 用 
的 技巧 ) 


事实 上 , 默 比 乌 斯 P7 
是 因为 (4.61 ) 而 不 
X (456) 才 创 造 了 
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令 人 吃惊! 
恒等式 (4.60 ) 可 以 看 成 是 对 四 (x) 的 隐 含 的 递归 式 . 例如 我 们 刚刚 看 到 了 ， 可 以 用 它 从 
O(m) TE m «12 的 取 值 计算 出 @d42) .我 们 可 以 用 默 比 乌 斯 函数 另 一 个 优美 的 性 质 来 求解 这 

个 递归 式 : 
ge 2 M f(x/d) e f(x) = M u(d)g(x!d). (4.61 ) 





























这 个 反 演 法 则 对 所 有 满足 > ， Lf Gc! kd)| <o WIR S UL, 我 们 可 以 如 下 来 证 明 它 . (B 
BWe(x)= >) Sf (x/d). 那么 
D dg! d)= 3 u(d)3 f(x! kd) 
i 23 (x/ mY, aan = kd] 
=¥ fox mE mld) E fool mlm=11= f. 


男 一 个 方向 的 证 明基 本 上 相同 . 
这 样 ， 我 们 现在 就 能 对 (x) 求解 递归 式 (4.60) T: 








$6) =D ud) sid Jiex/d . ( 4.62 ) 


这 永远 是 一 个 有 限 和 式 . 例如 ， 





中 (12 Ed 12x13-6x7-4x54+0-2x3+2x3 
2 


—1X2+0+0+1x2—-1x2+0) 
= 78-21-10-3+3-1+1-1=46. 
在 第 9 章 里 ， 我 们 将 看 到 怎样 利用 (4.62) X D 得 到 一 个 好 的 近似 ， 事实 上 ， 我 们 将 要 证 
明 一 个 由 麦 尔 腾 27 于 1874 年 发 现 的 结果 


D(x) = + O(xlog x). 
a 


这 样 一 来 ， 函 数 (x) 增长 得 比较 “光滑 ”， 它 对 o) 的 不 规则 性 状 做 了 均衡 平滑 的 处 理 . 
为 保持 上 一 章 建立 的 惯常 做 法 ,我 们 来 讨论 一 个 问题 , 它 描述 了 刚刚 介绍 的 大 部 分 知识 ， 
且 对 下 一 章 有 指导 意义 ,并 以 此 结束 这 一 章 . 假设 我 们 有 个 不 同 颜 色 的 珠子 ,目的 是 要 计 
算 有 和 多少 种 不 同 的 方式 把 它们 串 成 长 度 为 m 的 圆 形 项 链 ， 我们 将 可 能 的 项 链 的 个 数 记 为 
N(m,n) ， 尝 试用 “命名 并 求解 ”来 解决 此 问题 . 
例如 ， 有 两 种 颜色 的 珠子 R 和 B ， 我 们 可 以 用 N(4,2) = 6 种 不 同 的 方式 做 出 长 度 为 4 的 
项 链 : 








(CR (CR (C R^ (R^ (CR (B^ 
R R R R B B 


R B B B B B 
ig d hog kp RJ Ly a! 
所 有 其 他 的 方式 都 与 其 中 的 一 种 等 价 ， 因 为 项 链 的 旋转 不 改变 它 . 然而 , 反射 被 视 为 是 不 同 


的 ， 例 如 在 m=6 的 情形 ， 
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论 


(B 
R R 
| d 
R B 
Lp 





不 同 


(B 
R 
NP 
R 
Kp 


R 


B 


这 些 图 形 计数 的 问题 是 首先 由 P. A. MacMahon? F 189245 fi e AY. 


关于 N(m,n)， 


RRRR 
RRBR 


RBBB 
BBBB 


RRRR 
RRRB 
RRBB 
BRBR 
BRBB 
BBBB 





RRRR 
BRRR 
BRRB 
RBRB 
BBRB 
BBBB 


BBRR 
BRBR 
BBBR 
BBBB 


没有 明显 的 递归 式 存 在 ， 不 过 我 们 可 以 将 每 
线 状 的 串珠 ， 并 考虑 得 到 的 断 片 ， 例 如 ， 当 m=4 和 n=2 时 得 到 


条 项 链 用 m 种 方式 断裂 成 
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这 nm” 种 可 能 模式 的 每 一 种 在 这 mN(m,n) 个 珠 串 组 成 的 阵列 中 至 少 出 现 一 次 ， 而 某 些 模式 出 
现 多 于 一 次 . ind …a, 1 会 出 现 多 少 次 ? 这 很 容易 : 它 是 产生 与 原先 的 a,…a,, ,相同 的 模 
式 的 循环 移 位 a, sa, aya, 的 个 数 ， 例 如 BRBR 出 现 两 次 ， 因 为 割断 由 BRBR 所 形成 的 
项 链 的 四 种 方式 产生 四 个 循环 移 位 (BRBR，RBRB ，BRBR ，RBRB )， 其 中 有 两 个 正好 
与 BRBR 本 身 重合 。 这 个 方法 表明 














mN(m, n) = * » [a,...4,, i = a, “A, 1 Ay] 
Mg 5°54, ES, OSk<m 
= > 25 [co 58, = d 0, ud, a]. 
Oxk«m 49,5, 4€S, 
这 里 5S, 是 nn 种 不 同 颜色 的 集合 . 
我 们 来 看 ， 当 给 定时 有 多 少 模式 满足 aya, =a, aaa 例如， 如果 m=12 
且 k=8 ,我 们 想 要 计算 
AA, dd3dadsded7 AgAg A yA), = d$050,50,,090,0,0,0,05060; 
的 解数 . 这 就 意味 着 as =a,=a,, A =a =a, A, =a -a,V&a, =a, =a, 所 以 oa; 


和 a 的 值 可 以 用 必 种 方式 选取 ， 而 剩 下 的 诸 个 c 则 与 它们 有 关 ， 这 看 起 来 眼熟 吗 ? 一 般 
来 说 ， 
aj = A usps DR Jm 
的 解 使 我 们 将 a, 与 a.u, 等 同 起 来 (对 71=1,2,… ) Tür Pun, AEP mR, x HF 
数 就 是 {0,4,24,…,m-d) ,其 中 d = god(k,m) . 这 样 一 来 ,一 般 的 解 是 独立 地 选取 asa, 
然后 取 a, =a, ds 于 是 有 mn 个 解 . 
我 们 刚刚 证 明了 


mN(m n)= £ pem 
> n 


0<k<m 


这 个 和 式 可 以 简化 ， 因 为 它 仅 包含 满足 d\m BERE n^ . 























j«m ). 


代入 d = ged(k,m) 就 得 到 
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N(m,n) = ly £ [d = ged(k,m)] 


d\m Oxk«m 


ly > [k/d Lm/d] 


M d\m Oxk«m 


=n! >) [k Lm/d]. 


M d\m 0<k<mid 








(A k GE k/d ,. AA k VEE d 的 倍数 . ) 最 后 ， 根 据 定义 有 > , [kL m/d] 
= 9(m/d) ， 所 以 就 得 到 麦克 马 洪 公式 : 
NI diol Tt Vid ma 
Nde 2 «(5 2 2400» . (4.63) 








例如 , 4m=4 An=2 时 项 链 的 个 数 是 了 (x2 +1x2” +2x2') 26 , 正如 我 们 所 猜测 的 那样 . 
由 麦克 马 洪 和 式 所 定义 的 数值 N (m, n) 并 不 非常 显明 地 就 是 整数 ! 我 们 来 尝试 直接 证 明 
> Jp(d)z" =0 (modm) , (4.64 ) 


而 不 用 它 与 项 链 有 关 的 线索 .在 m 是 素数 这 一 特殊 情形 ， 这 个 同 余 式 转化 为 
n’+(p-l)n=0 (modp) ， 也 就 是 转化 为 a” =n. fg (448) 中 我 们 已 经 看 到 ， 这 个 同 余 式 



































是 费 马 定理 的 另 一 种 形式 . 这 样 一 来 ，( 4.64 ) WX m = p or, 我 们 可 以 把 它 视 为 费 马 定理 
对 非 素数 模 情 形 的 推广 .〈 欧 拉 的 推广 〈4.50 ) 是 不 相同 的 . ) 

我 们 已 经 对 所 有 的 素数 模 证 明了 ( 4.64 )， 所 以 现在 来 观察 剩 下 来 的 最 小 情形 m=4 . 我 
们 必须 证 明 


n +n? +2n=0 (mod4). 


如 果 我 们 分 开 来 考虑 偶数 和 奇数 的 情形 ,证 明 就 会 很 容易 . 如果 是 偶数 ， 则 左边 全 部 三 项 

















都 对 模 4 同 余 于 0, 所 以 它们 的 和 亦 然 , 如 果 n 是 奇数 , 则 nt 与 区 均 同 余 于 1, 而 2n 同 余 于 2， 
从 而 左边 对 模 4 同 余 于 1+1+2 ， 对 模 4 也 同 余 于 0， 我 们 就 完成 了 证 明 . 
让 我 们 胆子 再 大 一 点 , 来 尝试 m=12 的 情形 ，m 的 这 个 值 应 该 值得 关注 ， 因 为 它 有 多 个 








因子 ， 其 中 包括 一 个 素数 的 平方 ， 而 且 它 还 比较 小 .( 这 也 是 个 好 机 会 ， 我们 有 可 能 将 对 12 
的 证 明 推 广 到 对 一 般 的 m 的 证 明 . ) 我 们 必须 证 明 的 同 余 式 是 




















n" +n° +2n* +2n «2r? +4n=0 (mod12) . 

















现在 会 是 什么 ?根据 (4.42 )， 这 个 同 余 式 成 立 当 且 仅 当 它 也 对 模 3 和 模 4 成 立 ， 我 们 来 证 明 
它 对 模 3 成 立 ， 同 余 式 (4.64 ) 对 素数 成 立 ， 所 以 有 w+2n= 0(mod3). 和 仔细 观察 发 现 ， 可 以 
将 这 个 事实 用 于 对 更 大 的 和 式 的 项 进行 分 组 : 





n" 4 n* - 2n* - 2n? 4 2n! +4n 
- (n" +2n*)+(n° - 2n?) - 2(n + 2n) 
=0+0+2x0=0 (mod3). 
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所 以 它 对 模 3 成 立 . 
我 们 完成 了 一 半 . 可 以 利用 同样 的 技巧 对 模 4 证 明 同 余 式 . 我 们 已 经 证 明了 
n* +n? +2n=0 (mod4) ， 所 以 就 用 这 一 模式 进行 集 项 : 
n? +n°+2n* +20 4 2n) +4n 
- (n" 4 n5 - 2n) - 2(n* +n +2n) 
=0+2x0=0 (mod4). 
Xfm 212 的 情形 证 明 完 毕 . 

到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 对 素数 m ( 男 外 还 有 m=4 以 及 m=12 ) 证 明了 我 们 的 同 余 式 ， 
现在 来 尝试 证 明 它 对 素数 震 成 立 . 为 了 具体 起 见 , 我 们 可 以 假设 对 某 个 素数 p 有 m=p’. 这 
样 (4.64 ) 的 左边 就 是 

n" +9(p)n” * q(p^)n" (pn 
=n” e(p-Un" «(p - pn! «(p - pn 
- (n^ - n" )+ p(n” —-n?)« p' (n? - n) pn. 
如 果 我 们 能 证 明 n^ —n" TAR pP RR, n” —n^ 可 以 被 p? 整除 ,以 及 n? -n RT ELE p 整除 ， 
那么 就 可 以 证 明 上 式 对 于 模 p? ARTO, 因为 由 此 整个 式 子 就 能 被 p^ 整除 . 根据 费 马 定理 的 
另 一 形式 ,我 们 有 n”=n (modp) ， 所 以 p 整除 n? -n， 因 此 存在 一 个 整数 q ， 使 得 




















n" =n+ pq. 
DUES PAE p UE, Veturia Se (我 们 将 在 第 5 章 里 遇 到 它 ) 展开 ， 并 重新 把 


项 分 组 ， 这 就 给 出 


n =i pa =n ooa? oo 人 


=n’+pQ, 





这 里 是 另外 基 个 整数 在 这 里 ， 我 们 能 提出 因 子 太 因为 第 二 项 里 有 | ?| ~， 而 且 因 


F (pq) 出 现在 接 下 来 的 所 有 项 中 所以， 我 们 发 现 王 整除 m2 -n . 
再 次 在 两 边 取 疡 次 需 ， 展 开 并 重新 组 项 就 得 到 























n” = (n^ + p'Q) 
" n” varo Deaf (Pe 
=n” +po, 
这 里 @ 为 另 一 个 整数 ， 所 以 p SER <n”. BORAT Rm = p 的 证 明 ， 因 为 已 经 证 明 





(D QED 原 来 是 拉丁 文 quod erat demonstrandum 的 缩写 ， 意 思 是 “证 明 完 毕 ”， 这 里 作者 在 证 明 完 成 之 后 以 该 谱 
的 语气 将 QED 解 释 为 英文 短语 quite easily done. 





QED"; 相当 容易 就 
完成 了 . 


T p ER (4.64) 的 左边 . 
此 外 ， 我 们 还 可 以 用 归纳 法 证 明 ， 对 某 个 最 后 的 整数 口 〈 说 它 最 后 是 因为 我 们 用 尽 了 
字体 ) 有 





k-1 


"ag +p'd, 
从 而 
” (mod p'), k»0. (4.65 ) 
这 样 (4.64) 的 左边 ， 也 即 
(n? -n" )4 p(n” -n? ee p! (n -n)* pn 
能 被 六 整除 ， 所 以 它 对 模 p^ 同 余 于 0. 

我 们 几乎 就 要 完成 了 . 既然 已 经 对 素数 突 证 明了 (4.64 )， 所 有 剩 下 来 的 就 是 要 证 明 ， 
假设 该 同 余 式 对 m, Mm 为 真 , 那么 它 对 m= mum, (XX Hb m, Lm, ) 也 成 立 .我们 检验 m=12 
的 情形 是 分 解 成 m=3 All m = 4 的 情形 来 做 的 ， 这 鼓舞 我 们 相信 此 种 方法 将 会 奏效 . 

我 们 知道 g 函数 是 积 性 的 ， 所 以 可 以 记 


Sgod)” 二 £ o(d,d, )n"": 4v: 


d\m d, \m ,dy un 


-2. ed): È odo" yn} 


d, Mm d,\my 




















但 是 内 和 对 于 模 m 同 余 于 0, 因为 我 们 已 经 假设 了 (4.64 ) Xt m, 成 立 , 所 以 整个 和 式 对 模 m， 
同 余 于 0. 根据 对 称 性 ， 我们 发 现 整 个 和 式 对 模 m 也 同 余 于 0， 从 而 根据 (442) 可 知 ， 它 关 
Fim 同 余 于 0. 证 明 完 毕 . 


习题 





热身 题 


对 1 三 三 6, 恰 有 个 因子 的 最 小 正 整 数 是 什么 ? 
2 WEH gcd(m,n)-lem(m,n) 2 m-n , FE nmodm z 0 时 利用 这 个 恒等式 ,从 而 用 lcm(nmodm,m) 表示 
出 lem(m,n)， 提示 : 利用 (4.12) , (4.14) 以 及 (4.15). 
3 a(x) 是 不 超过 x 的 素数 个 数 . 证 明 或 推翻 : 
T(xX) 一 T(x 一 1)=[x 是 素数 ]. 


















































4 。 如 果 Siemn-Brocot 攀 造 是 从 五 个 分 数 | ?了 -也 ] 而 不 是 从 | ?| 出 发 的 ， 将 会 发 生 什么 





“4 LAIR AE (433) 的 2x2 AEREI, OR LS ARS 的 简单 公式 . 

6 a=b (mod0) 的 含义 是 什么 ? 
十 个 标号 1 ~ 10 的 人 如 同 在 约瑟夫 问题 中 那样 排 成 一 个 圆圈 ， 每 隔 m-1 个 人 处 死 一 人 .( m 的 值 
可 以 比 10 大 得 多 . ) 证 明 : 对 任何 k ,前 三 个 死去 的 人 不 可 能 是 10、Kk PEEL (依照 这 个 次 序 ) 
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8 ”正文 中 考虑 的 剩余 系 (xmod3,xmod5) 有 如 下 令 人 不 解 的 性 质 : 13 对 应 4,3) ， 它 看 起 来 几乎 是 相 
同 的 .说 明 怎 样 求 出 所 有 这 种 巧合 的 例子 ， 而 不 用 把 所 有 15 对 剩余 都 计算 出 来 换 句 话 说， 就 是 
求 同 余 式 

10x+y=x (mod3), 10x+ y= y (mod5) 
所 有 相关 的 解 . 提示: 利用 事实 10u+6v=u (mod3) DUE 10u + 6v =v (mod5). 

9 WHG” -1/2 是 奇 的 合 数 . 提示: 3"mod4 等 于 什么 ? 

10 计算 p(999) . 

11 找 一 个 具有 如 下 性 质 的 函数 (n) : 

g(n)= z f() e f= > olk)gin-k). 
(这 与 默 比 乌 斯 函数 类 似 ， 见 (4.56) . ) 

12 bf AX, Y, uog(d /月 . 

13 ”如 果 一 个 正 整 数 n 对 任何 m >1 都 不 能 被 m? 整除 , 那么 称 它 是 无 平方 因子 的 ( squarefree ) . 求 n 是 
无 平方 因子 数 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 ， 

a 用 的 素数 寡 表 示 (4.11 ) 来 表 出 这 个 条 件 ; 
b 用 umn) 表 出 这 个 条 件 . 
基础 题 
14 证 明 或 推翻 : 
a ged(km, kn) = k ged(m,n) ; 
b lem(km,kn) = k lem(m,n) . 

15 每 个 素数 都 能 作为 某 个 欧 几 里 得 数 e, 的 因子 出 现 吗 ? 

16 前 n 个 欧 几 里 得 数 的 倒数 之 和 是 什么 ? 

17 if fe “PBR” 2741. WH, Un men, BALLS. 

18 证明， 如果 2” +1 是 素数 ， 那 么 n 2H. 

19 “in 是 正 整 数 时 ,证 明 下 面 的 恒等式 : 

se x (x emen] 
7 ^» [ [KE-DH+1 
id 让 | k | | 
提示 : 这 是 一 个 技巧 问题 ， 其 答案 非常 容易 . 

20 ”对 每 个 正 整数 都 存在 一 个 素数 P ,使 得 na<p 三 2n . (这 本 质 上 就 是 “ 贝 特 朗 假设 ”, 约瑟夫 : 贝 
REBATE 8454E XT n <3 000 000 做 了 验证 ， 而 切 比 雪夫 则 在 1850 年 对 所 有 的 半 证 明了 这 一 假设 ) 
利用 贝 特 朗 假设 证 明 ， 存 在 一 个 常数 b=1.25 ， 使 得 数 | 2 |, [2° | | 2”|,… 全 都 是 素数 

21 WP en 个 素数 . 求 常数 KK 使 得 


| 10" K) modl0 |=P,. 


这 是 对 斜视 的 一 种 
测试 吗 ? 


看 啊 ， 妈 妈 ， 我 学 会 
了 横向 做 加 法 . 


为 什么 Euler 的 发 音 
是 Oiler， 而 Euclid 的 
发 音 却 是 Yooklid? 
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22 31111111 111 111 111 111 是 素数 . EAA, EEM% b F, 01-0, 仅 当 1 的 个 数 是 素数 时 才 有 

23 对 正文 讨论 2(z0 时 涉及 的 直 尺 函数 p(k) 给 出 一 个 递归 式 . 证 明 p(k) 与 有 n 个 圆 盘 的 河内 塔 的 
2" -1 次 移动 中 的 第 上 步 所 移动 的 那个 圆 盘 有 关联 ( 1k 三 2” -1 ) . 

24 用 v,(n)( 它 是 n 用 pp 进 制 表示 时 各 位 数字 的 和 ) 来 表示 e, (n0) ， 由 此 对 (4.24) 进行 推广 . 

25 如 果 m\n E.mLn/m, 我 们 称 m 精确 整除 n 并 记 之 为 m\\n ， 例如， 在 正文 讨论 阶乘 因子 时 ， 
pe? Nw. 证 明 或 推翻 如 下 命题 : 

a 如 果 kxlLm, 则 Kk\n 且 m\\n © km\\n. 
b 对 所 有 m,n >0 ,或 者 gcd(m,n)\\m， 或 者 gcd(m,n)\\n. 
26 考虑 满足 mn N 的 所 有 非 负 最 简 分 数 m/n 组 成 的 序列 Gy. 例如 
0111111112121325345678910 
" SU 9$ 7654352731212 ]11111]114173. 
是 否 只 要 在 G, P m n 恰好 排 在 m/n 的 前 面 ，min 一 mn =1 就 为 真 ? 
27 以 Stem-Brocot 数 系 中 用 工 和 尺 给 出 的 表示 法 为 基础 ， 给 出 一 个 简单 的 法 则 来 对 有 理 数 进行 比较 . 
28 区 的 Stern-Brocot 表 示 是 
n-RÜURPLRÜLRLR'LR'LR"DR--., 
利用 它 求 出 的 所 有 分 母 小 于 50 的 最 简单 的 有 理 近似 . 地 是 其 中 之 一 3? 

29 正文 描述 了 [0..1) PHI ZER KZ (bbb), 与 [0..%) 中 的 Stern-Brocot 实 数 @= BB,B,… 之 间 的 对 
MIA. Wx 对 应 于 w x40, 那么 与 1-x 对 应 的 数 是 什么 ? 

30 证 明 下 面 的 命题 ( 中 国 剩余 定理 ) : 设 mw,…,m, ERZ, MIS j<k<r A m Lm, , 8 
m=m--m,, Lik qa,…,a,,4 都 是 整数 .那么 恰好 存在 一 个 整数 a , (EI a=a, (modm,) , 
1<k<rWRA<SaK<Atm. 

31 一 个 用 十 进 制 表 示 的 数 能 被 3 整除 当 且 仅 当 它 的 各 位 数字 之 和 能 被 3 整除 . 证 明 这 个 广为人知 的 法 
则 ， 并 对 它 进行 推广 . 

32 通过 推广 (4.47 ) 的 证 明 来 证 明 欧 拉 定 理 (4.50 ) . 

33 证明， 如果 f(m) 和 g(m) 是 积 性 函数 ， 则 h(m) = > f(d)g(m/ d) 亦 然 . 

34 证 明 (4.56) 是 (4.61) 的 特例 . 

作业 题 

35 "m 和 nn 是 满足 mzn 的 非 负 整数 时 ， 设 I(m, n) 是 满足 关系 式 

I(m,n)m + I(n,m)n = gcd(m,n) 
的 函数 . 那么 ,在 (4.5 PË m,n) =m’ IKR Inm =n’ , (m,n) 的 值 是 m 关于 n 的 一 个 逆 元 . OR 
出 定义 (m,n) 的 递归 式 . 
36 考虑 集合 ZV10)={m+nVio m,n 是 整数 ] . WMR m -10n? =+1， 数 m+nV10 称 为 一 个 单位 ， 











m x 








是 由 于 它 有 道 元 (thE Om tnvi0)xt(m—nvi0)=1 ) .例如 ，3+ V0 是 一 个 单位 ， 
19-610 亦 然 ， 成 对 相抵 消 的 单位 可 以 插入 到 任何 分 解 式 中 ， 所 以 可 以 忽略 它们 . Z(/10) 中 的 
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非 单位 数 称 为 素 元 (prime) ， 如 果 它 们 不 可 能 写成 两 个 非 单位 数 的 乘积 . 证 明 2,3 以 及 4+V10 都 
是 Z(V10) 中 的 素 元 ， 提示 : WR 2=(k+1V10)x(mtnvVi0) ， 那 么 4=(-102)022 -102) 此 





外 ， 任 何 整数 的 平方 对 于 模 10 同 余 于 0, 1, 4,5, 6 或 者 9. 


























2 
pe = 4 1 l l - 1 
证 明 (4.17). 提示 : 证 明 e -二 =|e,， + 二 ， 并 考虑 2 lnje -二 |. 
2 2 4 2 
WEB]: WWRalbHa>b>0, 那么 
gcd(a” —b",a" —b") = g Emm — pedir) ; 0 x m<n. 


(所 有 变量 均 为 整数 . 

设 S(m) 是 满足 下 述 条 件 的 最 小 正 整 数 n : 
m=a<a,<.…<a,=n, 

使 得 aya, …a, 是 一 个 完全 平方 数 . 

S(2)=6 ， 因 为 这 样 的 最 好 序列 是 mw =2 a,=3, a,=6. 我 们 有 


) 提示 : 利用 欧 几 里 得 算法 . 
存在 递增 的 整数 序列 








n | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 


(如果 m 是 完全 平方 数 ， 我们 可 以 取 t=1 以 及 n=m. 





S(n) | 1 6 8 4 10 12 14 15 9 18 22 20 





WEB]: 只 要 0<m<m , WA S(m) + Sm). 
W n 的 p 进 制 表示 是 (a,…aiao), ， 证 明 








nV p^? =(-1) a, !---a,!ay! (mod p) . 





(左边 就 是 n! 去 掉 了 所 有 的 因子 p. no p 时 它 转 化 为 威尔逊 定理 . ) 
a 证明， 如 果 pmod4=3， 则 不 存在 整数 n 使 得 p 整除 n*+1. 提示 : 利用 费 马 定理 . 














虑 威尔逊 定理 . 
考虑 表示 成 最 简 形 式 的 两 个 分 数 m/n 和 m /n. 























) 例如 ， 











b 证 明 ， 如 果 pmod4=1， 就 会 存在 这 样 一 个 整数 ， 提 示 : 将 (p-D! 写 成 (TI 总 ”KCp- 用 ) 考 





证 明 : 当 它 们 的 和 m /n+m / ni 化 为 最 简 分 数 时 ， 














其 分 母 等 于 nn 的 充分 必要 条 件 是 nLn. 
要 条 件 是 n 与 x 没有 公 因 子 . ) 

在 Stern-Brocot 树 的 第 大 层 有 2 个 结 点 ， 
出 发 ， 然 后 通过 相继 用 


0 -1l 
f 259 


来 乘 它 得 到 (对 1 三 n<2* ) xli p(n) 是 一 个 直 尺 函数 . 
证 明 : 一 个 平均 击 球 率 为 0.316 的 棒球 运动 员 必 定 至 少 击 球 19 次 . 
H, AKA m/ne[0.3155.0.3165) . ) 
















































































( 如 果 他 在 n 次 击 球 中 有 m 次 击 


(换言之 ，(mn +mn)/nn 已 经 就 是 最 简 分 数 的 充分 必 


它们 与 矩阵 全 ,V7R,…,R* 对 应 . 证 明 : 这 个 序列 可 以 从 天 





(D 这 个 说 法 有 误 . 因 为 此 前 他 只 击 中 过 一 次 ， 故 而 其 击 球 率 应 该 是 一 个 形 如 1/n 的 分 数 ， 但 无 论 n 是 哪 一 个 

















1/13 = 0.077 又 过 小 了 . 


正 整 数 ，0.080 都 不 是 1/n 的 适当 的 近似 值 ， 因 为 保留 三 位 小 数 我 们 有 1/1240.083 ， 它 过 大 了 ， 而 


威尔逊 定理 : “A 
荡 ， 那 个 男孩 是 个 讨 


广播 : 
Mark LeChiffre 打 出 
一 个 两 分 全 全 打 ! 
Mark »& 3j 89 dz ER AE 
为 0.080 ,今天 得 到 了 
他 本 年 度 的 第 二 次 
全 全 打 . ”这 里 有 说 
错 的 地 方 吗 ? | 


造成 不 团结 的 根源 
( roots of disunity ) 是 


什么 ? 
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) 证 明 























FE 明 诸 数 


45 数 9 376 有 一 个 很 特别 的 自生 性 质 
9 376° 287 909 376. 
多 少 个 四 位 数 x YH LTT f£ x^ mod 10000 = x ? 
多 少 个 n BER x HLT FE x^ mod 10" = x ? 

46 a 证 明 : WR n =1 Hn‘ =1(modm), HBA n* ^? z1. 

b 证 明 : 如 果 m>1,， 则 2 zl(modn). 提示 : 考虑 n 的 最 小 素 因 子 . 
47 证 明 : WE n”! =1 (modm) ， 且 对 所 有 满足 p\(m 一 ]) 的 素数 都 有 nw ^ z1(modm) ,那么 m 是 

素数 . 提示: 证 明 ， 如 果 这 个 条 件 成 立 ， 那么 对 1 三 <m ，n*modm 都 是 各 不 相同 的 . 
48 ”通过 确定 当 m >1 时 表达 式 (TT, n) modm 的 值 来 推广 威尔逊 定理 (4.49 ) . 
49 RRN) 是 满足 1 三 m 三 N，1 志 nn 三 NN 以 及 mln 的 整数 对 (m,n) 的 个 数 . 

a Hi o 函数 表示 R(N). 

b WEH R(N) - Y) | N / d Wd). 
50 设 m 是 一 个 正 整 数 ， 又 设 

(Q — e" = cos(2n/ m) +isin(2n / m). 

HF o" =e" =1, 我们 说 中 是 一 个 天 次 单位 根 (root of unity). EXE, m MER oo, n" 

中 的 每 一 个 都 是 一 个 m REMAR, BU (e )" 2e" =1 ， 这 样 一 来 , XJ oO k«m, z-o MES 

项 式 z" -1 的 因子 .由 于 这 些 因子 是 各 不 相同 的 ， 所 以 z -1 在 复数 范围 内 的 完全 分 解 式 必定 是 

z"-l= Il (z-a"). 
0Sk<m 
a iz VG) T Duc . (这 个 Gm) 次 多 项 式 称 为 m 次 分 圆 多 项 式 . 
ze -IIv.o . 
dn 
b WH w, (z) - [ L,., c" - 0^" . 

考试 题 
51 通过 用 多 项 定理 展开 (1+1+…+1)? 来 证 明 费 马 定 理 (448) . 
52 kn Mr 是正 整数 ， 有 旦 x 没有 三 n 的 因子 (1 除外 ) ， 又 设 p 是 一 个 素数 . dd 

{x-1,3° =], XxX"! -1} 中 至 少 有 |n / p] SSE p 的 倍数 . 
53 RAWE n\[(n-DV (nt 1) | 的 正 整 数 n. 
54 手工 计算 , 确定 1000! mod10” 的 值 . 
55 KP enn AARRE DD ct. 证 明 : 对 所 有 正 整 数 n ，P, /及 都 是 整数 . 
56 证 明 
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是 2 的 需 . 
57 i S(m,n) 是 满足 mmodkt+nmodk =k 的 所 有 整数 组 成 的 集合 .例如 ，S(7,9)= (2.,5,8, 
10,11,12,13,14,15,161. 证 明 
Y omn. 
keS(m,n) 
提示 : 首先 证 明 》 — Y 0) - Y, ed) n/d|, REZE (m n)/d |-[m/d |-[n/a |. 
58 Ut f(m)- Y, d . R f(m) 2 FEN — TA FEAT AT. 
附加 题 
59 证 明 : AE x,---,x, 是 满足 1/z +…+1/x =1 IER, ABA max(x,,---,x,)<e,. 提示 : 用 归纳 
法 证 明 下 面 更 强 的 结果 : "UR I/x etlx tll, Kp x,--x, 是 正 整数 ， 而 w 是 
> max(x,,---,x,) 的 一 个 有 理 数 ， BAati<e,, Ax -x(ati<e-ee,. ”( 它 的 证 明 是 非 
平凡 的 . ) 
60 证 明 :存在 一 个 常数 己 ,使 得 (4.18 ) 只 给 出 素数 . 你 可 以 利用 如 下 ( 极 不 平凡 的 ) 事 实 :如 果 0 > 二 
则 对 所 有 充分 大 的 p ,在 p 5i p p? 之 间 必 存在 一 个 素数 . 
61 WH: AR mn, mín 和 mw /n Fy PAB ICR, ABA 
m"=|(n+N)/n'|m'-m, 
n" — | (n+ N)/n' |n'-n. 
CHDAI, RITTA T 和 出 发 按照 次 序 计算 Fy 中 的 元 素 ， ) 
62 在 二 进 制 数 «o Stern-Brocot 对 应 关系 中 , 哪 一 个 二 进 制 数 与 e 对 应 ? 〈 把 你 的 答案 表示 成 一 个 无 限 
和 式 ， 你 不 必 将 它 计算 成 封闭 形式 . ) 
63 仅 利 用 这 一 章 的 方法 来 证 明 : 如 果 费 马 大 定理 (4.46) 是 错 的 ， 那么 使 得 它 不 成 立 的 最 小 的 n 必 
定 是 一 个 素数 . ( 可 以 假设 当 n=4 时 (4.46 ) 成 立 ，) Ah, WR a +b? = c? 是 最 小 的 反例 , 证 
明 对 某 个 整数 m 有 
ape m", pXc, 
p’'m’, p\c ， 
从 而 c 三 m? /2 必须 非常 大 . 提示 : 设 x=at+b ,并 注意 到 ged (x,(a? +(x-a)’)/ x) = ged(x, pa^) . 
64 ” 阶 为 NN 的 皮尔 斯 序列 P 是 由 符号 “< ”或 者 “= ”分 隔 开 的 无 限 分 数 串 ， 它 包含 满足 六 过 0 以 


2n-l n-l 
med Qk + "dd 
Bey 

































































A nx N 的 所 有 分 数 m/n (包括 没有 化 简 的 分 数 ) . 它 是 由 如 下 形式 的 开头 部 分 递归 定义 的 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
P ru qu qua Se eee eee 4 < 
1 1 1 1 1.) 1 1 1] 1 | 1 
XINI, 我们 可 以 通过 对 所 有 >0 在 全 ,的 第 KN 个 符号 前 插入 两 个 符号 来 构造 出 全, XX 


个 搬入 的 符号 是 
























































习题 125 
ete, kN 是 奇数 ; 
N«1 
k-1 "m 
Piran 和 HT kN 是 偶数 . 
EP, ,表示 P, 的 第 7 个 符号 ， 当 了 7 是 偶数 时 ， 这 个 符号 或 者 是 “< ”或 者 是 “= ”; 而 当 7 了 是 
奇数 时 ， 它 将 是 一 个 分 数 ， 例 如 ， 
0 0 12 1 3 4 2 5 6 37 8 4 9 10 5 
2 三 一 三 «—z—«—x«—z—«—« =—<—< =—<—< , 
2.12 212 212 2122 12 2 1 
0 0 0 1 1 2 2 3 1 4 3 5 4 6 2 7,5 
3 三 一 三 一 三 区 
23 1 32 3 2 3 13 2 3 2 3 1 3 2 
0 0 00 1 1.2 1 2 3 2 4 3 1 5 4 6 
4 三 一 三 一 三 一 三 < <-<-—=—<—<—<—=—=—=-<—<—<—-= š 
243 1 4 34 23 4 2 431434 
0 0 0 00 1 1 1 2 2 1 2 2 3 4 2 4 
5 = = 2—2 三 一 所 一 所 所 一 所 < = < < < < <= mes 
245 315 43 5 42 5 3 45 2 4 
0 0 0 000 11 1.2 1.2.2 3 1 3 4 
6 三 二 三 一 = 一 = 一 三 <—<—<—<—=~—<—< —~=—=~—<—<—= 
24 6 5 3 1 6 5 4 6 3 5 4 62 5 6 





《相等 的 元 素 以 略微 特殊 的 次 序 出 现 . ) 证 明 : 由 上 面 的 法 则 所 定义 的 符号 “< ”和 “= ”正确 
地 描述 了 皮尔 斯 序列 中 相 邻 分 数 之 间 的 关系 . 














研究 题 

65 欧 几 里 得 数 @ 全 都 是 无 平方 因子 数 吗 ? 

66 梅森 数 2? -1 全 都 是 无 平方 因子 数 吗 ? 

67 ”对 于 所 有 的 整数 序列 0<a…< a,， 证 明 或 推翻 max_ .,<, ai /gcd (a;,a,)2n. 


68 


69 
70 
71 
72 
73 


74 


是 否 存在 一 个 常数 O ， 使 得 对 所 有 nO, | 0”| 都 是 素数 ? 
KP en 个 素数 . 证 明 或 推翻 P,, -P=0 (logP). 
是 否 对 无 穷 多 个 n 有 e,(n!) = €,(n!)/2? 
证 明 或 推翻 : 如 果 k1 ， 则 存在 n>1 ,使 得 2"=k (modn) . 这 样 的 n 有 无 穷 多 个 吗 ? 
证 明 或 推翻 : 对 所 有 整数 a ， 存 在 无 穷 多 个 n ， 使 得 9(n)\(n+a). 
如 果 法 里 级 数 
F, =(F 0), F, 0), F (Pn))) 
的 @(n)+1 项 较为 均匀 地 分 布 ,我 们 可 以 期 待 有 无, =k / O(n). FE, REX DEL FE, 0) - k / (0) 
直接 度量 了 “ 无 偏离 一 致 分 布 的 程度 ”. 对 所 有 e >0，D(n)= O(n"*) 是 否 为 真 ? 
M pee], 集合 {0! mod p, 1! mod p,---,(p—1)! mod p] 中 近似 地 有 和 多少 个 不 同 的 元 素 ? 
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iESefl INS — AL. 对 于 包含 底 、 顶 、 模 、9 RAAR u 函数 的 和 式 ， 我们 在 前 面 几 音 
里 已 经 看 到 了 其 中 之 艰难 . 现在 我 们 来 研究 二 项 式 系数 ,事实 证 明 它 在 应 用 中 更 加 重要 ， 又 
比 所 有 其 他 的 量 更 容易 处 理 . 




















5.1 基本 恒等式 BASIC IDENTITIES 








符号 ”| 就是 二 项 式 系数 ， 之 所 以 这 样 了 图 它 ， 是 因为 在 这 一 书后 面 我 们 要 考察 的 一 个 


重要 的 性 质 ， 即 二 项 式 定理 ， 我 们 将 此 符号 读 作 “n 选取 k”. 这 种 常用 说 法 来 自 于 它 的 组 
合 解释 一 一 它 是 从 一 个 有 个 元 素 的 集合 中 选取 磊 个 元 素 作成 子 集 的 方法 数 ， 例如， 我 们 可 
以 用 6 种 方式 从 集合 全 2,3,4} 中 选取 两 个 元 素 ， 


{1,2}, {1,3}, {14}, {2,3}, {2.4}, {3,4}; 


6. 











(4 
sup 




















n 
k 
取 大 个 元 素 的 序列 ( 而 不 是 子 集 ) 的 个 数 . 对 序列 来 说 ， 要 考虑 元 素 的 次 序 . 我 们 利用 在 
第 4 章 里 用 过 的 相同 方法 来 证 明 n! 是 n 个 物体 的 排列 数 . 对 该 序列 的 第 一 个 元 素 有 n 种 选 
择 ; 对 第 一 个 元 素 的 每 一 种 选择 ， 对 第 二 个 元 素 有 7 -1 种 选择 ; 如 此 下 去 ， 直 到 对 第 个 元 
素 有 7 -+1 种 选择 ， 这 总 共 给 出 nan- (n-k = n RE. 由 于 每 上 个 元 素 组 成 的 子 
集 都 恰好 有 种 不 同 的 排序 ,所 以 序列 的 个 数 对 每 一 个 子 集 恰好 计算 了 大 次 .为 得 到 答案 ， 
只 需要 直接 用 KOR ER : 


n| n(n-l--(n-k«l) 
k k(k-1)-0) —— 


ETAT" ， 最 容易 的 做 法 是 ， 首 先 确定 从 有 个 元 素 的 集合 中 六 
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我 们 真 幸运 ! 


也 可 以 说 成 是 n 件 
物品 中 一 次 取 k 件 的 
组 合 . 


例如 ， 
d 
2 2x1 
这 与 我 们 前 面 的 计数 吻合 . 
Kl VER n 是 上 指标 ( upper index )， 而 称 大 是 下 指标 (lower index ) 根据 组 合 解释 ， 指 
标 仅 限 于 取 非 负 整数 ， 因 为 集合 的 元 素 个 数 不 为 负数 或 者 分 数 . 但 是 ， 除 了 组 合 解释 之 外 ， 


二 项 式 系数 还 有 许多 用 途 , 所 以 我 们 要 去 掉 对 它 的 某 些 限制 . 事实 表明 ,最 有 用 的 是 允许 上 
指标 取 任 意 的 实数 〈 甚 至 复数 )， 下 指标 取 任 意 的 整数 .这样 一 来 ， 正 式 的 定义 就 取 如 下 的 


形式 ; 
" 


ROGER RODA. UE. LR, Dn ;字母 强调 这 样 的 
56s 这 个 位 置 上 出 现任 意 实 数 ， 一 项 式 系数 部 是 有 意义 的 ， 例如 | 3 | = ( 1 


(3x2x1) =-1. 这 里 不 存在 组 合 解释 ， 但 是 事实 表明 ”= -1 是 一 个 重要 的 特殊 情形 .事实 也 
表明 ， 像 "=-1/2 这 样 的 非 整数 指标 是 有 用 的 . 


第 二 ， 我 们 可 以 把 | ERRE 的 一 个 人 次 多 项 式 ， 我 们 将 会 看 到 ， 这 种 观点 各 党 


是 有 用 的 . 
第 三 ， 我们 并 没有 对 非 整 数 的 下 指标 定义 二 项 式 系数 . 对 此 也 可 以 给 出 一 个 合理 的 定 
义 ， 但 实际 应 用 很 少 ， 我 们 把 这 种 推广 放 到 本 章 后 面 再 给 出 . 

最 后 的 注 记 : 我 们 在 定义 的 右边 给 出 了 “整数 大 关 0” 以 及 “整数 上 <0” 的 限制 . 这 样 
的 限制 会 出 现在 我 们 要 研究 的 所 有 恒等式 中 ， 从 而 使 得 可 应 用 的 范围 清晰 明了 . 一般 来 说 ， 
限制 得 越 少 越 好 ， 因 为 没有 限制 的 恒等式 是 最 有 用 的 ; 再 者 , 任何 适用 的 限制 都 是 该 恒等式 
的 重要 部 分 . 处 理 二 项 式 系数 时 , 暂时 忽略 难以 记 住 的 限制 条 件 , 再 来 检查 违反 了 什么 没有 ， 
这 样 做 会 更 容易 一 些 . 但 核查 是 必 不 可 少 的 . 


例如 , 几乎 每 一 次 我 们 遇 到 "| 时 它 都 等 于 1, 所 以 我 们 可 能 会 错误 地 认为 它 永 远 是 1. 但 





























r(r-1y-(r-k41) re m } 
k(k —1)---(1) ki SX > 0; (5.1) 
0, 


整数 上 < 0. 






















































































Airness x SD RAWE, (7) aino MAE Oin ERO; Titia eon 


有 | |- 6， 这 和 的 隐 时 可以 (也 应 该 ) 使 生活 有 点 冒险 性 
在 得 到 用 来 驾驭 二 项 式 系数 的 恒等式 之 前 ， 我 们 稍微 观察 一 下 较 小 的 值 ， 表 5.1 中 的 数 











154 














155 








128 第 5 章 


构成 了 帕斯卡 三 角形 ”的 开始 部 分 ， 它 是 根据 布 莱 士 .由 
因为 他 就 此 写 了 一 部 很 有 影响 的 专著 汪 ， 表 中 的 空 


二 项 式 系数 


























WEE (1623—1662 ) 的 名 字 命 名 的 ， 























条 目 实际 上 是 0, 因为 (5.1 ) 中 的 分 子 是 








零 ， gl ;| =(1x0)/(2x1)=0. 留 出 这 些 空 条 目 是 为 了 强调 表 中 其 余 的 数 . 
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表 5-1 帕斯卡 


三 角形 


© 





— oO AN Oo 天 OO 一 O 
一 一 一 一 一 一 一 一 


0 





1 

2 1 
3 3 
4 6 
5 10 
6 15 
7 21 
8 28 
9 36 
10 45 


记 住 前 三 列 的 公式 是 有 意义 的 


(J 


A 1 
这 些 公式 对 任意 实数 都 成 立 .( 记 住 ; C ll 


来 的 公式 ; 
是 很 好 的 ， 





QQ 


系数 可 能 就 隐藏 在 附近 . 














实际 上 ,由 


得 出 相同 的 乘积 : 




















4 1 
10 5 1 
20 15 6 1 
35 35 21 7 1 
56 70 56 28 8 1 
84 126 126 84 36 9 1 
120 210 252 210 120 45 10 1 
r(r —1) 
i (5.2) 
2 
1 人 — 
zm +1) 是 我 们 在 第 1 章 里 对 三 角形 数 推导 出 


n 
2 








三 角形 数 明 和 无 地 出 现在 表 5-1 的 [ Jer ) ie cM AE LS 
这 样 在 当 模式 1，4，6，4，1 出 现在 某 个 问题 中 时 ， 我 们 就 会 得 到 线索 ， 一 项 式 








卡 三 角形 中 的 数 满足 无 穷 多 个 恒等式 , 所 以 通过 仔细 观察 就 能 发 现 某 些 令 
人 惊讶 的 关系 ， 这 不 足 为 奇 ， 例如， 有 一 个 奇特 的 “六 边 形 性 质 ”"， 它 可 以 由 表 5-1 中 右 下 角 
处 围绕 84 的 六 个 数 56，28，36，120，210，126 来 描述 ， 由 这 个 六 边 形 的 这 些 数 交 错 相 乘 就 





56x36x210 = 28x120x126 = 423 360. 如 果 我 们 从 帕 


他 部 分 抽取 这 样 一 个 六 边 形 ， 同 样 的 结论 也 成 立 . 
现在 讨论 恒等式 . 这 一 节 的 目的 是 学 习 几 个 简单 的 法 则 , 利用 它们 就 能 解决 绝 大 多 数 与 
二 项 式 系数 有 关 的 实际 问题 . 























QD 在 中 国 , 称 它 为 贾 完 三 角形 或 者 杨辉 三 角形 . 
也 所 著 的 《详解 九 章 算法 》 





学 家 杨辉 则 在 人 











Turba 














现 了 这 个 三 角 








Z) ， 目前 世界 数学 家 

















作 《 释 锁 算术 》 他 们 的 发 现 都 远 早 于 由 
他 所 著 的 Traité du triangle arithmétique 











(1261 年 ) 一 书 中 
斯 卡 
































斯 卡 三 角形 的 任何 其 

















1050 ~ 1100 年 ,北宋 数学 家 贾 完 就 发 现 了 这 个 三 角形 ， 而 南宋 数 














再 次 给 出 了 这 个 三 角形 ， 并 说 明 此 图 来 自贡 宪 出 版 























(1655 年 
已 逐渐 承认 这 一 历史 








) 一 书 中 介绍 了 这 个 三 角形 ( 据说 


(1623—1662) 以 及 其 他 国家 的 数学 家 .帕斯卡 在 
自 斯 卡 在 13 岁 即 1636 年 时 就 发 





























有 实 ， 并 改称 它 为 “中 国 三 角 ” 











在 帕斯卡 出 生 之 前 
许多 世纪 ， 二 项 式 系 
数 在 亚洲 就 已 经 为 
人 所 熟知 ,不 过 他 
当时 无 法 了 解 这 一 


情形 . 


在 意大利 ， 称 它 为 
Tartaglia 三 角形 . 


我 只 希望 在 期 中 考 
试 时 不 要 掉 进 这 个 
陷阱 里 . 
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一 般 情形 中 可 以 根据 阶乘 来 重新 改写 定义 (5.1 )， 上 指标 + 是 整数 n ， 它 大 于 或 等 于 下 
指标 上 : 
n|- n! He) 
a PM nSk. (53) 
为 了 得 到 这 个 公式 ， 我 们 只 要 用 (2 -月 ! 来 乘 (5.1) 的 分 子 和 分 母 即 可 .有 时 候 ， 将 一 个 二 
项 式 系数 展开 成 这 种 阶乘 的 形式 是 有 用 的 , 例如 证 明 六 边 形 性 质 时 . 我 们 则 常常 希望 男 尽 踩 
径 ， 将 阶乘 改变 成 二 项 式 系数 . 
阶乘 表达 式 暗示 在 帕斯卡 三 角形 中 有 对 称 性 : 每 一 行 从 左 向 右 读 和 从 右 向 左 读 都 是 相同 
的 . 反映 出 这 个 性 质 的 恒等式 称 为 对 称 (symmetry ) 恒等式 ， 可 以 通过 将 改变 成 a- 得到: 






































n-k 

这 个 公式 有 组 合意 义 ,因为 从 7 件 物 品 中 指定 选取 FFE n — k 件 物品 不 被 选取 
在 恒等式 (5.4) 中 ,限制 x 和 为 整数 是 显然 的 ， 因 为 每 一 个 下 指标 必须 是 整数 . 但 是 

为 什么 n 不 能 是 负数 呢 ?” 例 如 ,假设 n= -1 ， 那 么 等 式 


-1)?( -1 

El ik 
成 立 吗 ? 不 . 例如 , 大 =0 时 左边 得 到 1， 而 右边 得 到 0， BSL, MERA SO, ZI 
都 是 


HE "e Seen > 0. cet (5.4) 














|. C0C2--CD. 
k k! 


它 或 者 是 1， 或 者 是 -1 ， 但 是 右边 是 0， 因 为 下 指标 是 负数 .而 对 负 的 上 ， 左 边 是 0， 右 边 则 是 


-1 -2(-1y'* 
mE 


(CD ， 



























































-l-k 
对 称 恒等式 对 所 有 其 他 的 负 整 数 n 也 都 不 成 立 . 但 是 不 幸 的 是 ,这 个 限制 太 容易 被 忘掉 
了 ， 因 为 上 指标 中 的 表达 式 有 时 候 仅 仅 对 其 变量 的 不 明确 ( 但 合法 的 ) 值 是 负 的 . 每 一 个 处 
理 过 二 项 式 系数 的 人 都 会 掉 进 这 个 陷阱 里 ， 至 少 三 次 
但 是 ， 对 称 恒等式 的 确 有 很 大 的 可 取 之 处 : 它 对 所 有 的 值 ， 其 至 对 k <0 或 x>n 都 成 
立 .〈 因 为 在 这 些 情 形 下 两 边 都 为 零 . ) 反之 ， 当 0 大志 nn 时 ,对 称 性 立即 由 (5.3 ) 推出 : 


它 或 者 是 1， 或 者 是 -1. 所 以 等 式 | ]-[ a Jean 


























n\_ n! 站 n! [n 
k) kYn-k) (n-(n-k)!m-b)! (n-k) 
下 一 个 重要 恒等式 ， 能 让 我 们 将 一 些 东西 移 进 或 者 移出 二 项 式 系数 : 


aes ee " 
(G) ero. (5.5) 








156 
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这 里 对 大 的 这 个 限制 ， 防 止 了 用 0 做 除数 .我 们 把 (5.5 ) 称 为 吸收 ( absorption ) 恒等式 ， 因 
为 一 个 变量 在 二 项 式 系数 的 外 面 成 为 “ 累 歼 ”时 ,我 们 常常 利用 这 个 恒等式 把 这 个 变量 吸收 
到 二 项 式 系数 的 内 部 ， 由 定义 (5.1) 可 以 推出 这 个 等 式 ， 因 为 当 上 > OMA r2 r(r-0 7 VA 
BRkl=k(k-D! ; 而 当 丰 <0 时 两 边 都 等 于 零 . 

如 果 用 k 乘 以 (5.5 ) 的 两 边 ， 就 得 到 一 个 甚至 在 上 = 0 时 也 成 立 的 吸收 恒等式 : 


(i) ,是 整数 (5.6) 





这 个 恒等式 也 有 一 个 保持 下 指标 不 变 的 相伴 恒等式 : 


k a r-1 
PER ION, p ek 
我 们 可 以 在 两 次 应 用 对 称 性 之 间 使 用 ( 5.6 )， 从 而 推导 出 (5.7): 
ee | (根据 对 称 性 ) 
r-k 





整数 . (5.7) 


rail 


r-l 
=ef pa (根据 (5.6 )) 





wa 


" (1) (根据 对 称 性 


稍 等 一 会 儿 ， 我 们 已 经 声称 这 个 恒等式 对 所 有 实 的 > 都 成 立 ， 然 而 刚刚 给 出 的 推导 却 仅 
K r 是 正 整 数 时 成 立 .( 如 果 我 们 打算 安然 无 盖 地 利用 对 称 性 质 ( 5.4 )， 上 指标 -1 必须 是 非 ”( 是 的 ， 无 论 如 何 我 
负 整 数 . ) 我 们 违背 数学 规则 了 吗 ? 不 .这 一 推导 仅 对 正 整 数 成 立 ， 这 一 结论 是 正确 的 ， 1 a 
但 是 我 们 可 以 断定 , 这 个 恒等式 对 x 所 有 的 值 都 成 立 ， 因 为 (5.7 ) 的 两 边 是 关于 + 的 k+1 次 
多 项 式 ， 一 个 非 零 的 d 次 或 更 低 次 数 的 多 项 式 至 多 能 有 4d 个 不 同 的 零点 , 因此 两 个 这 样 的 多 
项 式 (它们 也 有 4 次 或 者 更 低 的 次 数 ) 之 差 不 可 能 在 多 于 4 个 点 处 为 零 ， 除 非 这 个 差 恒 为 
零 ， 换 句 话 说 ， 如 果 两 个 4 次 或 更 低 次 数 的 多 项 式 在 多 于 4 个 点 处 的 值 相同 ,那么 它们 必定 


MARNA. REENT, HEMER, e-o, Jer]. ron 


E 
k 

两 个 多 项 式 在 无 穷 多 个 点 处 取 相 同 的 值 ， 它 们 必定 是 完全 相等 的 . 

我 们 称 上 一 段 中 陈述 的 证 明 方法 为 多 项 式 推 理 法 (polynomial argument )， 这 一 方法 对 于 
将 许多 恒等式 从 整数 推广 到 实数 的 情形 都 是 有 用 的 , 我 们 将 会 多 次 看 到 它 . 某 些 等 式 ， 像 对 
称 恒等式 ( 5.4 )， 并 不 是 多 项 式 之 间 的 恒等式 ， 所 以 我 们 不 可 能 永远 利用 这 个 方法 . 但 是 有 
一 些 恒等式 的 确 有 所 需要 的 形式 . 

例如 这 里 的 另 一 个 多 项 式 恒等式 ， 它 几乎 是 最 为 重要 的 二 项 恒等式 ， 称 为 加 法 公式 


( addition formula ): 


-1) (r-1 
MEM au 是 整数 . (5.8) 


Hr 是 正 整 数 时 ， 加 法 公式 告诉 我 们 : 帕斯卡 三 角形 中 的 每 一 个 数 都 是 它 上 一 行 中 两 个 数 的 
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和 ， 其 中 一 个 数 直 接 在 它 的 上 方 ， 男 一 个 则 恰好 在 它 的 左边 ， 当 + 是 负数 、 实 数 或 者 复数 时 
这 个 公式 仍然 适用 ，, 仅 有 的 限制 是 是 一 个 整数 ， 这 就 使 得 这 些 二 项 式 系数 是 有 定义 的 . 


证 明 加 法 公式 的 一 种 方法 是 假设 > 是 一 个 正 整数 并 利用 组 合 解释 ， 回 想 一 下 ， (æn 
一 个 有 > 个 元 素 的 集合 中 选取 可 能 的 大 个 元 素 的 子 集 的 个 数 ， 如 果 我 们 有 > 个 鸡蛋 组 成 的 集 
合 ， 它 恰好 包含 一 个 坏 的 鸡蛋 ， A 种 方式 选取 大 个 鸡蛋 ， 这 些 选 取 方法 中 恰好 有 














vi 种 只 选 好 的 鸡蛋 , 而 其 中 m 种 选取 方法 则 都 含有 那个 坏 的 鸡蛋 , 因为 这 样 的 选 法 


是 从 r=-1 个 好 鸡蛋 中 选取 上 -1 个 .把 这 两 个 数 加 在 一 起 就 给 出 (5.8 ) 这 个 推导 假设 了 ”是 
正 整数 , Ak z 0. 但 是 当 大 < 0 时 这 个 恒等式 的 两 边 都 是 零 , 多 项 式 推 理 法 就 在 所 有 剩 下 的 
情形 确立 了 (5.8 ) 的 正确 性 . 

我 们 还 可 以 通过 将 两 个 吸收 恒等式 (5.7) A (5.6) 相 加 来 导出 (5.8 ): 


c eg. 


ges. 我 们 用 7 来 除 整 个 等 式 ， 这 个 推导 对 除了 = 0 之 外 的 每 个 值 都 成 立 ， 而 剩 下 









































的 情形 也 容易 验证 . 
我 们 当中 那些 不 大 可 能 发 现 这 种 巧妙 证 明 的 人 , 或 者 是 那些 感到 厌倦 的 人 , 或 许 更 愿意 
直接 用 定义 来 得 出 (5.8 ) 如 果 大 > 0 WE 


(| ee 
k k-1 k! (k-1)! 
| (r-DE(r-k) -DSS 
k! UO 


-DSS or r 
k! k! Ak]. 


HA SO 的 情形 仍然 容易 处 理 . 

我 们 刚刚 看 到 了 加 法 公式 的 三 种 截然 不 同 的 证 明 . 这 并 不 令 人 惊讶 , 二 项 式 系数 有 许多 
有 用 的 性 质 ， 其 中 有 一 些 必定 会 用 来 导出 某 个 恒等式 的 证 明 . 

加 法 公式 本 质 上 是 关于 帕斯卡 三 角形 中 的 数 的 递归 式 , 所 以 我 们 将 会 看 到 , 它 对 用 归纳 
法 证 明 其 他 的 恒等式 是 特别 有 用 的 .将 这 个 递归 式 展 开 ， 我 们 还 能 立即 得 到 一 个 新 的 恒 等 
sk. 例如， 
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GG) 
oC) 
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rtntl z 
-| n 是 整数 . 
n 


注意 ， 在 求 和 的 指标 中 我 们 不 需要 下 限 k 宇 0 ， 


由 »(!)-^ ， 这 一 项 就 消失 了 ， 我 们 可 以 停止 ， 这 个 方法 导出 了 下 面 的 一 般 的 公式 


Z2 HO) 


(5.9) 





AN k <0 的 项 都 是 零 . 





这 个 公式 将 一 个 二 项 式 系数 表示 成 其 他 的 那些 上 下 指标 保持 同样 差距 的 二 项 式 系数 之 
和 .我们 可 以 通过 反复 展开 具有 最 小 下 指标 的 二 项 式 系数 来 求 出 它 : 首先 是 [3 | 从 后 是 [人]， 








wna). me 如 果 我 们 用 另 一 种 方法 展开 ,， 即 反 复 展开 具有 最 大 下 指标 的 项 ， 


0494 
JOH 
Gh} 
EGGE 


+ 
fota 
AR 
quM 








GO OG OG) 

+| |+| + 

2 2 

NE z (nas. 但 保留 它们 使 得 该 恒等式 更 为 妥 帖 )， 我 们 就 能 联想 到 一 


般 的 模式 : 


这 个 恒等式 称 为 关于 上 指标 求 和 (summation on the upper index )， 它 将 一 
在 这 种 情形 ， 
一 般 来 说 m 和 不 可 能 是 负数 . 


成 为 那些 下 指标 是 常数 的 二 项 式 系 数 之 和 . 
项 不 是 零 . 同样 地 ， 





(5.10) 


个 二 项 式 系数 表示 
MRR FRR ASO, AWK <0 


恒等式 (5.10 ) 有 一 个 有 趣 的 组 合 解释 .如 果 我 们 想 要 从 一 个 有 7+1 张 票 〈 标 号 从 0 直 


5.1 
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E ML 


我 们 可 以 利用 加 法 公式 ， 通 过 归纳 法 来 证 明 (5.9 ) 和 (5.10 )， 我 们 也 可 以 由 它们 相互 
给 出 证 明 .， 例 如， 我 们 来 从 (5.10) 证 明 (5.9 )， 我们 的 证 明 将 描述 某 些 二 项 式 系数 的 共同 


处 理 访 法， 总 的 计划 是 : 处理 (59) MEL T), 从 而 使 得 它 看 起 来 像 (5.10) 的 左 














a(i): 然后 使 用 那个 恒等式 ， 用 一 个 单独 的 二 项 式 系 数 代替 这 个 和 式 ; 最 后 将 那个 系 


数 变换 成 〈5.9 ) 的 右边 . 





为 方便 起 见 ， 我 们 可 以 假设 x 和 n 是 非 负 整数 ， 利 用 多 项 式 推 理 法 ，( 5.9 ) 的 一 般 情形 
使 得 这 个 变量 看 起 来 更 像 是 一 个 非 负 整数 . 现 


可 以 从 这 个 特殊 情形 得 出 . RIA mE ， 





在 可 以 将 此 计划 系统 地 执行 如 下 : 


k 
7 pod 


7 m+n+l m+n+l 
mtl ) n 











我 们 来 非常 仔细 地 观察 这 个 推导 . 关键 的 一 步 在 第 二 行 , 这 里 我 们 应 用 对 称 法 则 (5.4 )， 
用 C a“ 代替 了 (^ a 仅 当 m+k 宇 0 时 才 可 以 这 样 做 , 所 以 第 一 步 将 的 范围 限制 在 去 








fk <—m 的 项 .〈 这 是 合法 的 ,因为 去 掉 的 那些 项 都 是 零 























. ) 现在 差不多 可 以 应 用 (5.10 ) Y, 


第 三 行 对 此 进行 准备 ， 用 k-m 代 蔡 k 并 对 求 和 范围 进行 了 整理 .这 一 步 像 第 一 步 一 样 ， 仪 








仅 对 之 符号 做 了 点 小 小 的 变形 .现在 上 本 身 已 





经 出 现在 上 指标 中 ， 而 ] 








昌 求 和 的 界限 也 已 表示 


成 合适 的 形式 ， 故 而 第 四 行 就 应 用 (5.10 ). 再 用 一 次 对 称 性 就 完成 了 任务 
在 第 1 章 以 及 第 2 章 里 ， 我 们 处 理 过 的 某 些 和 式 实际 上 是 (5.10) 的 特殊 情形 ， 或 者 是 这 





个 恒等式 的 “变脸 ” 例如，m=1 的 情形 给 


出 直到 的 非 负 整数 之 和 : 


C eene eR CD 
1 1 1 2 2 


而 如 有 果 用 m! 除 这 个 公式 的 两 边 ， 一 般 的 情形 与 第 2 前 里 的 法 则 


=- , E monzo 


b 


0<kSn 


等 价 ， EKE, WRAP GFA x +1 Alm (RAE; 和 大 ， 


由 加 法 公式 (5.8) 知 
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C546). 


于 是 ， 第 2 章 里 的 方法 给 我 们 提供 了 方便 适用 的 不 定 求 和 公式 


x x 
Ys): (5.11) 


二 项 式 系数 是 因为 二 项 式 定 理 (binomial theorem ) 得 名 的 , 二 项 式 定理 处 理 二 项 式 x+y) 
的 寡 ， 我 们 来 观察 这 个 定理 的 最 小 的 一 些 情 形 : 


(x+ yy = 1x? y? 








(x+ yy - 1x! y? +1x°y! 

(x+ yy = hee +2x'y' +1x°y? 

(x+ yy = 1x y? + 3x, y! +3x'y? +1x°y° 

(x+ y = Ix*y? + Ax) y! +6x°y? +4x'y? +1x°y* 
不 难看 出 这 些 系数 为 什么 与 帕斯卡 三 角形 中 的 数 相同 : 当 我 们 将 乘积 

n 个 因子 
(x+y)" 2 Gt y) y) (x+y) 

展开 时 , 每 一 项 本 身 都 是 AATRE, 这 里 的 因子 或 者 是 x , 或 者 是 y. 有 大 个 因子 x 和 
n 一 kk 个 因子 yy 的 项 的 个 数 就 是 合并 同类 项 之 后 x*y”” 的 系数 . 这 恰好 就 是 从 nn 个 二 项 式 中 选 
取 k 个 (它们 都 提供 一 个 *) 的 方法 数 ， 也 就 是 说 ， 了 (人 
某 些 教科 书 没 有 定义 量 0"， 因 为 当 x 递 减 地 趋向 于 零 时 ， 函 数 xz 与 0"* 有 不 同 的 极限 值 . 但 
这 是 一 个 错误 . 如 果 我 们 打算 让 二 项 式 定 理 在 x = 0, y=OWRx=-y 时 成 立 ， 必 须 



































at m 


义 
xX" =1 ， 对 所 有 x. 


这 个 定理 太 重 要 了 ， 我 们 不 能 对 它 随意 加 以 限制 ! FALE, PABLO 就 不 那么 重要 了 . (HE 
一 步 的 讨论 见 参 考 文献 [220]. ) 
确切 地 说 ， 二 项 式 定理 究竟 是 什么 呢 ? 它 最 一 般 性 的 结果 是 下 面 的 恒等式 : 




















coy - [Lye » Br > 0 RE |x/y|<1. (5.12) 
k 




















这 个 和 式 对 所 有 的 整数 k 求 和 和 ,但 是 ， 当 x 是 一 个 非 负 整数 时 ， 它 实际 上 是 一 个 有 限 和 式 ， 
因为 除了 0 三 和 7 的 那些 项 之 外 ， 其 他 所 有 的 项 都 等 于 零 . 男 一 方面 ， 当 x 是 负数 或 者 是 
一 个 任意 (不 是 非 负 整 数 的 ) 实数 或 复数 时 ， 这 个 定理 也 成 立 ， 在 这 种 情形 下 ， 和 式 实际 上 
是 无 限 的 ， 我 们 必须 有 |*/ 咱 <1 以 确保 该 和 式 绝对 收敛 . 

二 项 式 定理 的 两 个 特殊 情形 尽管 极其 简单 ， 但 值得 特别 关注 .如 果 x=y=1 且 r=n 是 
非 负 的 ， 我 们 就 得 到 


























“在 21 岁 时 ， 他 (CK 
Bune) 写 了 一 部 有 
关 二 项 式 定理 的 专 
著 ， 这 部 书 在 欧洲 风 
行 一 时 ， 由 于 这 部 书 
带 来 的 声望 ， 他 在 我 
们 一 所 较 小 的 大 学 获 
得 了 数学 职位 .” 
JU Od 
Jg 84 





(第 9 章 要 谈 到 O 的 
意义 . ) 


-人 Hn o. 


这 个 等 式 告诉 我 们 ， 帕 斯 卡 三 角形 的 第 4 行 的 和 是 2”. 而 当 x 是 -1 而 不 是 +1 时, 我 们 得 到 


0" eset , SO. 


fli, 1-44+6-44+1=0. 除了 最 上 面 一 行 (此 时 n=0，0" =1 )， 如 果 它 们 的 符号 是 交错 
的 ， 则 第 “ 行 的 和 为 零 . 

当 7 不 是 非 负 整数 时 , 我 们 最 常 在 y=1 这 一 特殊 情形 使 用 二 项 式 定 理 . 我 们 来 将 这 一 特 
殊 情 形 明确 地 表述 出 来 ， 用 z 代替 * 以 强调 这 里 可 以 涉及 任意 复数 的 事实 : 

a= F|). lz| «1. (5.13) 

如 果 在 这 个 公式 中 令 z=x/y 并 用 六 乘 以 两 边 ， 就 能 由 这 个 公式 得 出 一 般 的 公式 〈5.12 . 

我 们 仅 在 ”是非 负 整数 的 情形 用 组 合 解释 证 明了 二 项 式 定理 . 利用 多 项 式 推理 法 ,我 们 
不 可 能 从 非 负 整数 的 情形 推导 出 一 般 的 情形 ， 因 为 在 一 般 情形 下 和 式 是 无 限 的 . 但 是 当 +r 为 
任意 数值 时 ， 我 们 可 以 利用 泰勒 级 数 以 及 复 变量 的 理论 : 
FO o f. f 0. 










































































feo 1! 2! 
Nf 00 , 
: x5 z. 


函数 f(z) =(+2) 的 导数 容易 计算 ， 事 实 上 有 Ort. 取 z=0 就 给 出 (5.13). 
我 们 还 需要 证 明 这 个 无 限 和 式 当 |z|<1 时 是 收敛 的 ， 的确 如 此 ， 因 为 根据 后 面 的 等 式 


Zz 














(5.83) 可 知 ， f =O(k). 











现在 ， 我 们 来 更 仔细 地 观察 了 是 负 整数 时 的 值 .得 到 这 些 值 的 一 种 方法 是 利用 加 法 





定律 (5.8 ) 将 表 51 向 上 扩展 ， 这 样 就 得 到 表 5.2， 例 如 ， 我 们 必定 有 | ]=. 因为 
Dy (cy (ty E EUM ,(0) (21) (31 m 
PEPA ua]-0. 维 后 就 定 有 [ =. 为 (= 如 此 等 


表 5-2 ”向 上 扩展 的 帕斯卡 三 角形 








163 








n n n n n n n n n n n 
“| () 0 OO (C) () C) () O E 
-4 1 -4 10 -20 35 -56 84 -120 165 -220 286 
-3 1 -3 6 -10 15 -21 28 -36 45 -55 66 
-2 1 -2 3 -4 5 -6 7 -8 9 -10 11 
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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所 有 这 些 数 都 很 熟悉 ， 的 确 ， 表 5.2 的 行 和 列 出 现在 表 5.1 中 (但 没有 负 号 ) 所 以 对 于 取 
负数 人 的 和 取 正 数 信 的 a ， 其 ”| 的 信之 问 必定 有 一 种 联系 ， 一 般 的 规则 是 





uev). 上 是 整数 . (5.14) 
这 很 容易 证 明 ， 因 为 当 丰 过 0 时 有 
r£=r(r-l)--(r-k 4+) 
=(-D) (rX(l-r) = (k-1-r)=(CD'(k-r-1* > 


而 当 丰 < 0 时 两 边 都 是 零 . 

恒等式 (5.14) 特别 有 价值 ， 因 为 它 的 成 立 无 需 任 何 限制 条 件 .〈 当然 ， 下 指标 必须 是 
整数 , 这样 二 项 式 系数 才 有 定义 . ) (5.14 ) 中 的 变换 称 为 反 转 上 指标 ( negating the upper index ) 
或 者 上 指标 反 转 ( upper negation ). 

我 们 怎样 记 住 这 个 重要 的 公式 呢 ? 我 们 已 经 看 到 的 对 称 恒等式 、 吸 收 恒等式 和 加 法 公式 
等 都 极其 简单 ， 但 是 这 个 恒等式 却 有 点 凌乱 .不 过 仍然 有 一 种 不 算 差 的 记忆 方法 : 要 反 转 上 
指标 ， 首 先 写 下 (-1)”， 其 中 是 下 指标 (下 指标 不 改变 ) 然后 立即 重新 写 下 kk ， 写 两 次 ， 
分 别 写 在 下 指标 和 上 指标 两 处 地 方 ; 再 后 从 新 的 上 指标 中 减 去 原来 的 上 指标 , 使 得 原来 的 上 
指标 取 相 反 数 ， 再 多 减 去 1 即 告 完成 (永远 是 减 ， 而 不 是 加 ， 因 为 这 是 一 个 反 转 的 过 程 ) . 

我 们 来 练习 一 下 ， 连 续 反 转 上 指标 两 次 .这 样 就 得 到 


We 
a 


这 样 正好 回 到 出 发 点 ， 这 可 能 并 不 是 这 个 恒等式 的 构造 者 所 期 望 的 ， 但 是 这 让 我 们 很 欣慰 ， 
没有 误 入 歧途 . 

当然 ,( 5.14 ) 的 某 些 应 用 比 这 个 更 有 用 . 例如， 我 们 可 以 用 上 指标 反 转 在 上 下 指标 位 
置 之 间 移动 量 . 这 个 恒等式 有 一 个 对 称 的 表述 形式 


coro), tito; (5.15) 
m n 






























































excute [^*^ 
利用 上 指标 反 转 ， 也 能 推导 出 如 下 有 趣 的 和 式 : 


中 er 


-ev (^). mee (516) 





你 把 这 称 为 帮助 记忆 
的 方法 ? 我 愿意 把 
它 称 为 充气 轮胎 
言 过 其 实 . 不 管 怎 么 
BL, 它 的 确 帮助 我 记 
忆 . 





(现在 是 做 热身 题 4 
的 大 好 时 机 . ) 


如 果 我 们 试图 得 到 其 
他 新 结果 ， 这 也 会 令 
Aik. 


( 双重 反 转 很 有 用 ， 
因为 我 们 已 经 在 它 
们 中 间 插 入 了 另 一 
种 运算 . ) 


(7289, 右边 的 积分 
是 了 VE(+eria) ， 


即 一 个 常数 加 上 a 
8) “REBAR” Hh 
个 们 数 ， 如 果 我 们 愿 
意 将 它 当 作 一 个 封 
闭 的 形式 接受 . ) 














5.1 基本 恒等式 137 
其 思想 是 ， 对 上 指标 做 反 转 ， 然 后 应 用 (5.9 )， 再 做 反 转 : 
k 1 
Eo 2b) 
zu 
r-l 
ae 人 ) 
这 个 公式 给 出 了 帕斯卡 三 角形 中 第 x 行 的 部 分 和 ， 只 要 这 一 行 的 元 素 被 赋予 交错 的 符号 ， 例 














如 ， 如 果 x=5 且 m=2， 则 该 公式 就 给 出 1-5+10=6= ev) 








注意 : Wmr, W (5.16) 就 给 出 了 整个 这 一 行 的 交错 和 ， 且 当 x ERIN 
和 式 为 零 . 以 前 我 们 对 此 做 过 证 明 , 那 时 是 用 二 项 式 定 理 对 (4-17 进 行 展 开 . 这 个 表达 式 的 
部 分 和 也 可 以 用 封闭 形式 计算 其 值 ， 知 道 这 一 点 是 很 有 意义 的 . 
更 简单 的 部 分 和 
A 
ink} \0) U m (5.17) 





又 如 何 呢 ? 能 否 确信 ,如 果 我 们 能 计算 对 应 的 有 交错 符号 的 和 式 , 就 应 该 能 计算 这 个 和 式 ? 
但 是 不 能 ， 帕 斯 卡 三 角形 中 一 行 的 部 分 和 不 存在 封闭 形式 .我 们 可 以 对 列 操作 ， 这 就 是 
(5.10), 但 不 能 对 行 操作 . 不过, 令 人 感 兴趣 的 是 ， 如 果 一 行 的 元 素 均 被 乘 以 它们 离开 中 心 
的 距离 ， 那 就 有 一 种 方法 对 一 行 的 元 素 进 行 部 分 求 和 : 


rr m-«l( r ee 

pa 53.) a 

( 对 m 应 用 归纳 法 ， 容 易 验 证 这 个 公式 . ) 在 求 和 项 中 含有 以 及 不 含有 因子 (r/2- k) 的 这 些 
部 分 和 式 之 间 的 关系 类 似 于 积 4 


| edic oret Rm [^e 


IRIS, SE RRP CHAT ) HEURE, 而 右边 看 似 更 简单 的 积 
分 (没有 这 个 因子 ) 却 没有 .外 表 可 能 有 欺骗 性 . 
ERER, 我 们 将 要 研究 一 个 方法 , 利用 它 有 可 能 确定 在 较为 一 般 的 情况 下 ,一 个 包含 
二 项 式 系数 的 级 数 的 部 分 和 是 否 有 封闭 形式 .借助 这 种 方法 ,我们 能 发 现 恒等式 (5.16) 和 
(5.18 )， 也 将 知道 (5.17) 是 走 不 通 的 . 
二 项 级 数 的 部 分 和 引导 出 另 一 种 有 意思 的 关系 式 : 


x e i => (ees yy 


这 个 恒等式 用 归纳 法 不 难 证 明 : 24 m < OM AAS, 而 当 m= OM PIA]. WR S,, 
代表 左边 的 和 式 ， 就 能 应 用 加 法 公式 〈5.8 ) 且 容 易 证 明 












































(5.18 ) 














m 是 整数 . (5.19 ) 
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m-l*r "E m-ltr), ,x 
s.- z( i e «x "i e ty 


km 


以 及 
uud ik ud " 
x y = yS,,, + x $ 
k<m k m 
-l+ 
> " r sy = X91， 
k<m k-1 
( 当 m>0 时 ) 从 而 


MM 
m 


iij (5.19) 的 右边 也 满足 这 个 递归 式 . 根据 归纳 法 ， 两 边 必 定 相等 .证明 完 毕 . 

还 有 一 个 更 简洁 的 证 明 . 当 ”> 是 0 兰 r 关 -zz 中 的 一 个 整数 时 ， 由 二 项 式 定 理 知 (5.19) 
Bg PIDE xy)" "y". 又 由 于 两 边 都 是 关于 r 的 m 次 或 者 更 低 次 的 多 项 式 , 在 m+1 个 不 
同 的 值 处 取 值 相等 就 是 以 (不 过 也 刚刚 够 用 ) 证 明 在 一 般 情形 下 相等 

得 到 一 个 和 式 与 另 一 个 和 式 相 等 的 恒等式 看 起 来 可 能 很 思春 . 没有 哪 一 边 是 封闭 形 
式 . 但 是 有 时 候 事实 证 明 有 一 边 比 另 一 边 更 容易 计算 . 例如， 如 果 令 x=-1 和 ) =1， 我 们 
就 得 到 

















("jer -(7). #8 0, 


km k 


是 恒等式 (5.16) 的 另 一 种 形式 .而 如 果 取 x=y=1 以 及 r =m+1， 我 们 就 得 到 
2m+1 mk), 
E ECTS 


km km 


左边 正好 对 上 指标 为 2m+1 的 二 项 式 系 数 的 一 半 进 行 了 求 和 , 而 这 些 项 等 于 它们 在 另 一 半 中 
相似 的 项 ， 因 为 帕斯卡 三 角形 是 左右 对 称 的 ， 因 此 左边 正好 等 于 了 2 or 这 就 得 到 一 
个 颇 出 人 意料 的 公式 

pa seem =o. 


km k 
ibi -2 tese DEATH ride 
到 目前 为 止 ,我们 研究 的 或 者 是 用 二 项 式 系数 本 身 来 表示 的 二 项 式 系数 ,或 者 是 每 项 中 
仅 售 一 个 二 项 式 系数 的 项 所 形成 的 和 式 . 但 是 , 我 们 遇 到 的 许多 富有 挑 成 性 的 问题 含有 两 个 
或 者 多 个 二 项 式 系数 的 乘积 ， 所 以 要 在 本 节 的 其 余部 分 考虑 如 何 处 理 这 样 的 情形 . 
这 里 有 一 个 方便 使 用 的 法 则 ， 常 常 帮助 我 们 简化 两 个 二 项 式 系数 的 乘积 ; 


MEM d ，mk 是 整数 


我 们 已 经 看 到 了 k=1 这 一 特殊 情形 ， 它 就 是 吸收 恒等式 (5.6 ) 尽管 (5.21 ) 的 两 边 都 是 二 
项 式 系数 的 乘积 , 但 其 中 一 边 常 常 更 容易 求 和 ， 因 为 它 与 公式 其 余部 分 相互 作用 . fH, Ze 





bc 














(5.20) 









































(5.21) 

















(这 个 公式 有 一 个 很 
好 的 组 合 证 明 B47] |) 


Ak, iE. 


“不 仅 是 对 二 项 式 
xty, mm Haase 
项 式 x+y+z ， 实 际 
上 对 任意 的 多 项 式 ， 
为 它们 的 需 的 系数 
都 设计 出 了 一 套 绝 
妙 的 法 则 ,使 得 对 于 
给 定 的 任何 需 (例如 
TRE), RANEI 
即 对 xz? 指定 应 
有 的 系数 ， 而 无 需 依 
赖 任何 表格 .” 

— 3 ERP“) 

















边 两 次 用 到 mm ， 而 右边 仅 用 到 一 次 ， 因 此 ， 当 关于 加 求 和 时 ， 我 们 通常 就 用 | |e 


等 式 ( 521 ) 最 初 能 成 立 ， LM e(t 的 阶乘 表达 式 中 诸 个 m! 之 间 相 互 抵消 ， 如 
果 所 有 的 变量 都 是 整数 日 /之 凡人 三 0 ， 我 们 就 有 


rm) r! m! 
MH mY(r — m)! kY(m — k)! 


r! 
- kKm—k)Yr— m)! 
r! (r-k)! r\(r-k 
T KKr - E)! (m - kr - m)! 2H MM 
这 很 容易 . Wb, WR m<k MAK <0, 那么 (5.21) 的 两 边 都 是 零 ， 所 以 这 个 恒等式 对 所 
有 整数 m 和 都 成 立 ， 最 后 ， 多 项 式 推 理 法 将 它 的 正确 性 拓展 到 所 有 的 实数 y 


=| ]= rey 在 适 当地 重新 对 变量 全 名 后 ， Rf EAS ER (a +b)! a!b! 的 形 
sk. 类 似 地 ,上 面 推 导 过 程 中 间 的 量 rV km — k) Xr — m) RI BUS (a - b 4- c) alb le AJET. 这 






































是 一 个 “三 项 式 系数 ”， 它 出 现在 “三 项 式 定 理 ”( trinomial theorem ) 中 : 
n (a +b+c)! a 
xt y-cz)'- ee 
( ) 0<a,b,cSn a!b!c! 


atbt+c=n 


ren d "-—- 
DJ yya 
0<a,b,c<n b+c C 


a+b+c=n 





LEM 项 式 系数 ， 三 项 式 系数 在 应 用 中 有 时 会 突然 出 现 , 我 
们 可 以 很 方便 地 将 它们 写成 

atbtc| (a+b+c)! 

a,b,c ~ a!b!c! 
以 强调 其 所 呈现 的 对 称 性 


二 项 式 系数 和 三 项 式 系数 可 以 推广 到 多 项 式 系数 (multinomial coefficient )， 它 总 可 以 表 
示 成 二 项 式 系 数 的 乘积 


( +a, e 
4,05, d, ala la,, | 


(ata teta (ata, 
d, t:-td, a, f 





(a, * à, += +a)! 











167 








140 第 5 章 二 项 式 系 数 











168 














169 








这 样 一 来 ， 当 我 们 遇 到 这 样 一 个 对 象 时 ,我们 的 标准 技术 就 可 以 应 用 了 . 
表 5-3 ”二 项 式 系数 的 乘积 之 和 














r S rts B 
> alo] ns]: m, ?是 整数 (5.22) 
l s l+s i "T— 
2x al Jl i SENTO, m, "是 整数 (523) 
l stk ko lum s—m 1 二 " 
之 su H Je» =(-1) er 整数 /过 0，m, "是 整数 (5.24) 
| s Jer ev (77, SEM m nz0 s 
m k-n l-m-n 
l-k\(qt+k A l+q+1 
Pal m I n IM > Eim, n20, BRI +q70 (5.26) 




















现在 我 们 来 看 表 5-3 ， 它 列 出 了 标准 技术 中 最 为 重要 的 一 些 恒 等 式 ， 这些 恒 等 式 就 是 我 
们 在 解决 含有 两 个 二 项 式 系数 乘积 的 和 式 时 需要 依赖 的 工具 . 这 些 恒 等 式 中 , 每 一 个 都 是 对 
k 求 和 的 和 式 , 在 每 个 二 项 式 系数 中 都 出 现 一 次 ; 还 有 四 个 几乎 独立 的 参数 m 、n 、r 等 ， 
在 每 个 指标 的 位 置 上 有 一 个 参数 . 根据 是 否 出 现在 上 指标 或 者 下 指标 中 ,以 及 k 带 有 正 号 
或 者 负 号 ， 会 出 现 不 同 的 情形 .有 时 会 有 一 个 额外 的 因子 (-D0* ， 它 在 使 得 这 些 项 可 以 用 封 
闭 形 式 求 和 时 需要 用 到 . 

表 5-3 太 过 复杂 ， 不 可 能 完全 记得 住 ， 它 只 是 提供 参考 .这 个 表 里 的 第 一 个 恒等式 最 值 
得 注意 ， 而 且 应 该 记 住 它 . 它 说 的 是 : 两 个 二 项 式 系数 的 乘积 的 (对 所 有 整数 大 求 和 的 ) 和 
式 (其 中 ， 上 指标 是 常数 ， 而 对 所 有 的 kx ， 下 指标 的 和 是 一 个 常数 ) 是 对 下 指标 以 及 上 指标 
两 者 求 和 所 得 到 的 二 项 式 系数 .这 个 恒等式 称 为 范 德 蒙 德 卷 积 ( vandermonde convolution ), 
因为 18 世 纪 后 期 亚 历 山 德 : 范 德 蒙 德 对 此 写 了 一 篇 有 意义 的 论文 3 1; 然而 ， 中 国 的 朱 世 杰 
早 在 1303 年 就 已 经 知道 它 了 . 表 5-3 中 其 他 的 恒等式 都 可 以 通过 反 转 上 指标 或 者 应 用 对 称 定 
律 等 方法 , 细心 地 从 范 德 蒙 德 卷 积 得 到 , 因而 范 德 蒙 德 卷 积 就 是 所 有 恒等式 中 最 基本 的 结 

通过 对 范 德 蒙 德 卷 积 给 出 一 个 很 好 的 组 合 解 释 ， 我 们 就 可 以 证 明 它 .如 果 用 km 代替 
k, Fn-m {Qn ， 我 们 就 能 假设 m=0， 从 而 要 证 明 的 恒等式 就 是 


ANE) mann 


Ber Ais BL, OA loh Sorten. dem, ("BM AIA 
Fils 个 女人 中 选取 nn 个 人 的 方法 数 .在 左边 ， 和 式 的 每 一 项 都 是 选取 个 男人 和 nn 大 个 女人 
的 方法 数 ， 对 所 有 的 求 和 就 把 每 一 种 可 能 恰好 计算 了 一 次 

我 们 经 常 是 从 左 向 右 应 用 这 些 恒等式 , 因为 这 是 简化 的 方向 . 但 不 时 也 会 反 向 应 用 它们 ， 
暂时 使 得 一 个 表达 式 变 得 更 加 复杂 、 当 这 样 做 有 成 效 时 ,我 们 通常 会 造 出 一 个 二 重 和 式 ， 对 
它 可 以 交换 求 和 的 次 序 ， 然 后 进行 化 简 

在 介绍 新 的 内 容 之 前 ， 让 我 们 再 来 观察 表 5-3 中 另外 两 个 恒等式 的 证 明 ，( 5.23 ) 容易 证 






















































































(527) 
































给 这 一 页 折 个 角 ， 这 
样 你 就 能 很 快 找到 
这 张 表 . 你 将 会 需要 
È! 


性 别 歧视 者 ! 你 们 首 
先 提 到 了 男人 . 


明 ， ne T 


= 





Jtt 个 二 项 式 系数 ， 接 下 来 应 用 范 德 蒙 德 的 


个 恒等式 ( 5.24 ) 稍微 困难 一 些 .我 们 可 以 通过 一 系列 变换 将 它 转化 为 范 德 蒙 德 卷 
ee e A 同样 容易 地 证 明 它 .只 要 没有 什么 其 他 明显 的 东 

西 跳出 来 可 用 ， 归纳 法 就 是 我 们 可 以 尝试 的 首选 方法 ， 而 在 这 里 对 7 用 归纳 法 正 是 有 效 的 . 
对 于 基础 1=0， 除 了 K=- 时 ， 所 有 其 他 的 项 都 是 零 ， 所 以 等 式 的 两 边 都 是 


CD” i "i .现在 假设 这 个 恒等式 对 小 于 某 个 固定 数 ! 的 所 有 值 都 成 立 ， 其 中 !> 0 我们 





























能 利用 加 法 公式 ， An " Le, jJ: 原来 的 和 式 现在 就 分 烈 成 两 个 和 式 ， 


它们 中 的 每 一 个 都 能 用 归纳 假设 进行 计算 : 


l-1 \(st+k stk : 
Xa) n A D CES il n Je» 
- pom l+m sé m+1 

SH -I-*1 TOM n-l41]. 


如 果 我 们 再 一 次 应 用 加 法 公式 ， 这 就 简化 成 (5.24 ) 的 右边 . 

关于 这 个 推导 有 两 件 事 值得 关注 . 第 一 , 我 们 再 一 次 看 到 了 对 所 有 整数 上 求 和 而 不 是 仅 
仅 在 某 个 范围 内 求 和 的 巨大 便利 ， 因 为 没有 必要 过 分 关注 边界 条 件 . 第 二 , 加 法 公式 与 数学 
归纳 法 能 很 好 地 协调 ， 因 为 它 是 二 项 式 系数 的 递归 式 . 上 指 标 是 /的 二 项 式 系数 可 以 用 两 个 
上 指标 为 1 -1 的 二 项 式 系数 表示 出 来 ， 而 这 恰好 就 是 我 们 需要 应 用 归纳 假设 之 处 . 

表 5-3 就 谈 这 么 多 . 关于 含有 三 个 或 者 更 多 的 二 项 式 系 数 的 和 式 呢 ?” 如 果 求 和 指标 分 布 
在 所 有 的 系数 上 , 我 们 求 出 封闭 形式 的 机 会 就 不 大 了 : 对 于 这 种 类 型 的 和 式 只 知道 为 数 不 多 
的 封闭 形式 , 故而 我 们 所 需要 的 和 式 或 许 与 给 定 的 种 类 不 相符 合 . 在 习题 43 中 证 明 的 一 个 罕 
见 的 结果 是 


m-rt+s\(ntr— r+k r - 
x k 'Y x ess" Ge] mn 是 整数 . (5.28 ) 


这 里 是 另外 一 个 更 加 对 称 的 例子 : 




























































































at+b\(b+c\(ct+a + (a+b+c)! " 
X oe PHE s SEX a,b,c z0. (5.29) 
这 个 公式 有 一 种 两 个 二 项 式 系数 的 相似 结 
a+b\(b+a ett a s 
AAA PAG je , Bla bz 0, (5.30) 


它 恰巧 没有 出 现在 表 5-3 中 .类 似 的 四 个 系数 和 式 没有 封闭 形式 ， 不 过 一 个 相似 的 和 式 的 确 
有 封闭 形式 : 
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xu pd d mu 
z atk )\ b+k )\ctk \\d+k atb+c+dt+k 
_(a+b+c+d)!(a+b+c)(a+b+d)!{(a+c+d)!(b+c+d)! 
(2a+2b+2c+2d)!(a+c)!(b+d)!a!b!c!d! 





, BM a,b,c,d 20. 


这 可 以 由 20 世 纪 早 期 John Dougall”) A HA — AARE A3 48:18. 
Dougall 的 恒等式 是 已 知 的 最 令 人 恺 怖 的 关于 二 项 式 系数 的 恒等式 吗 ? 不 ! 到 目前 为 止 ， 


冠军 是 
X a +a; jta 
LC) 工 人 +k, J| ni. ER à -Y, ll 


a tta " 
| ! | 整数 ag,a,,…,a, 20. (5.31) 


a,,4,,°°*, 4, 





























这 里 的 和 式 是 对 | ”> LS Hk, (1<i< jen) 求 和 的 ， 等 式 (529) 是 n=3 时 的 特 








Bil; n=4 时 的 特殊 情形 可 以 表述 如 下 : WRH (a,b,c,d) ARE (a ,a,,a;,as) ， 用 (i, j,k) 代替 
(kk ka) , 那么 有 


Y cy atbl(atc)(b*c at+d b+d ctd 
m! b+ij\c+jj)\c+kj\d-i-jj)\d+i-k)}\d+j+k 
! 
二 整数 qa,b,c,d 宇 0. 


alblcld! 
(5.31) 的 左边 是 在 将 n(n 一 ]) 个 分 数 的 乘积 


a 
n [1-2 
1Si,j<n Z; 


完全 展开 成 诸 个 z WERRIET, zzz? 的 系数 . (5.31) 的 右边 是 由 Freeman Dyson 
于 1962 年 所 猜想 并 在 此 后 不 久 被 若干 个 人 所 证 明了 的 .习题 86 对 (5.31 ) 给 出 了 一 个 “简单 
的 ”证 明 . 

另 一 个 值得 注意 的 含有 许多 二 项 式 系数 的 恒等式 是 


a| Jt r \(n\(stn-j-k 
Boy) 


=(- 的 中 m ) Lm,n SEG nz 0. (532) 


ntl/m-n-l 











这 个 恒等式 的 证 明 在 习题 3 中 ,， 它 甚至 有 可 能 在 实际 应 用 中 出 现 . 我 们 偏离 “基本 恒等式 ” 
这 个 主题 已 经 太 远 了 ， 所 以 最 好 停 下 来 ， 并 对 已 经 学 习 的 东西 做 一 番 评 佑 . 

我 们 已 经 看 到 ， 二 项 式 系数 满足 几乎 使 人 迷惑 的 大 量 恒 等 式 . 幸运 的 是 ， 其 中 有 一 些 容 
易 记忆 ,而 且 我 们 可 以 用 这 些 容易 记 住 的 恒等式 经 过 几 步 就 推导 出 其 他 大 部 分 恒等式 . 表 5-4 
搜集 了 其 中 十 个 最 有 用 的 公式 ， 这 些 是 需要 了 解 的 最 好 的 恒等式 . 




















自学 算法 : 

1. 阅读 问题 

2. 尝试 求解 问题 

3. 浏览 书 中 答案 

4. 寺 尝试 失败 
goto 步骤 1 

else goto 下 一 个 
问题 
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表 5-4 ”最 重要 的 十 个 二 项 式 系数 恒等式 


n 1 

整数 n>k>0 阶乘 展开 式 
n n P S 

k = n-k * 整数 z>0， 是 整数 对 称 恒等式 


< 
: d | 整数 4 天 0 吸收 /提取 恒等式 


k\k-1 


AY (r-1 
: zu ! a) 但 整数 加 法 /归纳 恒等式 


=~ 




















- ,fk-r-1 
中 -Cl ) HERE 上 指标 反 转 
r \(m r\(r-k 
A zu > m, kiete% 三 项 式 版 恒等式 
xe =(x+y) , HOS 一 项 式 定理 
r+k rt+tn+t+l 
zí k | | "是 整数 平行 求 和 法 
k n+l 
x "gai ] eee 上 指标 求 和 法 
r Ss rts 
a A) ee 范 德 蒙 德 卷 积 公式 


5.2 基本 练习 BASIC PRACTICE 


在 上 一 广 里 , 通过 处 理 和 式 以 及 插入 其 他 的 恒等式 , 我们 得 出 了 一 批 恒等式 . 得 出 那些 
推导 过 程 并 不 太 困难 一 一 我 们 知道 要 证 明 什 么 ，, 所 以 可 以 叙述 一 个 一 般 的 计划 , A BEC S] 
折 就 能 将 细节 补充 完全 然而 ,通常 在 真实 的 世界 里 还 没有 遇 到 一 个 要 证 明 的 恒等式 ,我 们 
面 对 的 往往 是 一 个 要 简化 的 和 式 . 而 且 我 们 并 不 知道 简化 的 形式 可 能 是 什么 样子 (或 者 它 是 
TEE) 在 这 一 节 以 及 下 一 节 里 ， 通 过 处 理 许多 这 样 的 和 式 ， 我 们 将 会 把 二 项 式 系数 的 工 
AAT BLA. 

首先 ， 我 们 来 亲手 尝试 几 个 包含 单个 二 项 式 系数 的 和 式 . 

问题 1 比值 的 和 式 

我 们 希望 


|” f P n m= 
e ween 


有 一 个 封闭 形式 . 初 看 之 下 ,这 个 和 式 会 令 人 惊 怒 不 安 ， 因 为 我 们 尚未 见 过 任何 处 理 二 项 式 
系数 的 商 的 恒等式 .( 此 外 ， 这 个 和 式 还 含有 两 个 二 项 式 系数 ， 这 似乎 与 这 个 问题 前 面 的 那 
句 话 有 矛盾 . ) 然而 ， 正 如 我 们 能 用 阶乘 将 二 项 式 系数 的 一 个 乘积 表示 成 男 一 个 乘积 那样 ， 
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即 得 到 恒等式 (5.21) 的 方法 ,我 们 可 以 对 商 类 似 地 去 做 .事实 上 , 我 们 可 以 通过 设 = n 并 
用 WM 除 等 式 (5.21) 的 两 边 来 避免 面目 可 异 的 阶乘 表示 法 ， 这 就 得 到 


AE 


所 以 我 们 用 右边 的 商 来 代替 左边 的 那个 商 ， 左 边 的 商 出 现在 我 们 的 和 式 中 ， 这 样 和 式 就 


变 成 
E.) 


还 有 一 个 商 , 但 是 分 母 中 的 这 个 二 项 式 系数 不 包含 求 和 指标 Xx ， 所 以 我 们 可 以 从 和 式 中 把 它 
移 走 ， 以 后 我 们 会 恢复 它 . 

我 们 也 能 通过 对 所 有 的 三 0 求 和 来 简化 其 边界 条 件 ， 满 足 k > m 的 项 都 是 零 . 
和 式 就 不 那么 吓人 了 : 


x 


它 类 似 于 恒等式 ( 5.9 ), 因为 指标 带 同 样 的 符号 出 现 了 两 次 . [EI HL AE -k , 而 在 ( 5.9 ) 
里 它 不 是 . 这 样 一 来 ， 下 一 步 就 应 该 很 明显 了 ， 只 有 一 件 合理 的 事 要 做 : 


1 一 大 | n—(m-—k) 
25 DAR 
































Fal FAY 









































现在 我 们 能 应 用 平行 求 和 法 恒等式 ， 即 ( 5.9 ): 


Pa ara E a E A 


BE, UEWEKL Sako ances") AAH (S7) RABEN 


n 
m 
n+l n| ntl 
m m) n*l-m. 
HESS EO UE SEA ndr, REAR, dubi. RE nA 
是 整数 0,1,…,m 一 1 中 的 一 个 . 





闭 形式 : 




















推导 过 程 越 是 复杂 ,对 答案 进行 检查 就 越 是 重要 . 这 一 推导 并 不 太 复 杂 , 但 是 无 论 如 何 
我 们 都 要 检查 一 番 ， 在 小 数值 m =2 和 n=4 的 情形 ,我 们 有 


























(D Dijkstra 认 为 ， 在 计算 机 程序 中 使 用 goto 语 句 是 有 害 的 . 








不 幸 的 是 ,那个 算法 

会 使 你 陷入 无 穷 循 

环 . 

推荐 补丁 : 

0 sete «— 0 

3a setc «— c *1 

3b if c=N 
goto 你 的 助教 


——E.W Dijkstra” 


iege 但 是 这 一 节 就 


称 为 基本 练习 . 


请 不 要 提醒 我 要 期 中 


0 


考试 了 . 
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UOMO es 


是 的 ， 这 与 封闭 形式 (4+D/1(4+1-2) 完全 吻合 . 

问题 2: 来 自 排序 文献 

下 一 个 和 式 出 现 于 20 世 纪 70 年 代 早 期 , 那 时 人 们 还 不 能 熟练 地 使 用 二 项 式 系 数 . 一 篇 介 
绍 改进 的 合并 技术 的 论文 以 下 面 的 注解 结束 :“ 可 以 证 明 , 所 期 望 节省 的 转移 的 个 数 …… 
由 表达 式 








给 出 .这 里 m 和 nn 定 义 如 上 , 而 ,GC, 是 表示 从 m 个 物体 中 一 次 取 n 个 的 组 合 数 …… 作 者 感谢 
审 稿 人 将 有 关 期 望 节 省 的 转移 的 一 个 更 复杂 的 等 式 简 化 成 了 这 里 给 出 的 形式 .” 

我 们 将 会 看 到 , 这 肯定 不 是 关于 作者 的 问题 的 最 后 答案 , 它 甚 至 也 不 是 一 个 中 间 阶 段 的 
答案 . 

首先 我 们 应 该 将 这 个 和 式 转 变 成 某 种 我 们 能 对 它 处 理 的 东西 ， 式 怖 的 记号 ， C, 除 
了 使 那 位 热情 的 审 稿 人 感到 高 兴 外 ， 足 以 让 任何 人 望而却步 . 用 我 们 的 语言 可 以 将 其 写成 

roam) , EK m»nzo. 
n 


io \m-n-l 





分 母 中 的 二 项 式 系数 不 包含 求 和 指标 ， 所 以 我 们 可 以 将 它 移 走 并 处 理 新 的 和 式 
S 2» MM 


to um-n-1 








接 下 来 是 什么 ?” 求 和 指标 出 现在 二 项 式 系 数 的 上 指标 中 ， 但 不 出 现在 下 指标 中 ， 所 以 ， 
如 果 没 有 男 外 那个 k ,我 们 就 能 修改 这 个 和 式 并 应 用 对 上 指标 的 求 和 法 (5.10 ) 可 是 有 了 多 
出 来 的 那个 x， 我 们 无 法 这 样 做 .如 果 可 以 利用 某 个 吸收 恒等式 通过 某 种 方法 把 那个 吸收 
到 二 项 式 系数 中 去 ， 那 么 我 们 就 能 对 上 指标 求 和 了 . 不幸 的 是 ,那些 恒等式 在 这 里 都 不 能 
H. 但 是 ， 如 果 用 mk 代 蔡 x ， 我 们 就 能 应 用 吸收 恒等式 (5.6): 


m-k-1 m-k 
mne iem. 
所 以 关键 在 于 : RITHE k Plot m - (m - k) , HA S 分裂 成 两 个 和 式 : 
n m-k-1 n m-k-1 
bí) Been 


名 um-n-1 

















D “中 间 阶 段 ” 与 “期 中 考试 ”都 是 同一 个 英文 单词 midterm. 
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ect ec 


tom-n-lj ti n 


=mA-(m-n)B , 


pt n eer 2. 
i» um-n-l to m-n 


RI FAJFI 4 以 及 B 是 我 们 的 老 朋 友 ， 在 其 中 上 指标 变动 而 下 指标 保持 不 变 ， 我 们 先 
来 解决 ,因为 它 看 起 来 更 简单 . 稍 加 改动 即 足 以 使 得 其 中 的 求 和 项 与 (5.10 ) 的 左边 相符 


m-k)_ m — (m —K) 
p> (aie Do m-n | 























在 最 后 一 步 ， 我们 在 和 式 中 加 入 了 满足 0 夺 k< m-n 的 项 ,它们 全 都 是 零 ， 因 为 它们 的 上 指 
标 都 小 于 下 指标 .现在 关于 上 指标 求 和 ， 利 用 (5.10) 得 到 


k +1 
0<k<m\ Imm —n m-n+l1 


对 另 一 个 和 式 4 WGE, PERH m -1 (REE m. 这样 我 们 就 给 出 了 给 定 和 式 5 的 
一 个 封闭 形式 ， 这 个 和 式 还 可 以 进一步 简化 : 





m+1 m 
-mn 
(AL 


而 这 就 给 出 了 原来 和 式 的 一 个 封闭 形式 : 














即便 是 审 稿 人 也 不 可 能 对 它 进 行 简 化 了 . 
我 们 再 次 利用 小 数值 的 情形 检查 管 案 . 当 m=4 以 及 n=2 时 , 我们 有 


以 往 的 考试 没有 生 
命 力 了 吗 ? 
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rool a} CU) la) 


它 与 公式 2/(4-2+1) 吻合 . 

问题 3: 来 自 以 往 的 考试 题 

我 们 再 做 一 个 和 式 , 它 包含 一 个 二 项 式 系 数 . 这 个 和 式 与 上 面 源 于 学 术 殿 堂 的 问题 不 同 ， 
它 是 一 个 可 以 在 家 测试 的 问题 .我 们 想 求 O ooo o 的 值 ， 这 里 




















pos ae ev | SOR > 0. 


k<2" k 





这 个 问题 比 其 他 问题 更 难 一 些 , 不 可 能 应 用 到 目前 为 止 我 们 所 见 到 过 的 任何 恒等式 . 而 且 我 
们 面 对 的 是 一 个 有 2 “+1 项 的 和 式 ， 所 以 不 是 只 把 它们 相 加 起 来 就 能 奏效 的 . 求 和 指标 
在 上 下 两 个 指标 中 都 出 现 , 不 过 带 有 相反 的 符号 . 反 转 上 指标 也 没有 什么 效果 : 它 去 掉 了 
因子 (-1” ， 却 在 上 指标 中 加 入 一 个 2k. 

当 没 有 什么 方法 明显 有 用 时 , 我 们 知道 最 好 是 来 观察 小 数值 的 情形 . 即使 不 能 得 到 一 个 
模式 并 用 归纳 法 证 明 它 ， 至少 也 有 一 些 数据 来 核查 我 们 的 结果 . 下 表 是 前 四 个 值 的 非 零 项 
以 及 它们 的 和 . 






































n Qn 

0 : -1 -1 
; = z 
2) (1 

1 - =1-1 =0 
jl 
4) (3) (2 

2 -| ~ |+ -1-341 =-] 
sue 
8) (7| (6) (5) (4 

3 yee) de -1-7415-1041 =0 
0) uJ 12) a) (4 








我 们 最 好 不 要 尝试 下 个 情形 =4 ， 这 样机 有 可 能 产生 算术 误差 ( 手 计 算 | | 和 





四 这 样 的 项 ， 仅 仅 是 在 迫不得已 时 才 值 得 一 试 的 ， 更 不 要 提 将 它们 和 其 他 东西 组 合 在 一 


ET.) 

所 以 其 模式 的 开始 部 分 是 1.0,_1.0 ， 即 使 我 们 知道 了 下 一 项 或 者 下 面 两 项 ， 其 封闭 形式 
也 不 会 显现 ， 但 是 如 果 我 们 能 找到 并 且 证 明 关于 0 的 一 个 递归 式 ， 就 有 可 能 猜 到 并 且 证 明 
它 的 封闭 形式 、 为 了 找到 一 个 递归 式 ， 我 们 需要 将 0, 与 0，，( 或 者 与 Qiu 联系 起 来 ， 
fare aes em ("8 : s 的 项 联 


RER. 这 似乎 看 不 出 希望 , 我 们 不 知道 在 帕斯卡 三 角形 中 相距 64 行 的 元 素 之 间 有 什么 样 简 
洁 明 了 的 关系 .加 法 公式 作为 归纳 法 证 明 的 主要 工具 ， 仪 仅 将 相距 一 行 的 元 素 联系 在 一 起 . 























) ( 它 在 2=7 和 大 =13 时 出 现 ) sef 
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但 是 ， 这 引出 一 个 关键 点 : 不 需要 处 理 相 距 2” 行 的 元 素 ， 变 量 n 从 来 就 没有 以 本 来 面 
目 出 现 ， 而 总 是 以 2 的 形式 出 现 . 所 以 2” 用 额外 增加 的 复杂 度 转移 了 我 们 的 注意 力 ! 如 果 et 
JH m fCEE 2^ ,我 们 所 需 做 的 就 是 对 更 加 一 般 性 的 ( 也 更 容易 的 ) 和 式 as 























km k 


a= DÒ" Jen. situ 





求 出 封闭 形式 , 这 样 也 就 对 O, = R, 给 出 了 封闭 形式 . 而 且 很 有 可 能 , 加 法 公式 将 对 序列 R,, 
给 出 一 个 递归 式 . 

从 表 5-1 可 以 知道 小 的 m UR, 的 值 ,如果 我 们 将 出 现在 西南 到 东北 这 条 对 角 线 上 的 值 交 

错 地 做 加 法 和 减法 .其 结果 是 

m |o 12 3 4 5 6 7 8 9 10 

Beld do» =a a 2 go X* po 


























看 起 来 要 进行 多 次 抵消 . 
现在 来 看 关于 RR, 的 公式 ， 并 研究 它 是 否定 义 一 个 递归 式 ， 我们 的 策略 是 应 用 加 法 公式 
(5.8 )， 并 在 得 到 的 表达 式 中 求 形 如 玉 的 和 式 ， 这 有 点 像 在 第 2 章 的 扰动 法 中 所 做 的 那样 : 




















-l-k -1-k 
dirette 

-l-k -2-k 
- C : Jory C : Je» 

m-I-k), fn x (m-2-k), (AY) iu 
“CE Joo 207 Jo Gale 


= Rna + Cc» m HD = R =l -R 2* 


m m= 








BEER RET st Jo CD". RINE m oC) APH m = 2R. PE 


-1 
T 4 题 的 人 知道 它 . 
由 这 个 递归 式 可 以 快速 生成 R, 的 值 ， 而 且 我 们 很 快 就 会 发 现 这 个 序列 是 周期 性 的 ， 的 
确 ， 























1 0 
1 1 
0 2 
R, = js ane m mod 6 = 2: 
-1 4 
0 5 


用 归纳 法 的 证 明 就 是 要 检验 . 或 者 ， 如果 我 们 必须 给 出 一 个 更 学 术 性 的 证 明 ,， 就 可 以 将 此 递 
归 式 再 展开 一 步 ， 得 到 : H3 m3, 就 有 
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Ry E (A, = Rnz) -Ra = -R 
Alt, Rm>=6, MAR =R,- 
最 后 ， 由 于 9, = R,, ， 我 们 可 以 通过 确定 2" mod 6 并 利用 R, 的 封闭 形式 来 确定 0,.， 当 
n=0 时 有 2"mod6=1， 此 后 一 直 用 2 (mod6) 来 相 乘 ， 这 样 模式 2，4 就 会 重复 出 现 ， 从 而 


m-3- 














R,=1 , n=0; 

R, m 0 , 1 是 奇数 ; 

R,=-1, n> 0 是 偶数 . 

Q, 的 这 个 封闭 形式 与 开始 讨论 这 个 问题 时 计算 的 前 四 个 值 吻合 .我 们 断定 有 O o0 000 = Ry 7 71. 
问题 4: 包含 两 个 二 项 式 系数 的 和 式 
我 们 的 下 一 个 任务 是 对 

















Q, = Ry 




















n (m-k-1 ! 
Sa ， 整 数 m>n 宇 0 


t um-n-i 








求 封 闭 形式 . 请 等 一 会 儿 . 这 个 问题 的 标题 中 所 暗示 的 第 二 个 二 项 式 系数 在 哪儿 ? 为 什么 我 
们 要 试图 将 一 个 已 经 简化 的 和 式 再 简化 ?( 这 就 是 问题 2 中 的 5S. ) 
如 果 我 们 把 求 和 项 视 为 两 个 二 项 式 系数 的 乘积 ， 然 后 再 利用 表 5-3 中 某 个 一 般 恒等式 ， 


它 就 成 为 一 个 容易 简化 的 和 式 ， 当 我 们 将 sefi) 时 ， 第 二 个 二 项 式 系数 就 出 现 了 ， 


n (m—k-l k\(m-k-1 
> MM d XU a) 
恒等式 ( 5.26 ) 就 是 一 个 要 应 用 的 公式 ， 因 为 它 的 求 和 指标 出 现在 两 个 上 指标 中 且 带 有 相反 
的 符号 . 
但 是 我 们 的 和 式 还 不 具有 正确 的 形式 . 如果 要 使 它 与 (5.26 ) 完全 匹配 ， 求 和 的 上 限 应 
该 是 m-1l1. 这 没有 问题 ， 因 为 满足 < 大 过 mm -1 的 项 都 是 零 . 所 以 我 们 可 以 用 
(L,m,n,q) -(m-1,m-n-1,,0) 代入， 答案 就 是 


m 
x 
m-ntlj): 


这 比 我 们 以 前 得 到 的 公式 更 加 简洁 .利用 (5.6 ) 和 (5.7) 可 以 将 它 变 回 上 一 个 公式 : 


m 7 n m 
m-n+l1 | m-n+tl m-nj' 


类 似 地 ,通过 将 特殊 的 值 代 入 我 们 见 过 的 其 他 一 般 恒 等 式 , 可 以 得 到 一 些 有 趣 的 结果 . 例 
In, BRE (5.26) PS man=1, q=0. 这 样 ， 该 恒等式 就 变 成 


zoe) 
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左边 是 1!(C+D112)-( 人 +2+…+ 记 ) ， 所 以 这 就 对 在 第 2 章 里 弄 得 我 们 筋疲力尽 的 平方 和 问 
题 给 出 了 一 个 独特 的 新 方法 . 

这 个 故事 的 教 益 是 : 非常 一 般 的 和 式 的 特殊 情形 有 时 最 好 是 在 一 般 形 式 下 处 理 . 学 习 一 
般 形 式 时 ， 聪 明 的 做 法 是 学 习 它 们 的 简单 特例 . 

问题 5: 有 三 个 因子 的 和 式 

这 是 另 一 个 不 太 坏 的 和 式 . 我 们 希望 简化 


apa fais Bn > 0. 


k 











求 和 指标 k 出 现在 两 个 下 指标 中 且 带 有 同样 的 符号 ， 这样 一 来 , 表 5-3 中 的 恒等式 (5.23) 看 
起 来 接近 于 我 们 所 需要 的 东西 .再 稍 加 处 理 ， 我 们 应 该 能 使 用 它 . 

( 5.23 ) 与 我 们 所 有 和 式 之 间 存 在 的 最 大 区 别 是 ,我 们 的 和 式 中 有 一 个 额外 的 x. 但 是 ， 
利用 吸收 恒等式 中 的 一 个 公式 ,我 们 可 以 将 吸收 到 二 项 式 系数 的 内 部 : 


xe x 
a) 


我 们 并 不 关心 当 消失 时 会 出 现 s ， 因 为 是 常数 ， 现 在 我 们 已 经 准备 应 用 这 个 恒等式 并 得 
到 封闭 形式 


n\(s—-l 1 十 9 一 1 
ao a 
如 果 我 们 在 第 一 步 就 选择 将 unc” ,而 不 是 吸收 进 站 ， 就 不 能 直接 应 用 (523) T, 


因为 za-1 或 许 会 是 负 的 ， 而 这 个 恒等式 要 求 在 至 少 一 个 上 指标 中 取 非 负 值 
问题 6: 一 个 令 人 惊悚 的 和 式 
下 一 个 和 式 更 具 挑 战 性 .我们 要 对 


n+k\( 2k \(-1) 、 
下 2k (Ae b dd 


寻求 封闭 形式 . 度量 和 式 困 难 程度 的 一 个 有 用 方法 是 看 看 其 求 和 指标 出 现 的 次 数 . 根据 这 个 
度量 ， 可 以 知道 我 们 深 陷 麻烦 之 中 一 一 k 出 现 6 次 .此 外 ， 在 前 面 的 问题 中 起 关键 作用 的 一 
步 一 一 将 某 个 处 在 二 项 式 系数 外 面 的 东西 吸收 到 其 中 一 个 二 项 式 系数 的 内 部 一 一 在 这 里 不 
起 作用 了 .如 果 我 们 吸收 k+1， 在 它 的 位 置 上 就 会 得 到 男 外 一 个 k. 不 仅 如 此 ， 在 一 个 二 项 
式 系数 的 内 部 ， 我 们 的 指标 大 已 经 两 次 与 系数 2 拥 绑 在 了 一 起 乘 一 个 常数 通常 要 比 加 一 个 
常数 更 难 去 掉 . 

尽管 如 此 , 我 们 这 一 次 还 是 很 幸运 的 . 这 些 2k 都 正好 是 在 应 用 恒等式 (5.21) 时 需要 它 
们 的 地 方 出 现 的 ， 所 以 我 们 得 到 























































































































所 以 我 们 应 该 将 这 个 
PARLERA 
掉 ， 对 吗 ? 


有 那么 一 分 钟 ， 我 曾 想 
我 们 还 是 放弃 算 了 . 








n*kY2kY(-D^ — o(ntk)\(n)\(-1* 
| 2k IM k+l -M k IH kl 





52 基本 练习 151 





这 样 两 个 2 就 消失 了 ,而且 一 个 也 消失 了 . 解决 了 这 个 困难 ， 下面 五 步 就 可 以 进行 下 去 了 . 
分 母 中 的 k+1 是 剩 下 来 的 最 令 人 头疼 的 ， 现 在 可 以 利用 恒等式 (5.5 ) 将 它 吸收 进 H : 























n*kYny(-1*  c(n*k)(n-1)(-1* 

>| k ue -yÍ k ees 

1 n+k\(n+1 " 

ux k Tage» l 

(GiifEn 20. ) 排除 了 两 个 障碍 ， 下 面 四 步 就 畅通 无 阻 了 . 


























为 了 消除 另外 一 个 上 ， 我 们 有 两 种 有 和 希望 的 选择 . 我 们 可 以 对 | 


n+k 


i | 利用 对 称 性 ， 或 


者 反 转 上 指标 n+k ， 这 样 就 在 消除 那个 上 的 同时 也 消除 了 因子 (-1 我们 来 探讨 这 两 种 可 





能 性 ， 首 先 选 择 对 称 性 : 
1 n+k)\(n+l k 1 n+k\(nt+l1 7 
>| k eo -二 n en 2 

















k 


排除 了 三 个 障碍 , 还 剩 三 步 . 现在 我 们 已 经 能 通过 代入 (5.24 ) 取得 大 的 进展 : 用 (n+1,1,n,n) 

















代替 (1,m,n,s) ， 得 到 
1 nt+k\/n+l OU B ,(n-1 B 
>| n ene» "ud 9 (je. 





Wi, SFE? 终于 有 效果 了 ? 我 们 用 n=2 进行 核查 : lolli e is 


=1-3+2=0. 结果 相符 . 





只 是 为 了 尝试 一 下 ， 我 们 来 探讨 男 一 种 选择 ， Zo 


1 nt+k\(n+1 ios d -n-lYn-cl 
>| k [eo -而 下 k | 


现在 对 (m,n,s) €- (n*1,1,0, 75-1) NEFA (5.23), 就 有 


zz OU 


k 








P 的 


上 指标 : 


HR, E Cn > 0 时 此 式 等 于 零 ， 而 当 z=0 时 它 等 于 1 求 出 其 解 的 其 他 途径 告诉 








我 们 ， 这 个 和 式 在 所 有 情形 都 等 于 零 ! 是 什么 原因 造成 这 样 的 





ares) 
结果 





呢 ?” 当 n=0 时 ， 事实 表 








182 














183 








152 第 5 章 二 项 式 系数 





明 这 个 和 式 实际 上 等 于 1， 所 以 正确 的 答案 是 “[n=0]”. 我 们 在 前 面 那 个 推导 过 程 中 一 定 出 
错 了 . 

我 们 快速 重演 n= 0 时 的 推导 ， 以 便 看 出 不 相符 之 处 首先 在 哪儿 出 现 . 啊 ,， 是 的 ,我们 
掉 进 了 早先 提 及 的 陷阱 中 : 当 上 指标 可 能 是 负数 时 我 们 试图 运用 对 称 性 ! Ae Bop A CR 


时 ， 我 们 用 | “| 代替" 并 不 合法 ， 因 为 在 &<-n 时 ， 这 会 将 零 变 换 成 一 个 非 零 的 








n k 
值 Otag. ) 
事实 表明 ， Robin pen (cen OYE, BRT n <0 DUREE - _1 的 情 
形 之 外 ， 因 此 ， 当 我 们 核查 n=2 的 情形 时 没有 出 现 这 样 的 错误 ， 习 题 6 解释 了 我 们 本 应 该 做 
yy 
问题 7， 新 的 障碍 
这 个 和 式 更 加 棘手 ， 我 们 想 对 


n+k \(2k\(-1) 、 
rye 
MEET 





求 出 封闭 形式 .如 果 m ETE, 我 们 恰好 就 得 到 前 一 问题 中 的 和 式 . 但 事实 并 非 如 此 , 我 们 陷 
入 一 个 真正 的 困境 一 一 问题 6 中 用 过 的 任何 方法 在 这 里 都 不 起 作用 .( 特别 是 关键 的 第 一 步 不 
起 作用 . ) 


然而 , 如 果 有 办 法 避 开 m ,就 能 利用 刚刚 得 到 的 结果 . 所 以 我 们 的 策略 就 是 : ne " | 











n+k 


( 对 某 个 非 负 整 数 1 ) 这 样 的 项 组 成 的 一 个 和 式 代替 | À ， 这 样 一 来 ， 求 和 项 看 起 来 就 
像 问题 6 中 的 求 和 项 ， 我 们 就 能 交换 求 和 次 序 了 . 

SUD TNAM ? 仔细 检查 这 一 章 早先 得 到 的 恒等式 ,我 们 发 现 仅 有 一 
个 合适 的 候选 者 ， 即 表 5-3 中 的 恒等式 ( 5.26 ) ”利用 它 的 一 种 方式 是 用 (n+ 一 1,2k,m 一 1,0, j) 
分 别 代替 (L,m,n,q,k) : 


xen 

mu deut. 
"XE der: 

在 最 后 一 步 ， 我 们 改变 了 求 和 的 次 序 ， 按 照 第 2 章 里 的 法 则 处 理 了 下方 的 条 件 . 


我 们 还 不 能 用 问题 6 的 结果 完全 代替 内 层 的 和 式 ， 因 为 它 有 一 个 额外 的 条 件 
kZ j-n*l; WRT j-n+1>0, 也 即 除了 j 宇 n 之 外 ,这 个 额外 的 条 件 是 多 余 的 .而 当 


m+ 














尝试 二 又 搜索 : 首先 
重新 运用 中 间 的 公 
式 ， 来 看 错误 是 出 在 
此 前 还 是 此 后 . 
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j 宇 nn 时， 内 层 和 式 的 第 一 个 二 项 式 系 数 是 零 ， 因 为 它 的 上 指标 介 于 0 和 -1 之 间 ， 从 而 它 
严格 小 于 下 指标 2k . 这样 一 来 ,或 许 我 们 可 以 在 外 层 和 式 上 增加 一 个 限制 j <n ， 这 不 会 影 
响 到 它 所 包含 的 非 零 的 项 .这 就 使 得 限制 条 件 上 > jnt RENER, 我 们 可 以 利用 问题 6 的 
结果 了 .现在 这 个 二 重 和 式 就 从 我 们 的 视线 中 淡出 了 : 


J nt+k-1-j)(2k)(-1)' 
EB PONI 2k | k | k+l 


c0 


- J n+k-1-j)\(2k\(-1* 
ee 2k rg 
i J TX. n—l 
xL 1 j-a- (^) 


内 层 和 式 除 了 当 j =n 一 1 时 不 为 零 ， 其 余 取 值 都 为 零 ， 所 以 我 们 就 得 到 了 一 个 简单 的 封闭 形 
式 . 

问题 8， 不 同 的 障碍 

考虑 和 式 


n+k\(2k) (-1)' : 
Sn = ， 整数 m,n 三 0， 
i Xs Jo DENT 














我 们 就 能 以 男 外 一 种 方式 从 间 题 6 中 引出 一 个 新 的 发 展 方向 , 当 m = OY, 我们 又 得 到 以 前 得 
到 的 和 式 ， 不 过 m 出 现在 了 不 同 的 地 方 ， 这 个 问题 比 间 题 7 还 要 难 一 点 ， 幸 运 的 是 我 们 在 求 
解 方 面 正在 取得 进步 ， 我 们 可 以 像 在 问题 6 中 那样 从 


ví(n*k)(n) c» 
s. - 2f MEE 
开始 .如 同 在 问题 7 中 那样 ,我们 现在 尝试 将 与 m 有 关 的 部 分 展开 成 我 们 知道 如 何 处 理 的 


Jj. 4m EW, 将 k+l 吸收 到 [ Js TE m0, REH 1/(k+1+m) 展开 成 可 以 吸收 的 











n 
k 
项 ， 我 们 就 能 同样 去 做 ， 好 运 依然 还 在 : 在 问题 1] 中， 我 们 证 明了 一 个 合适 的 恒等式 
si") = 一 一 ,整数 m 之 0, re {0,1 ns m1}. SDN 
ANJA rt+l-m 


H -k — 2 ARE r 就 给 出 所 要 的 展开 式 


(+ 天 fm cy A E 


Bic e orn) 如 计划 的 那样 ， 事 实 上 ， 也 可 以 把 它 吸收 到 | 之 





J 
中 . 双重 吸收 表明 暗中 可 能 会 有 更 多 的 抵消 . 是 的 ,将 新 的 求 和 项 中 的 每 一 部 分 都 展开 成 阶 
乘 ， 并 回 到 二 项 式 系数 ， 就 给 出 了 一 个 可 以 对 大 求 和 的 公式 : 
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5 min! nl oy yi m+n+l > n+1+j\(-n-1 他 们 指望 我 们 在 一 
"(tnt DSS n+1+jJT\k+j+1)\ k 页 便条 纸 上 对 此 加 
义 验证 . 
_ m!n! Yay m+n+l1 . old 
(mnl nrltj An 

















根据 (5.24 )， 对 所 有 整数 7 求 和 的 和 式 为 零 . 因此 -8, 是 对 应 j <0 时 的 和 式 . 
为 了 对 7 <0 计 算 -S, ， 我 们 用 天 -1 代替 7 并 对 大 这 0 求 和 : 


Ss = m!n! xe" 
" (m+n)! n-k n 
| mn! „| Mtnt+1\(k-n-1 
~ (m+n+)! E LD i C | 


1\(2n-k 
“wena J P n 
k 


| mM! m+n+1)(2n— 
"monat 


最 后 应 用 ( 5.25 )， 就 得 到 答案 


(m+n+1)!( n 











我 们 最 好 还 是 验证 一 下 . 4n=20t, (Hj 

1 6 6 — m(m —1) . 

m+l m+2 m+3 (m+D)(m+2)(m+3) 

我 们 的 推导 要 求 m 是 一 个 整数 ， 但 是 其 结果 对 所 有 实数 m 都 成 立 ， 因 为 量 m+ S, 是 关于 
m 的 次 数 三 n 的 多 项 式 . 





m 




















5.3 ”处 理 的 技巧 ”TRICKS OF THE TRADE 
接 下 来 ， 我 们 观察 三 种 技术 ， 它 们 大 大 强化 了 我 们 已 经 学 习 过 的 一 些 方法 . 
RIS. 取 一 半 这 真 应 该 称 作 1/2 
许多 恒等式 都 包含 一 个 任意 实数 +， 当 7 为 “整数 减 去 二 分 之 一 ”时 ， 二 贡 式 系数 [1 gp 45. 


以 写成 外 表 很 不 相同 的 二 项 式 系数 的 乘积 . 这 将 会 导致 一 类 新 的 恒等式 , 它们 极其 容易 处 理 . 
人 研究 这 是 如 何 奏 效 的 一 (duplication formula ) 

















k 
"(r3 -Qryt]2*, WW kLO (5.34) 





开始 .如 果 我 们 将 下 降 需 展 开 并 将 左边 的 因子 交替 书写 ， 则 此 恒等式 就 是 显然 的 : 
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(r-3 Je- (r3) eee) 


_ Qr)Qr -1)- (2r - 2k +1) 
2x2x--x2 ` 


现在 我 们 可 以 在 两 边 除 以 X? ， 这 就 得 到 


r\(r—-1/2 2r \( 2k 3k -— 
M " "GIGA ， 天 是 整数 . (5.35) 


如 果 令 k=r=n ， 其 中 n 是 一 个 整数 ， 这 就 得 到 


Ce n 是 整数 . (5.36) 
n n 


而 反 转 上 指标 又 给 出 另外 一 个 有 用 的 公式 : 


pd = [=] (2) on 是 整数 . (5.37) 
n 4 n 

例如 ， 当 n=4 时 有 

on _ (-1/2)(-3/2)(-5/2)(-7/ 2) 











4 4! 
(mes 
2 / Ix2x3x4 
(2) ees (2) 8 
4) Ix2x3x4xlx2x3x4 (4) 44]. 
注意 我 们 是 如 何 将 奇数 的 乘积 变 成 阶乘 的 . 


恒等式 (5.35) 有 一 个 有 趣 的 推论 . room. 并 对 所 有 整数 上 求 和 . 根据 (523), 其 
结果 就 是 


ipe 


-1/2 
e ， 整数 n 宇 0 ， (5.38) 
| n/2 | 


因为 要 么 n/2 等 于 | n/2|, BA(n-1)/2FF n/2], ， 这 是 一 个 非 负 整数 ! 
我 们 还 可 以 利用 范 德 蒙 德 卷 积 ( 5.27 ) 来 导出 


=172Y/=172Y f= s | 
Ee, nene 
将 (5.37 ) 的 值 代入 就 给 出 


RO E 
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_ CD (2k\(2n-2k)\ 
(O4 AKA n-k)’ 
这 就 是 和 为 (-1)” 者 ， 因 此 我 们 就 有 一 个 关于 帕斯卡 三 角形 的 “中 间 的 ”元 素 的 惊人 性 质 : 


k\(2n-2k 
ae ae Jr, 整数 n 宇 0 . (5.39 ) 


no. CPE Oe 


k 
对 第 一 个 技巧 的 这 些 曾 释 表 明了 了， 明智 的 做 法 是 将 形 如 Rh | 的 二 项 式 系数 改变 成 形 如 





















































-1/2 
C i Jioc 其 中 是 某 个 适当 的 整数 (通常 是 9、1 或 者 Xx )， 这 样 所 得 到 的 公 


式 可 能 会 简单 得 多 . 
$1502: BMAD 
我 们 早先 看 到 了 ， 有 可 能 计算 级 数 | *] LM 的 部 分 和 .事实 表明 ， 带 有 交错 





符号 的 二 项 式 系数 | ](-1Y 有 许多 重要 的 应 用 。 其 中 一 个 原因 是 ， 这样 的 系 雪 与 26 节 中 全 
义 的 差分 算 子 人 有 密切 的 关系 . 
函数 了 在 点 x 的 差分 Af 是 
Af (x) = fG*)- fo) ; 
如 果 再 次 应 用 A ， 我 们 就 得 到 二 阶 差分 
A? f(x) = Af Ge) AK (x) = (f+D) -f+D)) - (FG) - £09) 
= f(x*2)-2f(x-1) f(x), 
这 与 二 阶 导数 类 似 ， 类 似 地 ， 我 们 有 
A f(x) = f(x*3)-3f(x*2) * 3f (x*1)- f(x) , 
A* f(x) = f(x*4)-Af(x*3)- 6f(x*-2) -Af (x41) + f(x) ; 
如 此 等 等 ， 带 有 交错 符号 的 二 项 式 系数 出 现在 这 些 公式 之 中 . 
一 般 来 说 ，nn 阶 差分 是 





fo [jer reo. RN n SO. ( 5.40) 




















这 个 公式 容易 用 归纳 法 证 明 , 但 是 , 还 有 一 个 很 好 的 方法 可 以 直接 证 明 它 , 就 是 利用 初等 算 
子 理论 .回想 2.6 节 我 们 曾经 用 规则 

Ef (x)= f(x+1) 
定义 了 平移 算 子 E ,从 而 算 子 就 是 E-1, 其 中 1 是 由 法 则 1f(x)= f(x) 定义 的 恒 等 算 子 . 根 
据 二 项 式 定理 ， 
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A" =(E-1)" = > CD. 


这 是 一 个 以 算 子 作 为 元 素 的 等 式 ， 它 等 价 于 (5.40 )， 因 为 E* 就 是 将 f(x) Eat Sak k 
or 

当 我 们 考虑 负 的 下 降 需 时 , 就 会 出 现 一 个 有 趣 而 重要 的 情形 . 设 f(x) = (x - D4 = 1/ x. BB 
么 ,根据 法 则 (2.45 ) RWE AL (x) - CD(x-D7^, PrO = (-FD(-2)(e-D> ， 一 般 地 有 





n! 
x(x1)-(x-n). 


A" ((x-1)H) = (-D*(x - 17 = (-" 
现在 等 式 (5.40) 告诉 我 们 
x (-1) n! " ud - s {0,—1,.…, —n)} . (5.41) 


n xik x(x4l--(x4n) - n 





例如 ， 


1 4 6 4 1 
x xtl x+2 x+3 x+4 








_ 4! zi x+4 
"xc*Do2G43044 | (4 ) 
(5.41) 中 的 这 个 和 式 就 是 nl (x(x + D Qc 1) 的 部 分 分 式 展开 . 
MERI PRR AE TEA SLBUASIR. 如 果 f(x) 是 一 个 4 次 多 项 式 , 则 差分 Af (x) 是 一 
^4 d -1 次 多 项 式 , FEA f(x) 是 一 个 常数 , 而 当 n >d 时 有 A”f(x)=0. 这 个 极端 重要 的 事 
实 简 化 了 许多 公式 . 
更 仔细 的 观察 能 得 到 更 多 的 信息 . 设 
f(x) = ax" t a, x^ rax + agx’ 
是 任意 一 个 4 次 多 项 式 . 在 第 6 章 里 我 们 将 会 看 到 ， 能 将 通常 震 表 示 成 为 下 降 需 的 和 式 (全 
ll, x? =x? +x! ) ”从 而 存在 系数 b,,b, ,,…,bi,b。， 使 得 
f(x) 2 bx? +b, x te + hx! + bx. 
事实 表明 久 =a, Hb, =a, ， 但 是 介 于 它们 之 间 的 系数 以 更 为 复杂 的 方式 联系 在 一 起 . ) 对 
0<k<dikc, =k!b,. IA 


I(x) =c; 上 era 


从 而 ， 任 何 多 项 式 都 可 以 表示 成 二 项 式 系数 的 倍数 之 和 .， 这样 一 个 展开 式 称 为 f(x) 的 牛顿 
级 数 ， 因 为 艾 萨 克 ' 牛顿 广泛 地 使 用 过 它 . 
在 这 一 章 的 前 面 我 们 曾经 注意 到 ， 加 法 公式 意味 着 


eG) 


这 样 一 来 ， 根 据 归纳 法 ,牛顿 级 数 的 阶 差分 是 非常 简单 的 : 
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fore t je : je i ja( 
d-n d-l-n l-n -n 


如 果 现在 令 x=0， 那 么 除了 满足 kn=0 的 项 之 外 ， DUR À mes Miti 


n C, $ < d; 
'f()- 15 n 


, n»d. 


于 是 f(x) 的 牛顿 级 数 就 是 


EE A i J+-+aro[ 1] +05) 




















例如 ,假设 f(x) = . 容易 计算 出 


f(0)=0, f(-1. fQ-8. fG)-27; 
Af (0)=1, AFM=7, AF2)=19; 
A’ f(0)=6, Af(-12; 
A? f(0) =6. 


+h PN X X X 
所 以 其 牛顿 级 数 是 总 -« esee 


对 x=0 利 用 (5.40), AX A" f (0) = c, 也 可 以 表述 成 下 面 的 方式 : 


x( je» [s (oa (re Gi 9 =(-1)"c,, RAN n> 0. 


这 里 (cen) RIOT, BAT A> 0 ,无限 和 式 a rali Jali) 
实际 上 都 是 有 限 的 ， 所 以 收敛 性 不 成 问题 。 特 别 地 ， 我 们 可 以 证 明 重 要 的 恒等式 


zjcy (a, +a,k +---+a,k") =(-l)"nla,, SEXE n 0, ( 5.42) 
n 





n 


因为 多 项 式 a engen ie ROT ie aac [es [ Tee] (其 中 
c, -n!a, ). 
许多 初 看 起 来 毫 无 希望 求解 的 和 式 , 实际 上 可 以 利用 nn 阶 差分 的 思想 几乎 不 费 什 么 力气 
PAE A. 例如， 我们 来 考虑 恒等式 
A e. Hn O. (5.43) 
k k n 
PURGBOKBORfÉR. ANE 5 38 pr t ERR AERA IR]. 但 是 , 一 旦 我 们 注意 
到 求 和 项 中 对 问题 Brit (^e. 实际 上 就 容易 理解 了 ， 因 为 函数 





























(HFE=1+A, 
exe i 


E*g(a)=g(a+x). ) 
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(o 1 s ae £) 
f(k)= =—(-n)"s"k" ++ =(-1)"s pan 
n 1 n 


n 




















是 关于 的 一 个 nn 次 多 项 式 ， 其 首 项 系数 为 (-1)”"s"/n!. TÆ (5.43) 不 过 就 是 (5.42) 的 一 
个 应 用 而 已 . 
我 们 在 假设 f(x) 是 一 个 多 项 式 的 条 件 下 讨论 了 牛顿 级 数 ， 还 看 到 了 无 穷 的 牛顿 级 数 


rozal «ese 
0 1 2 


也 是 有 意义 的 ， 因 为 当 * 是 非 负 整数 时 ， 这 样 的 和 式 总 是 有 限 的 .正如 在 多 项 式 的 情形 
一 样 ， 我 们 对 公式 A”"f(0) = c, 的 推导 在 无 限 的 情形 依然 成 立 ， 所 以 我 们 有 一 般 的 恒等式 























7oD = roroi parok] ， 整数 x 宇 0. (5.44) 


这 个 公式 对 任何 定义 在 非 负 整数 x 上 的 函数 f(x) 都 成 立 . 此 外 , 如果 右边 对 其 他 的 x 的 值 收 
敛 ， 它 就 以 一 种 自然 的 方式 定义 了 “搬入 ” f(x) 的 函数 .( 有 无 穷 多 种 方式 插入 函数 值 ， 所 
以 我 们 不 可 能 断言 (5.44 ) 对 所 有 使 得 该 无 穷 级 数 收敛 的 x 均 为 真 . 例如 ， 如 果 我 们 令 
f(x) =sin(ro) ， 则 在 所 有 整数 点 处 都 有 f(x) 20, ， 所 以 〈5.44 ) 的 右边 恒 为 零 ， 但 是 其 左边 
在 所 有 非 整 数 的 x* 处 都 不 等 于 零 . ) 
牛顿 级 数 是 有 限 微 积分 对 无 限 微 积分 中 的 泰勒 级 数 的 回应 ， 恰 如 泰勒 级 数 可 以 写成 
g(a*x)- i x^ Dy + x x+ W x Re 


—RÉ, f(x) = g(a+x) 的 牛顿 级 数 也 可 以 写成 

















Agla) x! + Aea x? 十 Aga) xen (5.45) 


_ g(a) 0 
a ar tm 21 3! 

















(xx 5 (5.44) 相同 ， 因 为 当 f(x) = g(a +x) XE n = 038 A" f(0) = Agla). ) 当 g 是 一 
个 多 项 式 或 者 当 x= 0 时 ,泰勒 级 数 和 牛顿 级 数 都 是 有 限 的 .此 外 ， 当 x 是 正 整 数 时 ， 和 牛顿 级 
数 是 有 限 的 .而 在 相反 的 情形 ， 这 个 和 式 对 特殊 的 x 的 值 有 可 能 收敛 , 也 有 可 能 不 收敛 ,如 
果 当 x 不 是 非 负 整数 时 牛顿 级 数 收敛 , 它 实 际 上 也 可 能 收敛 于 一 个 异 于 g(a+x) 的 值 , 因为 牛 
顿 级 数 (5.45) 仅仅 依赖 于 间隔 开 的 函数 值 g(a), g(a +1), g(a+2),…. 

二 项 式 定理 提供 了 收敛 的 牛顿 级 数 的 一 个 例子 . 设 g(x) = (1+ z)* ， 其 中 z 是 一 个 固定 的 
复数 ， 它 满足 |z|<1. ABA Ag(x) =(1+2)""-(+z)' =20 +z)", MUM A g(x) =2"(1+z)". 在 
这 种 情形 ， 无 穷 的 牛顿 级 数 


g(a*x)- YN sa = (+ s|) z 
XA H x AAF “EWA” f 2)". 
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数 S,， 使 得 


Es) ss ts 


是 对 x=0,x=1,x=2,… 成 立 的 恒等式 .但 是 他 发 现 ， 
均 不 收敛 ， 所 以 他 再 次 尝试 ， 这 一 次 他 记 


ep) 


从 而 由 (5.40) 有 


斯 特 林 曾 试图 利用 牛顿 级 数 来 将 阶乘 函数 推广 到 非 整数 的 值 . 首先 他 找到 了 系 





(5.46) 






































fr FY BBR T 24 x E PP 




















(5.47) 


SUE A(Inx!) = In(x +1)! Inx! 2 1n(x +1) , 
s, - A"(Inxb| 
- AU (n(x+D))| 


= zr eo In(k +1). 








于 是 其 系数 就 是 % =5,=0, 
等 ， 按照 这 种 方法 ， 斯 特 林 得 到 了 一 个 的 确 收敛 的 级 数 〈 尽管 他 没有 证 明 这 点 ) 实际 上 ， 
他 的 级 数 对 所 有 x > -1 都 收敛 .这样 他 就 能 满意 地 计算 出 z 习题 88 讲 述 了 余下 的 故事 . 





s,=In2, s = n3~21n2 = InŽ , s, =in4—31n3+31n2 = In 




















技巧 3: 反 演 





我 们 刚刚 对 牛顿 级 数 所 得 到 的 法 则 ( 5.45 ) 的 一 种 特殊 情形 ， 可 以 用 下 面 的 方式 改写 : 
g(n) = zj He f(n)= x(jev g(k). (548) 
三 和 sg 之 间 的 这 种 对 偶 关 系 称 为 反 演 公式 (inversion formula) ， 它 有 点 像 我 们 在 第 4 章 里 遇 


到 的 默 比 乌 斯 反 演 公式 (4.56 ) 和 (4.61) 反 演 公式 告诉 我 们 如 何 求解 “ 隐 式 递归 式 ”， 其 
中 一 个 未 知 的 序列 租 入 在 一 个 和 式 中 . 
例如 ，g(n) 可 能 是 一 个 已 知 的 函数 ， 而 f(n) 则 可 能 是 未 知 的 ， 我 们 或 许 找到 了 一 种 方 


法 来 证 明 g(n) = 5) FE). 这样, (5.48 ) 就 使 得 我 们 可 以 将 f Qn) 表示 成 已 知 数值 的 


和 式 . 
利用 本 章 开头 的 基本 方法 ,我 们 能 


Ehi rw ， 那 么 























直接 证 明 (5.48). WRIA n> 0 A g(n) = 





“由 于 这 些 项 增加 得 
非常 快 ， 它 们 的 差 也 
将 构成 一 个 发 散 的 
级 数 ， 它 阻碍 了 抛物 
线 的 纵 坐 标 趋向 于 
真实 ; 于 是 在 这 种 及 
类 似 的 情形 中 , 我 插 
入 这 些 项 的 对 数 ， 它 
们 的 差 构 成 一 个 收 
伊 得 很 快 的 级 数 . ” 
一 一 斯 特 林 中 4 


( 直到 19 世 纪 才 建立 
了 收敛 性 的 证 明 . ) 


对 它 做 反 演 : 
"zmb ppo” . 
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Zli jereo- X Je p» E Jc D fü) 
Xr Je» B 


Yr Jc v ‘) 
n) "zc ofe A 


srl" Jr- j=0]= f(n). 


当然 ， 另 一 个 方向 的 证 明 是 同样 的 ， 因 为 了 与 g 之 间 的 这 种 关系 是 对 称 的 . 

我 们 将 它 应 用 于 “足球 胜利 问题 ”， 以 此 作为 例子 对 (5.48) 加 以 描述 . 获胜 足球 
BAB n 个 球迷 将 他 们 的 帽子 高 高 抛 向 空中 , 这 些 帽 子 随机 落下 来 , 每 一 顶 帽子 落 向 这 n 
个 球迷 中 的 一 个 .有 多 少 种 方式 h(n,) 使 得 恰好 有 个 球迷 得 到 他 们 自己 的 帽子 ? 

例如 ,如 果 n=4 且 帽子 和 球迷 被 命名 为 A,B,C,D ,帽子 落下 的 4!= 24 种 方式 生成 了 下 
面 的 合法 拥有 者 的 个 数 : 








ABCD 4 BACD 2  CABD | DABC 0 
ABDC 2 BADC 0 CADB 0 DACB 1 
ACBD 2 BCAD | CBAD 2 DBAC 1 
ACDB 1 BCDA 0 CBDA 1 DACA 2 
ADBC 1 BDAC 0  CDAB 0 DCAB 0 
ADCB 2 BDCA 1 CDBA 0 DCBA 0 


于 是 有 hh(4,4)=1; A(43)20; A(4,2)=6; h(41-28; A(4,0) =9. 





注意 , 选取 大 个 幸运 的 帽子 拥有 者 的 方法 数 ( 即 4 RUREK n-k ETHER] 


其 合法 拥有 者 手中 的 方法 数 ， 即 h(n 一 ,0) ， 我 们 就 能 确定 h(n,k) 的 值 . 如 果 一 个 排列 移动 了 
每 一 项 , 那么 这 个 排列 称 为 重 排 ( derangement )，n 个 物体 的 重 排 个 数 有 时 就 用 符号 “ni;” 来 
表示 ， 读 作 “n 倒 阶 乘 ”( n subfactorial )” 于 是 h(n 一 k,0) = (nn 一 ki， 我 们 就 有 一 般 的 公式 





h(n,k) = (Jaen ts 0)=[ oa. 








Pues de E ee Lage. 不 过 让 我 们 尝试 用 它 一 段 时 间 ， 看 看 能 

否 逐 渐 喜 欢 上 它 。 如 果 “ni;” 不 合适 ,我 们 总 可 以 求助 于 “ D, ”或 者 其 他 什么 东西 . ) 
如 果 对 ni 有 一 一 个 封闭 形式 ， 我 们 的 问题 就 能 解决 ， 所 以 来 看 看 我 们 能 发 现 什 么 ， 有 

一 个 得 到 递归 式 的 简便 方法 ， 因 为 对 所 有 的 ，h(n,k) 的 和 式 就 是 n 顶 帽 子 的 排列 总 数 : 
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(5.49) 


n! -Xwso-Y je-o: Ae WO n > 0. 
FR 


(在 最 后 一 步 我 们 将 人 变 成 了 m , ae ja 了 人 ) 利用 这 个 隐 式 递归 式 ， 我 们 可 
以 计算 所 有 想 要 的 h(n, k) : 








n | Am) AD A2) — h0,3) A) hn,5) — h(m6) 

0 1 

1 0 1 

2 1 0 1 

3 2 3 0 1 

4 9 8 6 0 1 

5 44 45 20 10 0 1 

6 265 264 135 40 15 0 1 
例如 ， 这 里 给 出 怎样 计算 n=4 这 一 行 的 过 程 : 最 右边 两 个 数字 是 显然 的 一 一 恰 只 有 一 种 方 








法 使 所 有 的 帽子 正确 地 落 到 其 所 有 者 头 上 , 且 没 有 任何 方法 能 使 得 正好 有 三 项 帽子 落 到 其 所 
ARIAL. 〈 那 第 四 个 球迷 得 到 谁 的 帽子 呢 7 ) "$k-2 以 及 k=1 时 ,我 们 可 以 利用 关于 


h(n, k) 的 等 式 给 出 h(4,2) = 5] h(2,0) = 6x12 6 JS (4,1) = re 0)=4x2=8. Xj (4,0) 





我 们 无 法 利用 这 个 等 式 ; 说 得 更 准确 些 , 我 们 可 以 用 这 个 等 式 , 但 是 它 给 出 h4,0) = M 0. 
此 式 为 真 但 无 用 . 男 取 一 法 ， 我 们 可 以 利用 关系 式 h(4,0)+8+6+0+1=4! 得 出 h(4,0)=9， 
这 就 是 4 的 值 ， 类 似 地 ，ni WF ki SEL Ck <n). 

我 们 怎样 来 求解 像 (5.49) 这 样 的 递归 式 呢 ? 这 很 容易 : 
Wenn! AR f(k) = (CD ki. 故而 其 解 为 

ni- evx( eve. 

不 过 , 这 并 不 真 的 是 解 ; 它 是 一 个 和 式 ， 如 果 有 可 能 应 该 表达 成 封闭 形式 . 不 过 它 比 递归 式 
要 更 好 .这 个 和 式 可 以 简化 ， 因 为 如 可 以 和 4 rh— 7s ui AY AIA, TRA ee x 











EA (5.48) 的 形式 ， 在 其 
































样 做 ， 得 到 

‘= n! n*k || (-1)' 

i PE Hu po (5.50) 
FE VT ACPD (CD 711= e 事实 上 ， 从 这 个 和 式 中 被 排除 的 项 是 


—]y* -] n+l 
„nyot 


k>n 


(n+1)! 





.CU 
n+l 和 0 (k+n+1)! 





pel 
EZ 
n+l 


= 1 + 1 ese 
n+2 (n+2)(n+3) ‘ 


与 生活 的 艺术 相同 ， 
数学 的 艺术 是 知道 
哪些 真理 是 无 用 的 . 


棒球 迷 : 0.367 也 是 
Ty Cobb 职 业 生 涯 的 
PARRE, 这 是 一 
是 一 个 巧合 吗 ? 


(UR, FF, RA 
大 了 事实 ，Cobb 的 
平均 击 球 率 是 
4191/11429 = 
0.366 699 ， 而 
1/e=0.367 879 . 
不 过 ， 如 果 Wade 
Boggs 有 几 个 真正 好 
的 赛季 ， 或 许 …… ) 


42 xe if iX. Æ (inversion) 


是 有 害 烟 雾 的 来 源 . 
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1 _n+l 


而 括号 中 的 量 介 于 1 和 1 一 aD «MH. 于 是 ，ni 与 nl/e 之 间 的 差 的 绝对 值 大 约 是 1/n; 


更 精确 地 说 ， 它 介 于 La +D 与 1/(n+2) 之 间 . 但 nj 是 一 个 整数 ， 于 是 ， 如 果 n >0， 那么 它 
必定 就 是 我 们 将 nl/e 舍 入 到 最 近 的 整数 时 所 得 到 的 数 . 这 样 就 得 到 了 所 求 的 封闭 形式 : 


tl 
























































ni = (5.51) 























这 就 是 没有 任何 球迷 得 到 属于 自己 的 帽子 的 方法 数 . 当 很 大 时 ,知道 这 个 事件 发 生 的 概率 
更 有 意义 . 如 果 我 们 假设 那 n! 种 排列 中 的 每 一 个 都 是 等 可 能 的 为 帽子 被 抛 得 极 高 一 一 














这 个 概率 是 
. ! 
nj nVetO(l) 1 20367... 
n! n! e 


Tic n BEEN ID es PP IRE SERA T IP EF 3796. 
顺便 要 提 及 的 是 ， 倒 阶乘 的 递归 式 〈5.49 ) 恰好 与 (5.46 ) 相同 ， 这 是 斯 特 林 在 试图 推 
广 阶乘 函数 时 所 考虑 过 的 第 一 个 递归 式 . AUS, = ki. 这 些 系 数 是 如 此 巨大 ， 毫 不 奇怪 , 无 
穷 级 数 (5.46 ) 对 非 整数 的 x 发 散 . 
在 结束 这 个 问题 之 前 , 我 们 简要 地 介绍 两 个 有 趣 的 模式 ,它们 是 在 小 的 h(n,k) 的 表 中 
跳 人 我 们 眼帘 的 . 首先 ， 看 起 来 在 表 中 全 由 数字 0 组 成 的 对 角 线 的 下 方 的 数 1,3,6,10,15,… 
就 是 三 角形 数 . 这 个 观察 到 的 事实 容易 证 明 ， 由 于 表 中 那些 元 素 都 是 h(n,n--2) 的 值 ， 故 


我 们 有 
h(n,n—2) p -(3] 


又 看 起 来 前 面 两 列 的 数 相差 +1 .这 是 否 总 是 正确 的 呢 ? 是 的 ， 
h(n,0) —h(n,1) = ni- n(n—-1) i 


Dx -ro-n Y S 


(C ee 





































































































=n! 
n! 


换 句 话说 ，ni= n(n 一 1) i +(-1)”. 对 于 重 排 数 来 说 ， 这 是 一 个 比 我 们 以 前 得 到 的 所 有 递归 式 
都 要 简单 得 多 的 递归 式 . 
现在 我 们 来 做 反 演 Cinvertion ) 如 果 我 们 对 在 (5.41) 中 得 到 的 公式 


n(-1* (xn E 
r+ n | 


就 得 到 











做 反 演 ， 
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k 
AR HABER, BREER ENBAR. MERNE pecie citus, 不 


x 
过 是 再 次 发 现 了 恒等式 ( 5.33 ). 




















5.4 生成 函数 GENERATING FUNCTIONS 


现在 我 们 来 讨论 整 本 书 中 最 重要 的 思想 ， 即 生成 函数 (generating function ) 的 概念 .我 

们 和 希望 用 某 种 方式 处 理 的 一 个 无 限 序 列 (a0,a,a,,…) ， 可 以 很 方便 地 表示 成 一 个 辅助 变量 = 
的 震级 数 (power series ) 

4(z)=a+az+02 += M az. (5.52) 


用 字母 z 作为 这 个 辅助 变量 的 名 字 是 合适 的 ,因为 我 们 经 常 要 把 z 看 成 是 复数 . 复 变 函数 论 在 
其 公式 中 习惯 用 “z”， 逢 级 数 ( 又 称 为 解析 函数 或 者 全 纯 函 数 ) 是 这 个 理论 的 中 心 议题 . 

在 接 下 来 的 几 章 里 我 们 将 会 看 到 许多 生成 函数 . 的确， 整个 第 7 章 都 在 讨论 它们 . 我们 
现在 的 目标 是 直接 引入 基本 概念 ， 展 示 生 成 函数 与 二 项 式 系数 研究 之 间 的 关系 . 

生成 函数 是 有 用 的 , 因为 它 是 表示 整个 无 限 序列 的 单个 量 . 我 们 常常 建立 一 个 或 者 多 个 
生成 函数 ,然后 操控 这 些 函 数 ， 直 到 了 解 许多 关于 它们 的 知识 ,最 后 再 来 观察 系数 ， 从 而 求 
解 问 题 . 任 着 小 小 的 运气 , 我 们 将 会 知道 有 关 这 种 函数 的 足够 多 的 知识 ， 从 而 明白 对 于 它 的 
系数 我 们 需要 了 人 解 什么 . 

AUR A(z) 是 任意 一 个 徊 级 数 > wz ， 我 们 将 会 发 现 记 


[z ]4(z) = a, (5.53 ) 
是 很 方便 的 ; 换言之 ，[z”]4(z) 表示 A(z) Pz" 的 系数 . 
如 同 (5.52 ), 设 A(z) Æ (ay, 4,,,,-++) 的 生成 函数 ，B(z) 是 男 一 个 序列 (bu bb.) IE 
成 函数 ， 那 么 乘积 4(z)B(z) 就 是 短 级 数 


(ay + az t az^ +-+-\(by +hz+Db,z +) 




































































= a,b, + (a,b, +aibo)z+(a0b, + a,b, +a,bo jz? te; 
这 个 乘积 中 z" 的 系数 是 


n 
a,b, + ab, Aes st: a,b, zi £ a,b, , i: 
k=0 





这 样 一 来 ， 如 果 想 要 计算 任何 一 个 具有 一 般 形 式 





e, = >》 ab, , (5.54) 





的 和 式 ， 而 且 知 道生 成 函数 A(z) 和 B(z) ， 我 们 就 有 
c, =[z"]A(z)B(z). 


(关于 这 个 概念 的 
历史 和 用 途 的 讨论 ， 
见 参 考 文献 [223] . ) 


(5.27)! 
=(5.27)(4.27)(3.27) 
(2.27)(1.27)(0.27)!. 
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HH (5.54 ) 所 定义 的 序列 (c,) 称 为 序列 (a,) I (b, ) 的 卷 积 (convolution )， 两 个 序列 的 下 
标 相 加 等 于 一 个 给 定量 的 所 有 项 乘积 之 和 ， 就 得 到 它们 的 “ 卷 积 ” 前面 的 主要 内 容 就 是 与 
其 生成 函数 的 乘法 相对 应 的 序列 的 卷 积 . 

生成 函数 提供 了 强 有 力 的 方法 来 发 现 和 证 明 恒 等 式 . 例如 , 二 项 式 定理 告诉 我 们 (1+z) 


是 序列 (Ging 的 生成 函数 : 


(I+z) = ma ] 


k20 


类 似 地 ， 


(1+2) = >i} . 


如 果 将 这 些 等 式 相 乘 ， 我 们 就 得 到 另外 一 个 生成 函数 : 
(1*2) (192) -(32)* 
现在 激动 人 心 的 时 刻 到 了 : 让 这 个 等 式 两 边 z 的 系数 相等 就 给 出 


A S r+s 
E) 
我 们 就 发 现 了 范 德 蒙 德 卷 积 (5.27 )!. 

这 种 做 法 既 优美 也 很 容易 ， 我 们 再 尝试 另外 一 个 ， 这 一 次 我 们 用 (1-z) ， 它 是 序列 
e» C) E MEL X2) 的 生成 函数 ， 用 (142) 来 乘 就 得 出 男 外 一 个 生成 函数 ,这 个 
生成 函数 的 系数 是 我 们 已 知 的 : 

(1 -zy (14z)"=(1-2’)’. 
现在 让 两 边 z 的 系数 相等 就 给 出 等 式 
= aa r Joey] T EL o 
24 MN Nt =I , ac (5.55) 


k=0 


我 们 应 该 用 一 两 个 小 数值 对 此 进行 检查 .例如 ， 当 "=3 时 结果 是 


HL WHE 
= + = =0. 
0 八 3 1A2/ \2 八 1 3 八 0 
每 一 个 正 的 项 都 和 一 个 对 应 的 负 的 项 相互 抵消 ， 而 且 只 要 7 为 奇数 〈 在 这 样 的 情形 下 和 式 并 


不 令 人 感 兴趣 )， 就 会 发 生 同 样 的 事情 .但 是 当 n 是 偶数 ( 例如 a=2 ) 时 ， 我 们 得 到 一 个 与 范 
德 蒙 德 卷 积 不 同 的 非 平 几 的 和 式 : 


E OCHO 


所 以 n=2 时 , (5.55) 也 成 立 ， 事 实证 明 ，( 5.30 ) 是 新 恒等式 (5.55) 的 一 个 特殊 情形 . 
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二 项 式 系数 也 出 现在 其 他 一 些 生成 函数 之 中 ,最 值得 注意 的 是 下 面 两 个 重要 的 恒等式 ， 
其 中 下 指标 保持 不 动 而 上 指标 变化 : 





nt+k " 
(1— z)" re g RON n> 0 ; (5.56 ) 如 果 你 有 一 支 英 光 
A, 应 该 将 这 两 个 等 
— r T= >， k z', Vno. (ss) Mb 
A-z) = n 




















这 里 的 第 二 个 等 式 恰 好 是 第 一 个 等 式 乘 以 2 ， 也 就 是 说 “向 右 移 动 ”n 位 .第 一 个 恒等式 正 
好 是 稍 加 变形 的 二 项 式 定理 的 一 个 特殊 情形 : 如 果 我 们 用 ( 5.13 ) JJ (172) "7, MARZ 


是 Jeo 它 可 以 通 过 反 转 上 指标 改写 成 “+”] 或 者 [”“]， ax 些 特殊 情形 值得 特 


别 关注 ， 因 为 它们 在 应 用 中 出 现 得 如 此 频繁 . 
当 n = 0 时 ， 我 们 得 到 特殊 情形 的 一 个 特例 ， 即 几何 级 数 : 


一 -l]ezez +z? dee uum : 
这 是 序列 (1,1,1…) 的 生成 函数 ， 它 特别 有 用 ,因为 其 他 任何 序列 与 这 个 序列 的 卷 积 都 是 和 式 
的 序列 : 当 对 所 有 j 孝 有 2b=1 时 ，( 5.54 ) 就 转化 为 


n 
252, 
k=0 


这 样 一 来 ,如 果 4(z) 是 求 和 项 (oo,w,w，…)》 的 生成 函数 ,那么 4(z)(1-z) 就 是 和 式 (co6,c,c,,…) 的 
我 们 在 与 帽子 和 足球 迷 相 关联 的 问题 中 用 反 演 法 解决 了 的 重 排 问题 , 也 能 以 一 种 有 趣 的 
方式 用 生成 函数 再 次 获得 解答 .基本 递归 式 


s Yt Jes 









































可 以 表达 成 卷 积 的 形式 ， 如 果 我 们 将 展开 成 阶乘 并 在 两 边 用 n! 除 : 





1 (n— k)i 
lnk! 
FPA (Tt ) 的 生成 Bie. BRA. dnm 


ki, 
Biens ; 
则 由 卷 积 〈 递 归 式 ) 知 

















一 
l-z 


对 D(z) 求 解 就 给 出 


广义 二 项 级 数 Ez) 

是 在 18 世 纪 50 年 代 
wA 
dp. 4a 36, 98) 
发 现 的 ， 几 年 以 后 ， 

ie ea), eH 
AR 35 € (5.60) P 09 4 
一 个 恒等式 . 

习题 84 说 明了 如 何 从 
(5.60) 推 导出 (5.61). 
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D(z)= P enc eee ae 
l-z 1-z\0! 1! 2! 


现在 让 >z 的 系数 相等 就 得 到 





nj «C1 
ua " 
这 是 我 们 早先 曾经 用 反 演 法 得 到 的 公式 . 
到 目前 为 止 , 我 们 对 生成 函数 的 探索 已 经 对 于 我 们 用 更 加 笨拙 的 方法 获得 的 一 些 已 知 结 
果 给 出 了 巧妙 的 证 明 . 但 是 除了 (5.55 )， 我 们 还 没有 用 生成 函数 得 到 任何 新 的 结果 .现在 
我 们 已 经 准备 好 得 出 某 些 新 的 更 加 惊人 的 结果 . 有 两 类 客 级 数 , 它们 能 产生 出 特别 丰富 的 关 
于 二 项 式 系数 的 恒等式 .我 们 来 定义 广义 二 项 级 数 ( generalized binomial series) 如 (z) 以 及 
广义 指数 级 数 ( generalized exponential series ) €,(z) IF: 














B(z)= Ln "i ; E(z)= Doky - (5.58) 


我 们 将 在 7.5 节 里 证 明 : 这 些 函 数 满足 恒等式 
Bz)" -她 (2 =z; £(z)'In£(z)»z. 
在 t= 0 的 特殊 情形 下 ， 我 们 有 
AG)-1*z; £(2-e. 
这 就 解释 了 为 什么 带 有 参数 ! 的 级 数 称 为 “广义 ”二 项 级 数 以 及 指数 级 数 . 
下 面 两 对 恒等式 对 所 有 实数 ”都 成 立 : 
a = NP 


k20 tk+r 


(5.59 ) 








(5.60 ) 
(tk+r) , . 


ECY s» r———z ; 


kz0 k! 
1-t+tB(zy' Bik 
(5.61 ) 
ED s ny 
l-zt£(z) imo k! l 
( 当 灰 +r=0 时 ， 对 于 如 何 理解 入 的 系数 还 得 稍 加 小 心 ， 每 个 系数 都 是 > 的 一 个 多 项 式 .， 例 
An, EO 的 常数 项 是 r(0+r)j ， 即 便 r = 0 时 它 也 等 于 1. ) 
由 于 等 式 (5.60 ) 和 (5.61 ) 对 所 有 的 x 都 成 立 ， 所 以 当 我 们 把 与 不 同 的 容 r 和 s 对 应 的 
级 数 乘 在 一 起 时 ， 就 得 到 非常 一 般 的 恒等式 ， 例 如 ， 
Az) ud r 2Y(^ 7) 
j=0\ J 


EEO 名 k Jik+tr 


n tk+r\ r (t(n-k)+s 
-yzsy | 
UL k jJtk+r\ n-k 


























(zy 
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这 个 寡 级 数 必定 等 于 
Bzy” » intr+s) n, 
1-t4t5(z2)! A d 
于 是 我 们 可 以 令 z 的 系数 相等 ， 这 就 得 到 恒等式 
th+r\(t(n—k)+s\ r ftntr+s Fae 
Er) ee aeos) rte 


k tk ^r n 


n 








它 对 所 有 实数 -、s 和 :都 成 立 ， 当 t = 0 时 ， 这 个 恒等式 就 化 为 范 德 蒙 德 卷 积 ，( 如 果 在 这 个 公 


式 中 碰巧 有 龙 Hr 等 于 零 ， 则 分 母 的 因子 大 Hb 应 当 视 为 与 二 项 式 系 数 的 分 子 中 的 大 hy 抵消 掉 
了 .这 个 恒等式 的 两 边 都 是 关于 ”、s 和 的 多 项 式 . ) 当 我 们 用 5 (2) EERI SEY 时 有 类 


























































































































似 的 恒等式 成 立 ， 表 5-5 给 出 了 这 些 结果 . 
表 5-5 一 般 的 卷 积 恒等式 (对 整数 n > 0 成立) 
th+r\(in-tk+s r tn+r+s 
> k | n-k k n | 5.62) 
tkh+r\(in-tk+s)\ r s tn+r+s\ rs 
> k | n-k ÁO n uL 363) 
> aC r) (tn-tk +s)" PILAE 5.64) 
我 们 已 经 知道 ， 观 察 一 般 结果 的 特殊 情形 一 般 来 说 是 个 好 想法 例如， 如 果 令 拓 1 会 怎 
样 呢 ? 广义 二 项 级 数 Bz) 是 很 简单 的 ， 它 正好 是 
_y__! 
G@)= Luz l-z , 
TE, Bz) 并 没有 给 出 任何 从 范 德 蒙 德 卷 积 还 不 知道 的 东西 .但 是 6 (z) 是 一 个 重要 的 函数 
mz **Th T" 
E(z)= Zu 1 一 12 二 2 ud Por e ( 5.66 ) 
我 们 以 前 没 见 过 它 ， 它 满足 基本 恒等式 
E(z) =e, (5.67) 
RES PRECES FCF ph rU RE PRO RSE AY,“ HE RE AJ RU 2081 
广义 二 项 级 数 的 特殊 情形 上 = 2 和 = -1 特别 重要 ， 因 为 它们 的 系数 一 而 再 、 再 而 三 地 在 
有 递归 构造 的 问题 中 出 现 . 因此 ， 显 式 展现 这 些 级 数 以 备 将 来 参考 是 有 用 的 : 














k )1+2k 2z 


&o- (1 = 2D qe. (5.69) 


k j1-2k 2 


&(z)- F dr Em pe Aa (5.68) 








啊 哈 ! 这 是 迭代 的 等 
函数 E(Inz) —z^ , 
我 对 它 时 常 感到 好 奇 . 


ZZ... 


Bj. (zy =P +4 42)" 14 
85 BBL BAEK 
注 的 . 
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B (zy 2? Pu zd (5.70) 
Bey - 2 PIS (5.71) 
FE-S P i (5.72) 
AE Au. (5.73) 





"T 称 为 卡 塔 兰 数 (Catalan number) C,, AAW * 卡 塔 兰 在 19 世 纪 30 
n 


ERRES TA AE CO AS FERUBUJT OBST AF : 


B(z) ime? : 


n |o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 
C, |l 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 








如 ,(z) 的 系数 本 质 上 相同 ， 不 过 在 开头 多 出 一 个 1， 且 其 他 数 的 符号 是 交 蔡 的 : 
(1,1,-1,2,-5,14,---). AM ZC) =1+ z802). RIIA ZG) -Z0C2 `. 

在 本 节 最 后 ， 我 们 推导 (5.72) M (5.73) 的 一 个 重要 推论 ， 这 个 推论 是 一 种 关系 ， 它 
RIX E e) AB (72) 之 间 有 进一步 的 联系 : 


y" -(-z)"* £g (-z)""! _ xt nis | 
kn 




















Vl+4z k 
这 个 公式 成 立 是 因为 当 >n 时 (-z)” 避 (-z)”/VI+4z 中 2 的 系数 是 


C2)" Bez) nip ghmty C2)" 
1 
lz] 1 十 4z CODE 1+4z 


n+l k-n-ip „k-n-1 5 (zy 
- (21? (1 一 -一 
=(CD CD me] Tem 


2(k-n-D-n-4l 
-cp (A iui "| 


pt 2k-n-1 _ 2k-n-1 
Cl) Panz] =(-1) k 
-| ‘|. [z yo" 
VJi+4z ” 
其 中 的 项 适当 地 相互 抵消 了 .现在 我 们 可 以 用 (5.68 ) 和 (5.69 ) 来 得 到 封闭 形式 


e uS (=) [=F] } 整数 n 宇 0. (5.74) 
VI+4Z 

















k&n 
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( 特殊 情形 2 = -1 出 现在 52 节 的 问题 3 中 . 由 于 数 了 (+33) 是 六 次 单位 根 ， 故 而 和 式 
y "s : Pe» 有 我 们 在 该 问题 中 观察 到 的 周期 性 . ) 类 似 地 , 我们 可 以 将 ( 5.70 ) 和 ( 5.71 ) 
组 合 起 来 以 抵消 大 的 系数 并 得 到 


| n | (pee L) ， 整 数 n >0. (5.75) 


k Jn-k 2 








k<n 


5.5 超 几 何 函 数 HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS 


我 们 对 二 项 式 系数 所 用 的 方法 在 运用 时 是 非常 有 效 的 , 但 是 我 们 也 必须 承认 , 它们 常常 
显得 是 为 某 一 特定 目的 而 设计 的 ,更 像 是 技巧 而 不 是 通用 的 技术 手段 . 当 我 们 在 解决 一 个 问 
题 时 , 常 需 要 追寻 多 个 方向 , 我 们 可 能 发 现 自己 是 在 原 地 转圈 , 二 项 式 系数 就 像 变 色 龙 一 样 ， 
很 容易 改变 它们 的 外 表 . 因此 我 们 自然 要 问 ， 是 不 是 并 不 存在 某 种 统一 的 原理 ， 可 以 用 来 一 
起 系统 地 处 理 一 大 批 二 项 式 系数 的 求 和 . 幸运 的 是 , 答案 是 肯定 的 . 这 种 统一 原理 的 基础 是 
一 种 称 为 超 几何 级 数 ( hypergeometric series ) 的 无 穷 和 式 的 理论 . 

对 超 几何 级 数 的 研究 是 许多 年 前 由 欧 拉 、 高 斯 以 及 黎 曼 发 起 的 ,事实 上 ,这 样 的 级 数 现 
在 仍然 是 重要 的 研究 对 象 . 但 是 超 几 何 学 有 一 个 有 点 令 人 望 而 生 旦 的 记号 , 我 们 需要 花 一 点 
时 间 来 适应 它 . 

一 般 的 超 几 何 级 数 是 关于 z 且 带 有 m+tn 个 参数 的 蛤 级 数 ， 它 用 上 升 的 阶乘 窜 定 义 如 下 : 


jega 


E bb kl 



















































































k k 
A 


(5.76) 








Zt IARE, TAPIA ASME AE. RIL, Hia oA] WE FRAN Hs 8C 
的 任何 数 . 记号 F(a, auibus biz) Æ (5.76 ) 中 两 行 形式 的 表示 法 的 一 种 替代 表达 方式 ， 
因为 有 时 候 一 行 的 排 印 效果 更 好 . 诸 个 a 称 为 上 参数 (upperparameter ), 它们 出 现在 F 的 项 的 
分 子 之 中 ; 诸 个 b 称 为 下 参数 ( lower parameter )， 它 们 出 现在 分 母 之 中 . 最 后 的 量 z 称 为 自 变 
= (argument ). 

Pr VE IBI AE Bue H FRE F BCAA m A EBSA n 个 下 参数 的 超 几 何 级 数 的 名 
F. 但 是 额外 多 出 来 的 下 标 使 公式 变 得 凌乱 ， 如 果 我 们 被 强制 一 遍 又 一 遍地 写 出 这 些 下 标 ， 
还 会 浪费 时 间 . 我 们 可 以 统计 一 下 有 多 少 个 参数 , 这 样 我 们 通常 并 不 需要 额外 增加 不 必要 的 

许多 重要 的 函数 都 作为 一 般 的 超 几何 级 数 的 特例 出 现 . 的 确 , 这 就 是 超 几何 级 数 为 何如 
此 强 有 力 的 原因 . 例如 ， 当 m=n=0 时 最 简单 的 情形 出 现 : 这 里 根本 就 没有 参数 ， 而 我 们 
则 得 到 熟悉 的 级 数 





























F( j=) =e’. 
(|Z) pigs e 


它们 甚至 比 变色 龙 
更 加 变化 多 端 ， 我 们 
可 以 对 它们 进行 剖 
析 并 用 不 同 的 方式 
将 它们 放 回 到 一 起 


任何 经 受 数 百年 考 
验 而 留存 下 来 的 令 
ARR MILF LR 
都 是 真正 有 用 的 


我 们 也 没有 讨论 
( 5.560. ( 5.57 )、 
(5.58 ) 等 的 收敛 性 . 


5.5 ” 超 几 何 函 数 171 


实际 上 当 m 或 者 n 为 零 时 这 个 记号 有 一 点 不 整齐 ， 我们 可 以 在 上 面 和 下 面额 外 加 上 “1” 以 
避免 这 种 情况 : 
z) =g, 


1 
a 
如 果 我 们 消除 了 在 分 子 和 分 母 中 都 出 现 的 一 个 参数 , 或 者 插入 两 个 完全 相同 的 参数 ,那么 一 
般 来 说 ， 我 们 并 没有 改变 这 个 函数 . 

下 一 个 最 简单 的 情形 是 m =1 ，w =1 以 及 n=0. 我 们 将 参数 变 成 m=2 ，a =a,=1， 
n=1 以 及 b =1， 这 样 就 有 n>0.， 因为 上 =k 1!， 事实 表明 这 个 级 数 也 是 熟知 的 : 


(iN Bec 


它 是 我 们 的 老 朋 友 几 何 级 数 . F(a ,…,a,;b,…,b,;z) 称 为 超 几何 级 数 ， 因 为 它 包 含 几 何 级 数 
FQ,1;1;z) 这 一 个 非常 特殊 的 情形 . 
事实 上 ， 利 用 (5.13) 和 (5.14)，m=1 以 及 n=0 时 的 一 般 情形 容易 求 和 成 封闭 形式 
























































aa eo ee) (5.77) 
1 k>0 k! k k (l-z)* f i 
WR af tia, H-A, RATRE OE 

inr -了 -Ga 











负 整 数 作为 上 参数 会 使 得 无 穷 级 数 变 成 有 限 的 ， 这 是 由 于 只 要 上 > 4 过 0 且 a 是 一 个 整数 ， 
就 有 (-a)* = 0. 
m=0，n=1 时 的 一 般 情形 是 另外 一 个 有 名 的 级 数 , 但 它 在 离散 数学 的 文献 中 不 是 那么 
广为人知 : 


E (b-1! z' (b -1)! 
a FELEL = Pa OND Ser (5.78) 


ANARU PANAD- YAS IE N ERA (modified Bessel function ) 其 特殊 情形 2=1 给 出 
rla z)= 1 QNZ) ， 它 就 是 有 趣 的 级 数 uz IRE 


=7=1 的 特殊 情形 称 为 合流 超 几何 级 数 (confluent hypergeometric series )， 它 常用 字 
ee : 


I: 
这 个 在 工程 中 有 重要 应 用 的 函数 是 由 恩 斯 特 . 库 默 尔 给 出 的 . 
到 目前 为 止 , 我 们 中 少数 人 会 对 为 什么 没有 讨论 无 穷 级 数 (5.76 ) 的 收敛 性 感到 奇怪 . 其 


答案 是 ， a a dm MR 就 可 以 忽略 收敛 性 .不 难 验 证 ， 如 果 
其 系数 mw 在 一 个 域 中 ,那么 形 如 》),，%.z” (其 中 -oo<n<% ) 的 无 限 和 式 构成 一 个 域 .我 
































J-ERA = M(ab2). (5.79 ) 
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们 可 以 对 这 样 的 和 式 作 加 、 减 、 乘 、 除 、 微 分 以 及 函数 的 复合 ， 而 不 用 担心 其 收敛 性 ， 我 们 
得 到 的 任何 恒等式 都 将 仍然 形式 地 为 真 ， 例 如 ， 超 几何 级 数 赤 | l)e I setzt 对 任何 


非 零 的 z 都 不 收敛 、 然 而 在 第 7 章 里 我 们 将 会 看 到 ， 我 们 仍然 能 用 它 来 求解 问题 . 另 一 方面 ， 
只 要 我 们 用 一 个 特别 的 数值 代替 z， 就 的 确 需要 确信 这 个 无 限 和 式 是 有 良好 定义 的 . 

在 复杂 性 上 再 提升 一 步 ， 就 是 所 有 超 几 何 级 数 中 最 著名 的 那个 了 .事实 上 ， 它 就 是 在 大 
约 1870 年 之 前 人 们 所 研究 的 超 几 何 级 数 ， 而 到 了 1870 年 ， 一 切 都 推广 到 了 任意 的 m 和 7 这 
个 级 数 有 两 个 上 参数 和 一 个 下 参数 : 


的 j- a bz 
c & ck 
它 常常 被 称 为 高 斯 超 几 何 级 数 ， 因 为 它 的 许多 精巧 性 质 都 是 高 斯 在 他 1812 年 的 博士 论文 六 


中 首先 证 明 的 ， 虽 然 欧 拉 09 和 普法 夫 P3 已 经 发 现 了 它 的 一 些 重 要 性 质 . 它 的 一 个 重要 的 特 
殊 情 形 是 


























(5.80 ) 
























































Ik! (—zY 
ien - zr(Sd-:)-: k!k! (-z) 
入 (K+D! k! 
zop z 
二 2 一 一 十 一 一 一 十 …. 
2 3 4 


























注意 : zln(1+z) 是 一 个 超 几 何 函 数 ,， 但 是 In(1+z) 本 身 不 可 能 是 超 几 何 函 数 ， 因 为 超 几 何 级 数 
在 z=0 时 取 值 总 是 1. 
到 目前 为 止 ， 超 几何 学 除了 借助 名 人 提高 身份 之 外 , 并 没有 真正 为 我 们 做 任何 实事 . 不 
过 我 们 已 经 看 到 , 若干 个 很 不 相同 的 函数 全 都 可 以 看 成 是 超 几何 的 ,而 这 就 是 我 们 接 下 来 关 
注 的 要 点 . 我 们 将 会 看 到 一 大 类 和 式 都 可 以 用 一 种 “标准 的 ”方式 表示 成 超 几何 级 数 ， 从 而 
我 们 对 与 二 项 式 系数 有 关 的 事实 将 会 有 一 个 好 的 归 类 系统 
什么 样 的 级 数 是 超 几 何 的 ?” 如果 我 们 观察 其 相 邻 项 的 比值 就 容易 回答 这 个 问题 了 : 
dE = S Ys E E x: 
其 第 一 项 是 =1， 其 他 项 的 比值 由 
ha Gal Dib kl z" 


m 


z Zz ZH TU n 
t, a; -af bin ssp? (Kk 4 1)! Z 


(k+a,)...(k+4,,)z 

(Kk * b)...(k * b, )(k +) 

给 出 .这 是 k 的 一 个 有 理 函数 (rational function ), 也 就 是 说 , 它 是 关于 Kk 的 多 项 式 之 商 . 根据 代 
数 基 本 定理 , 的 任何 有 理 孔 数 在 复数 范围 内 都 可 以 分 解 并 表达 成 这 种 形式 . 诸 个 a 是 分 子 中 多 
项 式 的 根 的 相反 数 ， 而 诸 个 5 则 是 分 母 中 多 项 式 的 根 的 相反 数 . 如 果 分 母 不 是 已 经 包含 特殊 的 
因子 (K+1)， 我们 可 以 将 (K+1) 添 加 到 分 子 和 分 母 中 ， 剩 下 一 个 固定 因子 ,我们 称 之 为 z， 于 是 超 
几何 级 数 恰 好 就 是 首 项 为 1 上 是 项 的 比值 ti 是 Kk 的 有 理 函 数 的 那些 级 数 . 









































(5.81) 


















































“今天 ， 在 许多 大 学 
的 物理 学 、 工 程 学 其 
至 数学 专业 的 学 生 
所 学 习 的 函数 中 ， 即 
使 不 是 100%, 也 必定 
有 95% 的 函数 被 这 单 
个 的 符号 F(a, b; c; x) 
所 涵盖 .” 


W.W. 索 耶 B18] 





(现在 是 做 热身 题 
第 11 题 的 好 时 机 . ) 
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例如 ， 假 设 给 定 一 个 无 穷 级 数 ， 它 的 项 的 比值 
tin _ KE +7k+10 
t, AK +1 
Ek — DAHER. Ap E N E Fo ENA T k25), Tfi A EE A fE 1X. 
4(K+i/2)(K-i/2)， 由 于 分 母 缺 少 了 所 要 求 的 因子 (K+1)， 我 们 就 把 项 的 比值 写成 
tray (K+ (K+ Sk (1/4) 
t — (k*i/2)k-i/2)k1) ' 


我 们 能 很 快 写 出 其 结果 : 给 定 的 级 数 就 是 
2,5,1 
24 = Map a 


因此 ， 在 有 可 能 存在 这 样 的 表示 时 ， 我 们 就 有 了 一 般 性 的 方法 来 求 出 一 个 给 定量 $ 的 超 
几何 表示 .首先 我 们 将 8 写成 一 个 无 穷 级 数 ， 其 首 项 不 是 零 . 我 们 选择 一 个 记号 ， 使 得 这 个 
级 数 就 是 》 n. Hh 40. 然后 我 们 计算 4 /1t， 如 果 项 的 比值 不 是 k 的 有 理 函 数 ， 我 
们 就 不 走运 了 ; 否则 ， 我 们 就 可 将 它 表 示 成 (5.81 ) WER, AWAK a, ambr, 
b, 和 自 变量 z ,使 得 S=tF(a,…,a,;b,…,b,;z). 

如 果 我 们 和 希望 强调 项 的 比值 的 重要 性 ， 高 斯 超 几何 级 数 可 以 写成 循环 分 解 的 形式 


n z\=1428, Po bl (etas) 
c 1 c+2 


C 2 a 3 
现在 我 们 来 尝试 对 这 一 章 早 先 得 到 的 二 项 式 系数 恒等式 重新 用 公式 写成 超 几何 的 形 
式 ， 例 如 让 我 们 搞 清 楚 ， 按 照 超 几何 的 记号 ， 平 行 求 和 法 则 


k 1 
SF MUT ) ,是 整数 
k&n k n 


看 起 来 像 什 么 .我 们 需要 将 这 个 和 式 写 成 从 大 0 开始 的 一 个 无 穷 级 数 ， 所 以 用 zk 代替 让 : 
rtn-k\ o(rt+n-k)! | 
>| n-k | 名 r\(n—k)! Dale: 
这 个 级 数 形式 上 是 无 穷 的 ,但 实际 上 是 有 限 的 ， 因 为 当 k>n WEER HY (n-k)! 863 
t=0.( 以 后 我 们 将 看 到 ， 对 所 有 x，1/x! 都 有 定义 ， 且 当 x 是 负 整 数 时 有 1/x!=0. 但 是 目前 
来 说 ， 在 积累 了 更 多 的 超 几 何方 面 的 经 验 之 前 ， 我 们 并 不 在 意 忽略 这 样 的 技术 性 细节 . ) 其 
项 的 比值 是 
ta (r*tn-k-Dtr(n-k) n-k 
t, r(n-k-1)(r+n-k)! r+n-k 


_ (k*D(k-nyd) , 
(k—n—r\k +1) 







































































WR, t= ed ， 因 此 平行 求 和 法 则 等 价 于 超 几 何 恒等式 








208 














209 








174 


第 5 章 二 项 式 系数 





(je perm. 
n -n-r n 
从 头 到 尾 用 [2 pitt ,稍微 简单 一 些 的 形式 


L-n|,\)_rtntl m| rtn 
F( bo) p 2d s Jeo. 
BEATE I. dE Hm- ICE TAZ, ER (5.16 ) 
> je» =(-1)" vi ，m 是 整数 


WIERY HEIRE (k-m)/(r-m+k+) =(k)(k-m)(D/(k-m+ rk), itii (5.16) 就 由 


jer 
-m+r+1 


给 出 了 封闭 形式 .这 本 质 上 与 (5.82) AAEL RAAE, BAHREN 
代替 -+ .于 是 恒等式 ( 5.16 ) 就 已 经 能 从 (5.82 ) (EEE (5.9) 的 超 几 何 形 式 ) 得 到 了 . (我 
们 发 现 容易 用 (5.9 ) 来 证 明 (5.16 )， 这 已 经 不 足 为 奇 了 . ) 

在 进一步 讨论 之 前 , 我 们 应 该 考虑 一 下 退化 的 情形 , 因为 当 有 一 个 下 参数 为 零 或 是 负 整 
数 时 ， 超 几何 级 数 没 有 定义 ， 我们 通常 是 在 r 和 n 是 正 整数 时 应 用 平行 求 和 恒等式 , 但 -n-r 是 
一 个 负 整数 上 且 超 几何 级 数 (5.76 ) 没有 定义 ， 这 样 我 们 怎么 能 认为 (5.82 ) 是 合法 的 呢 ? 答 


案 是 ， nrbe omat] s | sunm. 
—nN-rt+eE 





( 5.82) 
























































在 这 一 章 的 后 面 ， 我 们 会 更 加 仔细 地 探讨 这 一 点 ， 目 前 我 们 只 需 知 道 某 些 分 母 可 能 会 
出 问题 . 然而 有 趣 的 是 ,事实 表明 我 们 曾 试图 用 超 几 何方 式 来 表示 的 第 一 个 和 式 是 退化 的 . 

在 推导 (5.82) 的 过 程 中 ， 另 外 一 个 可 能 的 烦心 之 处 是 我 们 将 eu 展开 成 了 
(r+n 一 DVrl(n 一 有 )! .这 个 展开 式 当 r 是 负 整 数 时 不 成 立 ， 因 为 如 果 要 使 规则 

0!=0x(-D)x(-2)x:……x(-m+1)x(-m)! 

成 立 ， 那 么 (-m)! 必 须 是 w， 于 是 我 们 再 次 需要 通过 考虑 当 e 一 0 时 对 r+e BUR BRIE CE 
数 时 的 结果 . 

但 是 我 们 仅仅 是 在 /为 整数 时 才 定义 了 阶乘 的 表示 法 i | MU TETTE 
效 地 处 理 超 几 何 级 数 , 就 需要 一 个 对 所 有 复数 都 有 定义 的 阶乘 函数 . 幸运 的 是 存在 这 样 一 个 
函数 ， 而 且 它 可 以 用 多 种 方法 加 以 定义 .下 面 是 z! 的 一 个 最 有 用 的 定义 ， 它 实际 上 是 1/z! 的 
定义 : 
























































( 5.83) 


(见习 题 21. Bc P? 1 在 他 22 岁 时 就 发 现 了 这 一 点 . ) 可 以 证 明 这 个 极限 对 所 有 复数 z 都 存 


先是 讲 了 重 排 ， 现 
在 又 讲 退 化 . 


( 原来 我 们 是 对 整 
数 r 证 明了 这 些 恒 等 
式 , 并 用 多 项 式 推理 
法 指出 它们 在 一 般 
情形 也 成 立 . 现在 我 
们 是 首先 证 明 它 们 
对 无 理 数 7 成 立 ， 并 
利用 极限 方法 指出 
它们 对 整数 也 
成 立 . ) 


3; wit LEM 
时 ， 如 何 对 z 取 访 
次 需 ? 


z? r 


我 看 到 下 指标 首先 

到 达 它 的 极限 . 那 

就 是 为 什么 当 w 是 

TIME 
Ww 

且 w 不 是 整数 时 ， 

其 值 是 无 穷 . 
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在 ， 而 且 它 仅 当 z 是 负 整 数 时 取 值 为 零 .， 另 一 个 有 意义 的 定义 是 





zl= | fedt, Rz > -1 . (5.84 ) 
这 个 积分 仅 当 z 的 实 部 大 于 -1 时 存在 ， 但 是 我 们 可 以 利用 公式 
zl-z(z-1)! (5.85) 


将 这 个 定义 延 拓 到 所 有 的 复数 z( 负 整 数 除外 ) ”还 有 男 外 一 个 定义 来 自 (5.47 ) 中 ln z! 的 斯 
特 林 插 值 。 所 有 这 些 方法 都 引出 同一 个 广义 阶乘 函数 . 

还 有 很 类 似 的 函数 ， 称 为 了 函数 (Gamma function )， 它 与 通常 的 阶乘 之 间 的 关系 有 点 
像 上 升 笑 与 下 降 客 之 间 的 关系 .标准 的 参考 书 常常 同时 使 用 阶乘 和 本 函数， 如果 必要 的 话 ， 
利用 下 面 的 公式 














I(z*1)2z!; ( 5.86 ) 
Cro =- , (5.87) 
Sin nz 
就 可 以 很 方便 地 在 它们 之 间 进 行 转 换 . 
当 z 和 w 是 任意 的 复数 时 ,我们 可 以 利用 这 些 广义 阶乘 来 定义 广义 阶乘 徊 : 
Mae E: (5.88 ) 
(z-w)! 
Qu PUMP. ( 5.89) 
T(z) 





仅 有 的 限制 性 条 件 是 ， 当 这 些 公式 给 出 w/w 时, 我 们 必须 使 用 适当 的 极限 值 .〈 这 些 公 式 从 
来 不 会 给 出 0/0， 因 为 阶乘 和 T 函数 的 值 从 不 为 零 . ) z 和 w 无 论 是 什么 实数 ， 二 项 式 系数 都 
可 以 写成 





(mm m ( 5.90) 
w, $92 eo (qd —o) 

有 了 广义 阶乘 作为 工具 , 我 们 就 可 以 回 过 头 来 实现 将 早先 得 到 的 恒等式 转化 为 其 超 几 何 
标准 形式 这 一 目标 了 . 事实 表明 ， 二 项 式 定理 (5.13) 简直 就 和 (5.77) 一 个 样 ， 正 如 我 们 
期 待 的 那样 . 下 面 要 尝试 的 最 有 趣 的 恒等式 是 范 德 蒙 德 卷 积 527) 


XH) enm 


tH BB: 






































r! s! 
LM C eea 
而 我 们 也 不 再 着 于 将 广义 阶乘 应 用 于 这 些 表 达 式 中 . 只 要 1 包含 一 个 像 (w+ 月 这 样 的 因子 ( 
的 前 面 是 正 号 )， 由 (5.85 ) 就 在 项 的 比值 1, / t, PE (atk D) V (ak)! karl. 这 就 
给 对 应 的 超 几 何 级 数 增加 了 参数 “cw+1” WER (w+ 襄 ! 在 4 的 分 子 之 中 ， 那 么 它 就 作为 
上 参数 ， 而 在 相反 的 情形 它 就 作为 下 参数 .类 似 地 ， 一 个 像 (g- 有 D)! 这 样 的 因子 引出 了 
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(&-k-1)!/ (a@-k)!=(-l)/(k-@) ， 这 对 于 相反 的 参数 集合 ( 将 上 下 参数 的 作用 颠倒 ) 的 贡 
HUE “- a”， 并 且 取 超 几 何 自 变量 的 相反 值 ， 像 x! 这 样 与 无 关 的 因子 进入 到 #4 中， 从 项 的 
比值 中 消失 . 利用 这 样 的 技巧 ， 无 需 进一步 的 计算 我 们 就 能 预知 ( 5.27 ) 的 项 的 比值 是 
ta k-r ken 
t, C k+lk+s-n+l 
乘 以 (-1)=1， 而 范 德 蒙 德 卷 积 就 变 成 了 


S —r,-n rts 
| Jef 中 -| | (5.91) 
n s-ntl n 
当 z=1 以 及 当 b 是 负 整 数 时 ， 一般 来 说 我 们 可 以 用 这 个 等 式 来 确定 Fla, b; c; z). 
我 们 来 将 (5.91 ) 改写 成 这 样 一 种 形式 ， 使 得 当 需 要 对 一 个 新 的 和 式 进行 计算 时 查 表 很 
容易 .这 个 结果 显然 就 是 


e 


C 















































jme, 整数 bp <0, 或 者 Re > Rat Kb. ( 5.92) 
I(c—-a)L (c-b) 


范 德 蒙 德 卷 积 (5.227) 仅仅 适合 上 参数 中 的 一 个 ( 比如 b ) JéAETE REI RE. (eee! 
证 明了 : 当 a、b、c 是 实 部 满足 Re > Rat Rd 的 复数 时 ，( 5.92 ) 也 成 立 . 在 其 他 情形 ， 无 穷 









































tr^ perat, a O CIE Ro i 
jn | = (5.93) 
c c" (-c)* 
































现在 很 清楚 ， 表 5-3 中 的 全 部 5 个 恒等式 都 是 范 德 蒙 德 卷 积 的 特殊 情形 . 当 对 退化 的 情形 适当 
加 以 关注 时 ， 公式 (5.93) 包含 了 它们 . 

注意 (5.82) 正好 是 (5.93) 在 a=1 时 的 特殊 情形 ， 因 而 我 们 不 需要 真 的 记 住 (5.82 ) . 
而 且 我 们 也 并 不 真 的 需要 能 引出 (5.82 ) 的 恒等式 (5.9 )， 尽 管 表 5-4 说 它 是 值得 记 住 的 .为 











了 解决 计算 X s ‘| 的 问题 ， 一 个 处 理 公式 的 计算 机 程序 可 以 将 这 个 和 式 转变 成 超 几何 
形式 并 代入 范 德 蒙 德 卷 积 的 一 般 恒等式 . 


5.2 节 中 的 问题 1 要求 


xo 


的 值 . 这 个 问题 对 超 几 何 学 来 说 是 很 自然 的 ， 稍 经 训练 ， 任 何 超 几何 学 者 都 能 一 眼 就 看 出 
F(l,-m;-n;l) 的 参数 ， 嗯 ， 这 个 问题 还 是 范 德 蒙 德 卷 积 的 男 外 一 个 特殊 情形 ! 

问题 2 和 问题 4 中 的 和 式 同 样 产生 出 FC2, 1-n; 2-m; 1).( 我 们 首先 需要 用 夺 1 代 蔡 x. ) 而 事 
实 表明 ， 问题 6 中 “ 令 人 惊悚 的 ”和 式 正 是 Fln+1, -n; 2; 1)， 除 了 威力 强大 的 范 德 蒙 德 卷 积 的 
改头换面 的 形式 之 外 ， 对 于 和 式 而 言 是 否 不 再 有 其 他 的 东西 了 呢 ? 


Jet), 正 是 这 从， 问题 3 依 有 不 同 ， 它 处 理 的 是 (574 «PREIS Rot Y ("1 



































几 个 星期 以 前 , 我 们 
正在 研究 高 斯 在 孩 
提 时 代 所 做 的 事 . 现 
在 我 们 则 在 研究 超 
越 了 其 博士 论文 的 
AS. 这 是 吓 路 人 还 
是 别 的 什么 ? 
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的 一 种 特殊 情形 ， 而 这 束 引 导出 封闭 形式 表达 式 
1+2[n/2],-n 
il 1/2 -z/ 4 


在 (5.55 ) 中 我 们 还 证 明了 一 些 新 的 东西 ， 那 个 时 候 我 们 研究 了 (1-z)(1+z) 的 系数 : 











! —] 
E di -j-cy (2n)! (c 1)! ， TAY n = 0. 
C n! (c*n-1)! 
Kummer X5 。 当 这 个 公式 被 推广 到 复数 时 就 称 为 库 默 尔 公 式 ( Kummer's formula) 
summerZH4A. 
abi cy QUIM... ui 
na )- Cr (b-a)". (5.94) 














是 在 1836 年 的 夏天 . ( 恩 斯 特 - 库 默 尔 229 于 1836 年 证 明了 这 个 公式 . ) 
将 这 两 个 公式 进行 比较 是 很 有 意思 的 ， 我 们 发 现 ， 用 1-2m-a 代 替 c， 这 两 个 结果 是 一 致 
的 ， 当 且 仅 当 n 是正 整 数 是 

n! 


= lim ' (5.95) 
bo-2n b! x (2x)! 

例如 n=3 ,那么 我 们 就 应 该 有 -6V3!1= lim， ,xV(2x)!1.. 我 们 知道 (-3)! 和 (-6)! 两 者 都 是 无 限 
的 ， 但 是 我 们 可 以 选择 忽略 这 个 困难 并 想象 (-3)!= (-3)(-4)(-5)(-6)!， 所 以 两 次 出 现 的 (-6)! 
就 会 抵消 . 然而 ,必须 抵制 这 样 的 诱惑 ,因为 它们 引导 出 了 错误 的 答案 ! 按 照 ( 5.95 ), “4 x 一 -3 
时 xW (2x)! 的 极限 不 是 (-3)(-4)(-5) , mÆ -6!/ 3! = (-4)(-5)(-6) . 

计算 (5.95 ) 中 极限 的 正确 方法 是 利用 等 式 (5.87 ), 它 将 负 变 量 的 阶乘 与 正 变 量 的 也 
数 联 系 起 来 . 如果 我 们 用 -ne (Rx, FFE e 一 0 ， 则 两 次 应 用 (5.87 ) 就 给 出 

(-n-e)! T(n+eé) ae sin(2n + 2£)n 
(-2n-2£))T(2n-2€)  sin(n-&)n ` 

SRE sin(x * y) = sinx cosy + cosx siny ， 所 以 根据 第 9 章 的 方法 ,正弦 函数 的 这 个 比值 就 是 





































































































cos enn =(-1)"(2+0(e)). 
COS NTITSIN EN 
于 是 ， 根 据 (5.86) 我 们 就 有 
n-e)! S, aE S, p N-D! Ls Qn! 
“Choe ^ rg) ^9 aa a 
这 正 是 我 们 所 希望 的 . 





让 我 们 用 超 几 何 的 方式 来 重新 叙述 这 一 章 里 至 此 见 到 的 其 他 恒等式 , 以 此 完成 我 们 的 全 
面 考察 . (5.29) 中 的 三 重 二 项 和 式 可 以 写成 
a ] 

















a,b 
-CD Qn)! (a+b+2n—I)" | En 0- 
n! a! b" 
当 这 个 公式 推广 到 复数 时 ， 它 被 称 为 迪克 逊 公式 ( Dixon's formula ): 
cl2 1， pyel2 
F a,b,c j| Eo XO ge da eui: ( 5.96 ) 
1+c-a,l+c-b c! (cca-byB ^' 
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我 们 遇 到 过 的 最 一 般 的 公式 之 一 是 三 重 二 项 和 式 〈5$.28 )， 它 可 推出 Saalschutz 恒 等 式 
( Saalschiitz’s identity ): 
1) eae by 
UO we nO. (5.97) 
_ (a-c) (b-c) 
(7c) (a +b- c) 
这 个 公式 给 出 了 具有 3 个 上 参数 和 2 个 下 参数 的 一 般 超 几何 级 数 在 z=1 时 的 值 ， 只 要 上 参数 
中 有 一 个 是 非 正 的 整数 且 p1+b2=a1taztast1.( 如 果 下 参数 之 和 比 上 参数 之 和 大 2, 而 不 是 大 1， 
那么 习题 25 的 公式 就 可 以 用 来 表示 FF (a, a2, 3; bi, bz; 1) , 是 用 满足 Saalschiitz 恒 等 式 的 两 个 超 
几何 级 数 来 表示 . ) 
5.2 节 问题 8 中 艰难 获得 的 恒等式 约 化 为 
1 p 
F 
1jx+2 





a,b,—n 
c,atb-c-n«4l 























Tuy ] = (-1) XA 
多 么 令 人 遗憾 ! 这 就 是 Saalschiitz 恒 等 式 (5.97 ) 当 c=1 时 的 特殊 情形 . 所 以 ， 如 果 直 接 进 和 
超 几何 学 ， 我 们 可 能 早 就 可 以 节省 大 量 劳 动 了 ! 

那么 关于 问题 7 呢 ? 这 个 格外 有 杀伤 力 的 和 式 给 出 公式 




















ntlm-n,— 
F 2 ]1|2—, HU nzm»0, 

1 1 1 n 

—m+1,—m+—,2 

2 2 2 


这 是 我 们 见 到 的 第 一 种 有 三 个 下 参数 的 情形 . 所 以 它 看 起 来 很 新 颖 ,但 其 实 不 然 . 利用 习题 
26， 它 的 左边 可 以 用 











n,m—n—l,—— 
F 一 

1 1 1 

m,—m-— 

2 2 2 














的 一 个 倍数 来 代替 ， 于 是 Saalschiitz 恒 等 式 再 次 获得 成 功 

是 的 ， 这 是 另 一 个 令 人 泄气 的 经 历 ， 但 它 也 是 领会 超 几何 方法 威力 的 另 一 个 理由 . 

表 5-6 中 的 卷 积 恒 等 式 没 有 超 几 何 形式 的 等 价 结果 ， 因 为 它们 的 项 的 比值 仅 当 :是 整数 时 
才 是 k 的 有 理 函 数 . 即便 当 t=1 时 ,等 式 (5.64) 和 (5.65) 都 不 是 超 几何 的 .但 是 我 们 可 以 
注意 到 t 取 小 整数 值 时 (5.62 ) 所 得 出 的 结 





















































1 1 


1 
F gg" fo pelt tet SERA. 
1 1 1 n n 


r+l,-n-—s,-n-—s+— 
2 2 2 


( 历史 注 记 : 在 普法 
ROME OR RN 
结果 差不多 100 年 之 
后 ， SaalschiitzB15] 
独立 发 现 了 这 个 公 
AX. d noo 时 取 
极限 就 得 到 等 式 
(5.92). ) 


( 历史 注 记 : 超 几何 
级 数 与 二 项 式 系数 恒 
等 式 的 重大 关系 首先 
是 由 George Andrews 
F 1974 HP: FP lag 
出 的 . ) 
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1 1 11 2 1 1 1 
=r rt Tr tan nnn 
F 33 33 3 2 2 2 


1 11 1 1 1 1 2 
一 7 十 一 ,一 7 十 1, 一 1 一 一 $, 一 hn 一 一 S$ 十 一 ,一 A 一 一 S$ 十 
2 22 3 3 3 3 3 


Eu 3n s+3n 
n n n J| 
HE (r, s, n) T3 8E (1, m-2n-1, n-m) 取代 时 , 其 中 的 第 一 个 公式 再 次 给 出 了 问题 7 的 结果 . 
最 后 ,“ 出 人 意料 的 ”和 式 (5.20) 给 了 我 们 一 个 意 想不到 的 超 几 何 恒等式 ， 事 实 表明 
这 个 恒等式 是 相当 有 教 益 的 .我 们 来 放 慢 速度 加 以 观察 . 首先 我 们 可 以 将 它 变换 成 一 个 无 
限 的 和 式 


+k 2m-k 
> m 2* = 2" e 2. m 2 = 22m . 
e k fool m-k 


FH (2m - k)12* / mm - k S SHY EG [EE 2(k —m) / (k-2m) ,所 以 对 z=2，, 我 们 就 有 一 个 超 
几何 恒等式 


E 

















的 整数 m 宇 0. (5.98 ) 
m —Zm 
但 是 请 看 下 参数 “-2m”. 由 于 负 整 数 是 被 禁止 的 ， 所 以 这 个 恒等式 没有 定义 1 

正如 我 们 早先 所 允诺 的 那样 ,现在 该 是 仔细 审视 这 种 极限 情形 的 时 候 了 , 因为 退化 的 超 
几何 级 数 常 可 以 通过 从 附近 非 退化 的 点 趋向 于 它们 来 进行 计算 . 这样 做 的 时 候 必须 谨慎 从 
F, 因为 如 果 我 们 用 不 同 的 方式 取 极限 , 就 有 可 能 得 到 不 同 的 结果 . 例如 , 这 里 有 两 个 极限 ， 
事实 证 明 它 们 是 完全 不 同 的 极限 ， 其 中 的 一 个 上 参数 增加 了 se : 
imr (71529) tim 14 CHAED, CPCI 

-2 +E (-2+e)1! (-2+¢€)(-1+ €)2! 
, CLE Hod + eX-3)72)-0 
(-2+¢€)(-1+e)(€)3! 








£0 £0 


ENT 
2 2 


tim F{ 931] = lim 1# CU 16 
630 —2 +E 630 (-2* £€)1! 


Shs 
2 2 








-l+é -l+eé 


类 似 地 ， 我 们 已 经 定义 了 [|=o= ml j | | J-ven. F (5.98) 


-]-6 
2m-k 
m-—k 





作为 极限 处 理 的 一 个 下 当 方法 是 ， 用 上 参数 -来 使 得 级 数 守 ,| 
k> m 的 项 都 为 零 ， 这 就 意味 着 我 们 想 要 建立 如 下 更 精确 的 命题 : 


)r 的 也 有 站 
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2 = " 
| dr : MOS BOSE m m0. (5.99 ) 
—Zm 


m je>” 


这 个 极限 的 每 一 项 都 有 良好 的 定义 ， 因 为 分 母 的 因子 (72m)! 直到 > 2m 时 才 变 为 零 . 这 样 
一 来 ， 这 个 极限 就 恰好 给 出 开始 时 的 和 式 ( 5.20 ) 的 值 . 





5.6 超 几 何 变换 HYPERGEOMETRIC TRANSFORMATIONS 


到 现在 为 止 应 该 清楚 的 是 , 已 知 的 所 有 超 几 何 封闭 形式 的 数据 库 是 计算 二 项 式 系数 和 式 
的 有 用 工具 . 我 们 可 以 直接 将 任何 给 定 的 和 式 转 变 成 它 的 标准 的 超 几 何 形式 , 然后 在 这 个 表 
中 查询 它 ， 如 果 表 中 有 ， 那 我 们 就 得 到 了 答案 .如 若 不 然 ， 如 果 事 实 表明 这 个 和 式 可 以 表示 
成 封闭 形式 ， 我 们 就 将 它 添 入 数据 库 中 .我 们 或 许 还 可 以 在 表 里 包含 这 样 的 条 目 :“ 这 个 和 


式 还 没有 一 般 意 义 上 的 简单 封闭 形式 .” 例 如 ， 和 式 Dsl REEL 


6] | L-m 
F 

m n-m-l 
它 仅 当 m 按 近 于 0、 了 或 者 n 时 才 有 简单 的 封闭 形式 


但 是 对 于 这 个 论题 还 有 更 多 的 内 容 , 因为 超 几何 函数 也 服从 它们 自己 的 恒等式 . 这 就 意 
味 着 超 几 何 函 数 的 每 一 个 封闭 形式 都 导出 额外 增加 的 封闭 形式 , 且 导 出 该 数据 库 中 额外 增加 
的 条 目 . 例如 , 习题 25 和 习题 26 中 的 恒等式 告诉 我 们 ， 怎 样 将 一 个 超 几何 级 数 变换 成 另外 两 
个 (或 一 个 ) 具有 类 似 但 不 同 的 参数 的 超 几何 级 数 . 这 些 级 数 还 可 以 依次 再 进行 变换 . 
17974E, J. F. RECKUTUR TN TE (reflection law ) 
































a) ， 整 数 n2mz0; (5.100 ) 












































1 的 -z er j l pot 
(1-z)* c |l-z c 
它 是 男 一 种 类 型 的 变换 ， 如 果 在 展开 左边 的 时 候 用 无 穷 级 数 (_2) í (Qe { ys "je es 


REE (-2) /(1- z)* ， 这 就 是 关于 震级 数 的 一 个 形式 恒等式 (见习 题 30 )， 当 zz#1 时 ,可 
以 利用 这 个 法 则 从 我 们 已 经 知道 的 恒等式 推导 出 新 的 公式 . 

例如 ,， 如果 选择 参数 使 得 库 默 尔 公 式 和 反射 定律 这 两 个 恒等式 都 适用 , 那么 库 默 尔 公 式 
(5.94 ) 就 可 以 与 反射 定律 (5.101) 结合 起 来 : 





























- al-a |1 a,b 
| 
PESE m (5.102 ) 
OID, an 
= (b — a) 


现在 令 a = -并 从 这 个 等 式 回 到 关于 二 项 式 系数 的 一 个 新 的 恒等式 , 或 许 某 一 天 我 们 会 需 
BE: 





超 几何 资料 库 真 应 
该 是 个 “知识 库 ” 


(历史 注 记 : 如 果 你 
得 到 一 个 不 同 的 结 
果 ， 就 看 习题 51. ) 
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(ny (ny 2*. O(n -1 "(n KY [(nt+b+k 
2. (ben) Kk! SES) k y k | 
Ls 012) 0)! 

bYb/24n) ' 





SOR = 0. (5.103 ) 








例如 ， 当 n=3 时 这 个 恒等式 就 是 
-3 4 43 4x5 i 4x5x6 _ (b 3(b* 2)(b +1) 
2(4+b) 4(4+Db)(S+b) 8(44+5)(5+b)(6+5) (b+6)(b+4)(5+2) 
几乎 令 人 难以 置信 , 但 它 确 实 对 所 有 的 5 都 为 真 . (除了 分 母 中 某 个 因子 变 为 零 的 情形 之 外 . ) 
这 很 有 趣 , 我 们 再 试 一 次 . 或 许 我 们 会 发 现 一 个 真正 使 朋友 们 大 吃 一 惊 的 公式 . 如 果 将 
普法 夫 的 反射 定律 应 用 到 陌生 的 形式 〈5.99 ) 中 ( 其 中 取 z= 2 )， 这 个 定律 会 告诉 我 们 什么 
We? 在 这 种 情形 下 ， 我 们 令 a= -mm ，0=1 以 及 c= -2m+E ， 就 得 到 


pun | 
2 


—2m+e 
(7m)  (-2m -14 e)! 2! 














£0 


; -m,l ; 
cotta | Jo 
£200 | —2m-* € 











=li = 
ape (-2m+e)* k! 

_ mm+tD), 4, 

"x Ome ©” 








因为 取 极 限 的 项 中 没有 接近 于 零 的 ， 这 就 引导 出 另外 一 个 不 可 思议 的 公式 


m)| 2m+1 k yymy2m [| 2 
(tee =e |) 





-1/2 : 
- ) EOS m > 0. (5.104 ) 
m 
例如 ， 当 m=3 时 ,该 和 式 就 是 
jum po 18. 
5 5 


-1/2 eet 小 
ai? iver. 


在 讲述 二 项 式 系数 恒等式 并 将 它们 转变 成 超 几 何 形式 时 ， 我 们 忽略 了 (5.19), AWE 
是 两 个 和 式 之 间 的 一 个 关系 ， 而 不 是 一 个 封闭 形式 . 但 是 现在 ， 我 们 可 以 将 (5.19 ) 视 为 超 
几何 级 数 之 间 的 一 个 恒等式 了 .如 果 我 们 将 它 关 于 y 微 分 n 次 ， 然 后 用 m-n-k 代 替 k， 就 得 到 


| m+r Jd m 
> x y 
fo m-n-k n 


=r k 
onere 


这 就 得 到 如 下 的 超 几 何 变换 : 
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-(a-o y a,—n 
(7c) l-n+a-c 
注意 ， 当 z=1 时 它 转化 为 范 德 蒙 德 卷 积 (5.93 ). 


如 果 这 个 例子 有 指导 意义 的 话 ， 微 分 法 看 起 来 是 有 用 的 .我们 还 发 现 微分 法 在 第 2 章 里 


(5.105 ) 











is , Hn =O. 












































het 2x? c m 求 和 时 是 有 帮助 的 . 我们 来 看 看 当 一 个 一 般 的 超 几何 级 数 关于 2 求 导 时 会 
发 生 什么 : 
da y ak afz" 
= Z|- 
dz b, b, kzl br -bf , Cc - D)! 
k+l k+l „k 
- a cU, 2 
k+1>1 p DK! 
a, (a, Hy. Us (a, * y z' 
E b (b, +1) +b, (b, D k! 
a MU qe à a a, 十 ] z (5.106) 
bob, (othe. bl] J | 


参数 移 了 出 来 且 原 参数 值 增加 . 
也 有 可 能 利用 微分 法 只 调整 其 中 的 一 个 参数 ， 而 其 余 的 参数 保持 不 变 ， 为 此 我 们 利用 





算 子 
dz 
它 先 对 函数 求 导 再 乘 以 z， 这 个 算 子 给 出 
u k qkk- k. gÉ ok 
ör Od, = 1 Anz Ea sz 
bys, Eb br (k-)! SO bbb 


























个 公式 本 身 不 太 有 用 . 但 是 如 果 我 们 用 它 的 一 个 上 参数 ( 比方 说 ai RAF, 并 将 它 加 到 BF 
上 ， 就 得 到 
Ota F| OA 
Sap y 


1? n 





:|- > Ure 


k=0 bi H 
TED ai a 
kz0 p Be k! 
a, +1,a,,°**,d,, 
of ii 2 








只 有 一 个 参数 改变 了 . 
一 个 类 似 的 技巧 也 适用 于 下 参数 ， 但 是 在 这 种 情形 下 是 把 参数 往 下 减少 而 不 是 往 
增加 : 











DELÈ? (我 不 
知道 ， 但 是 TEX 称 它 
为 vartheta. ) 


有 没有 听 说 过 关于 
几 个 兄弟 的 故事 : 他 
们 把 自己 的 养 牛 场 
取 名 为 Focus， 因 为 
儿子 们 正 是 在 这 里 
饲养 牛 的 ? ^ 


5.6 EJUS] X H, 183 


ee orent 


1? 37n 





zl (k 4 b, - I)a* ---a* z^ 
ODF BER! 
_ y (5 Dat az" 


E (b, -DŽ bÉ --- bk! 
-&-»r 2 
EUN NN 
现在 我 们 可 以 把 所 有 这 些 运 算 都 组 合 起 来 ,并 用 两 种 不 同 的 方式 表达 同一 个 量 , 由 此 得 
到 数学 的 “双关 式 ” 也 就 是 说 ， 我 们 有 


d orit 
Z|; 

b,-1,---,b, -1 
其 中 已 = F(a,,-++,4,36,°°°,0,32)- Til (5.106 ) 告诉 我 们 ， 上 面 一 行 是 下 面 一 行 的 导数 . 于 是 ， 
一 般 的 超 儿 何 函数 满足 微分 方程 
D(8-b -1)---(0+b, -1)F 2 (6*a):--(0*a,)F , ( 5.107 ) 























a tl-,a,-*1 
Db,…,b 


an 





(O0+4a,):--(O+4,)F =a, ul 
以 及 


(6 b, -1)--- (845, -DF =(6,-)---(, x 





























其 中 D 是 算 子 I 
这 里 迫切 需要 一 个 例子 . 我 们 来 寻求 一 个 微分 方程 , 它 满足 于 一 个 标准 的 有 两 个 上 参数 
和 一 个 下 参数 的 超 几 何 级 数 F(z) = F(a,b;c;z). 根据 (5.107 )， 我 们 有 
D(8c-D)F 2 (84 a8 b)F . 
按照 通常 的 记号 , CMS SEA? HM, (8-c-D)F WE zF'(z)-(c-DF(z) ,而 它 的 导数 
给 出 左边 
F'(z)+zF"(z)+(c-1)F'(z). 
而 在 右边 我 们 有 








(0+ a)(zF"(z)+bF(z)) = GF (z) + bF(z)) * a(zF(z) - bF(z)) 


= zF'(z)* 2° F"(z)* bzF'(z) + azF'(z) + abF(z). 





使 两 边 相 等 就 得 到 

z(1— z)F"(z)-* (c —z(a * b - 1) F'(z) - abF(z) = 0, ( 5.108 ) 
这 个 方程 等 价 于 分 解 的 形式 ( 5.107 ). 
反 过 来 ， 我 们 可 以 从 微分 方程 回 到 军 级 数 ， 假 设 F(z) =z! 是 一 个 满足 (5.107) 
































D 正文 中 用 了 数学 的 “双关 式 ”， 而 这 个 旁 注 则 用 了 “双关 语 ”， 它 们 都 来 自 同 一 个 英文 单词 pun， 旁 注 中 的 
Focus=where the sun’s rays meet ( 光线 汇集 之 处 )， 它 的 谐音 正 是 “where the sons raise meat”. 
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WHAM. 直接 计算 ,我 们 必定 有 
ten (Kktay-(kta,) 
t, (kb) (k*b)k41) ' 
JAM F(z) ES t F(a,, abus biz). 我 们 已 经 证 明了 超 几 何 级 数 ( 5.76 ) 是 仅 有 满 
足 微分 方程 (5.107 ) 且 常 数 项 为 1 的 形式 震级 数 . 
如 果 超 几何 学 解决 了 世界 上 所 有 的 微分 方程 ， 那 固然 很 好 ， 但 是 它们 做 不 到 . (5.107 ) 
的 右边 总 是 展开 成 由 形 如 ov, z^ FO (z) 的 项 组 成 的 和 式 ， 其 中 EU (z) 是 k 阶 导数 D*F(z) ; 7c 
3 AERE BERE WII B, z^ FO (z) 的 项 组 成 的 和 式 (1>0 ) 所 以 微分 方程 (5.107 ) 总 是 取 特 
殊 的 形式 
z"1 (B, — za) F(z) +-+(B -20,)F"(z)-@,F(z) =0. 
方程 (5.108 ) 给 出 了 n=2 时 的 例证 .反之 ， 在 习题 6.13 中 将 要 证 明 ， 任 何 这 种 形式 的 微分 方 
程 都 可 以 分 解 成 划算 子 这 样 的 项 ， 给 出 像 (5.107 ) 这 样 的 方程 .所 以 这 些微 分 方程 的 解 就 
是 以 有 理 数 作为 项 的 比值 的 震级 数 . 
用 z 乘 (5.107 ) 的 两 边 就 去 掉 了 算 子 D， 并 给 出 一 个 有 启发 性 的 全 如 形式 
8(8- b, -1)---(0+b, -D)F =2(O+4,)--(8+4,)F . (5.109 ) 
AAW BT ALF 0 = (8 +1-1) 对 应 于 项 的 比值 (5.81) 中 的 (K+1)， 它 与 一 般 的 超 几 何 级 数 
中 第 项 的 分 母 中 的 世相 对 应 .其 他 的 因子 (8+, — 1) 与 分 母 中 的 因子 ktby 相 对 应 ，(k+b) 对 应 
T (5.76) 中 的 .在 右边 ，z 与 2 相对 应 ， 而 (8+a)) 则 与 at 相对 应 . 
这 个 微分 理论 的 一 个 用 途 是 发 现 并 证 明 新 的 变换 . 例如 ,我 们 可 以 很 容易 地 验证 : 两 个 


超 几何 级 数 
| | a,b 
z| AF 1 
a+b+— 
2 


z(l-z)F"(z)+ (a tbc 2) (1-2z)F'(z) - AabF(z) 20 ; 



















































































2a,2b 


ing 
2 











都 满足 微分 方程 


从 而 高 斯 恒等式 ( Gauss's identity ) 4°17) 


2a,2b a,b 
z|-F 1'4z(1-z) 
a+b+— 
2 2 


1 (5.110) 
a+b+— 
1 a,b 
— e YE (5.111) 
2 BA 











必定 为 真 ， 特 别 地 ， 


pee 
F 
at+b+ 


1 
2 








BK F(z)-(1—z)' 35 
ROF =2(0-r)F. iX 
给 出 了 二 项 式 定 理 的 
另 一 个 证 明 . 


(小 心 : 31/2 


时 我 们 不 能 安全 无 
忧 地 使 用 (5.110), 
除非 它 的 两 边 都 是 


多 项 式 ， 见 习题 53. ) 
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只 要 两 边 的 无 限 和 式 收敛 . 而 实际 上 两 边 的 和 式 的 确 总 是 收敛 的 ， WT Heat b+ 是 非 正 整 
数 这 种 退化 的 情形 . 

超 几何 级 数 的 每 一 个 新 的 恒等式 都 有 关于 二 项 式 系数 的 推论 , 这 个 恒等式 也 不 例外 . 我 
们 来 考虑 和 式 


m—-k\(m+tn+t+l -1 f y eis 
xí "d : f) ste. 
EO Sk Sm—n WYSE, AB — ET BUDE ER SE BE CT RI SR RAN ER) Ln] 


形式 

L| pue J 

lim F =]. 

e0\ n -m+E 2 
a 的 值 不 影响 极限 ， 这 是 由 于 非 正 的 上 参数 n-m 将 此 和 式 中 除 前 几 项 之 外 的 其 他 项 全 部 变 
ATA. 我 们 可 以 置 & =2， 这样 就 可 以 应 用 (5.111) 了 . 现在 可 以 计算 这 个 极限 ， 因 为 其 
右边 是 (5.92) 的 特殊 情形 . 其 结果 可 以 表示 成 简化 的 形式 


rT a) 


[ae tn AR, E mznzo, (5.112) 
n 














正如 习题 54 中 所 指出 的 那样 ， 例 如 ， 当 加 =5 以 及 n=2 时 ， 我 们 得 到 | :| Gli ys 
由 3. 
4 


Ge) Js- 10-244+21-7=0; 而 当 m=4 以 及 n=2 时 ， 两 边 都 得 ! 


2 2 


我 们 还 能 发 现 一 些 情 形 , 在 其 中 , 当 z=-1 时 (5.110 ) 给 出 二 项 和 式 ， 这 些 是 真正 令 人 
不 可 思议 的 . 如果 我 们 令 4a- 二 -4 以 及 0 = -7 ， 就 得 到 异化 的 公式 











—-—=n,-2n ——-—n,-n 
F|? epe 3 8|. 
2 4 2 4 
l--n —-=n 
3 3 3 3 





这 些 超 儿 何 级 数 在 n = 2 (mod3) 时 是 非 退 化 的 多 项 式 , 目 其 中 的 参数 选取 得 很 是 巧妙 , 使 得 
其 左边 可 以 用 (5.94 ) 来 计算 . 这样 一 来 ,我们 就 引导 出 一 个 真正 令 人 难以 置信 的 结果 


4 2 
中 3 3 
k 
4 2 
2n —n-— P 
-| yf | RK 620, nx 2 (mod3). (5.113) 
n 
n 
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这 是 我 们 在 二 项 式 系数 中 看 到 过 的 最 令 人 瞎 目 结 舌 的 恒等式 , 甚至 连 这 个 恒等式 的 小 数值 的 

情形 也 不 容易 通过 手工 计算 来 检验 ，( 事实 表明 ， 当 n=3 时 两 边 都 得 出 二 ) 这 个 恒等式 当 (5 is yeep mee 

然 完全 没有 用 ， 它 肯定 不 会 在 实际 问题 中 出 现 . 25 pri 
以 上 就 是 我 们 对 超 几何 学 的 “炒作 ”， 我 们 已 经 看 到 ， 超 几何 级 数 对 于 理解 二 项 式 系数 

和 式 提供 了 一 个 高 水 平 的 方法 .更 多 的 信息 可 以 在 Bailey 所 写 的 经 典 著作 9 以 及 其 后 由 

Gasper 和 Rahman 合 著 的 书 避 中 找到 . 
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在 这 一 章 里 ， 我 们 计算 过 的 大 多 数 和 式 都 考虑 到 所 有 的 指标 大 过 0 ， 但 有 时 我 们 也 能 在 
更 一 般 的 范围 a 三 k<b 内 找到 有 效 的 封闭 形式 . 例如 ， 由 (5.16) 我 们 知道 


2. Jove" (1). m 是 整数 . (5.114) 


k<m m 一 1 
第 2 章 里 的 理论 给 了 我 们 一 个 好 方法 来 理解 这 样 的 公式 : 如果 f(k) = Ag(k) = g(k 1) - g() , 
那么 我 们 就 记 > fü)ók-g()-C, H. 


E FH) 8k = g(|; = gb)- g(a). 

此 外 ， 当 x 和 2 是 满足 入 2 的 整数 时 ， 我 们 有 
> fk = È /0)7 20)- (a. 

这 样 一 来 ， 恒 等 式 (5.114 ) 就 对 应 于 不 定 求 和 公式 
x( eva =H a) D 

而 且 也 对 应 于 差分 公式 


[n pmi n*l 
ev(r)) e (5) 


从 一 个 函数 g( 昌 开始 可 以 很 容易 计算 Ag(K) = (Kk) , 这 是 一 个 和 等 于 g(k) - C 的 函数 . 但 
是 从 f (K) 出 发 并 计算 出 它 的 不 定 和 式 》 了 (Kk)5k = ok) - C 就 要 困难 得 多 , 这 个 函数 g 可 能 没 


有 简单 的 形式 .例如 ， [ou umeros. ENRERE Y. (7 这 样 的 












































和 式 了 ， 而 我 们 对 此 一 点 线索 也 没有 . anual Yo 有 一 个 简单 的 形式 而 我 们 正 


好 还 没有 想到 它 ， 我 们 赁 什么 对 此 确信 无 疑 呢 ? 
1977 年 ，R. W. Gosper 发现 了 一 个 优美 的 方法 ， 只 要 flle 属 于 称 为 超 几 何 项 的 一 般 函 
数 类 ， 就 能 用 此 法 求 出 不 定 和 式 > SAk = g() C. 我 们 记 


( 多 项 式 的 整除 与 
整数 的 整除 类 似 . 例 


如 ， 


意 
总 


(k 


A. 
ta) Nq(k) 当 且 仅 


(k 


(k+a)\q(k) 就 
味 着 商 qu 


+A) 是 一 个 多 项 





3 q(-a)20.) 
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ER 
| mL MEE. (5.115) 
n k 


为 超 几 何 级 数 F(a ,…,a,; b,…,b,; 2) 的 第 后 页 . 我 们 将 把 F(a ,…,a,; b.e b,iz), 看 成 是 k 而 
不 是 :的 一 个 函数 .在 许多 情形 下 都 表明 ， 对 给 定 的 @…,a,,b,…,b, 以 及 z， 存 在 参数 6， 
Ayes Ay Byes By 以 及 Z， 使 得 
bea Ay 5° Ay 
b, aye 


As Ay 
Z| Ok=cF 
b Basset. 
k 


994, 





aa, 
F 
bb 




















z) +C. (5.116) 


如 果 这 样 的 常数 c,4,…, Ay Boo By Z AE, APERIRI E (aap; b,…,b,; z), 称 为 是 
可 用 超 几 何 项 求 和 的 ( summable in hypergeometric terms )，Gosper 算 法 要 么 求 出 未 知 的 常数 ， 
要 么 证 明 不 存在 这 样 的 常数 . 

JRR, WER tk +1) / (K) 是 K 的 一 个 不 恒 为 零 的 有 理 函 数 ， 我 们 就 称 1(k) 是 一 个 超 几 
何 项 (hypergeometric term )”、 这 本 质 上 就 意味 着 ，1(k) 是 像 (5.115 ) 的 一 个 项 的 常数 倍 .( 然 
而 会 出 现 与 零 有 关 的 技术 性 问题 ,因为 我 们 希望 当 k 取 负 值 以 及 当 (5.115 ) 中 诸 个 bp 中 有 一 个 
或 者 多 个 取 零 或 者 负 整数 值 时 ，t 都 是 有 意义 的 . 严格 地 说 ， 通 过 用 一 个 非 零 常数 与 一 个 
零 的 寡 的 积 来 乘 以 〈5.115 )， 我 们 就 得 到 最 一 般 的 超 几 何 项 ， 然 后 将 分 子 的 零 与 分 母 的 零 相 
抵消 ， 习 题 12 中 的 例子 有 助 于 阐明 这 个 一 般 法 则 . ) 

假设 在 x 及 是 一 个 超 几 何 项 时 我 们 想 要 求 > 1(k)5k . Gosper 算 法 分 两 步 走 ， 每 一 步 都 相 
当 直 截 了 当 . 第 1 步 是 将 项 的 比值 表示 成 一 个 特殊 的 形式 

(k-1 p(k+1) q(k) 

t(k) p(k) rk». 

其 中 p、gq 和 x 是 满足 下 述 条 件 

(kao) Nq(k) K (k B)vr(R) 

>a- p REER% (5.118 ) 

的 多 项 式 . 这 个 条 件 容易 达到 : 我 们 暂时 从 p(k) = 1 出发, FES qlk) 和 xr(k+1) 是 将 它们 分 解 
成 线性 因子 后 , 项 的 比值 的 分 子 和 分 母 . 例 如， 如 果 t(k) 有 (5.115 ) 的 形状 ， 我 们 就 从 因子 
ASS q(k) = (kt+a,)(k +a, )z EUR r(k) = (k- b, 一 ])…(k+b, 一 Dk 开始. 然后, 我们 来 检查 是 
否 违 反 了 (5.118 ) 如果 g 和 x 有 因子 (Kk+Q) 以 及 (x+B), H'Pa-82N»0, 我 们 就 将 它 
RIM q Fr PR, H 

pK a -1) = p(k(k+a-1(k+æ-2)--(k+ß8+1) (5.119) 
代替 p(k). 新 的 p、g 和 > 仍然 满足 (5.117 ) 我 们 可 以 重复 这 个 过 程 , 直到 (5.118 ) 成 立 . 一 
会 儿 我 们 将 会 看 到 为 什么 (5.118 ) 是 重要 的 . 

Gosper 算 法 的 第 2 步 是 完成 这 项 任务 一 一 求 一 个 超 几何 项 7T(k) ， 使 得 只 要 可 能 就 有 

t(k) =T(k+1)-T(k). (5.120 ) 
但 是 怎样 做 到 这 一 点 却 并 不 明显 ,我 们 需要 先 讨 论 某 些 理 论 ， 然 后 才能 知道 怎样 做 下 去 . 在 
研究 了 许多 特殊 的 情形 之 后 ，Gosper 注 意 到 ， 明 智 的 方法 是 将 未 知 函数 7(6) 写成 形式 






































(5.117) 
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rgo EPOR : (5.121) 





HP sk) 是 必须 用 某 种 方法 发 现 的 一 个 神秘 的 函数 . 将 (5.121 ) A (5.120 ) 并 应 用 (5.117 ) 
就 给 出 
r(E+Ds(E+TDLE+TD rs 
p(k +1) p(k) 
-q()s(k +D) rsk) 
p(k) p(k) 


t(k) = 








所 以 我 们 需要 有 

p(k) = q()s(k +1) —r(k)s(k). (5.122 ) 
如 果 能 找到 满足 这 个 基本 递归 关系 的 s(k) ， 我 们 就 找到 了 》 x(k)5k ; 如 果 不 能 找到 s() ， 
那 就 找 不 到 了 . 

我 们 假设 7(6 是 一 个 超 几何 项 , ARRE T (k 1) / T(K) 是 大 的 一 个 有 理 函 数 . 这 样 一 来 ， 
根据 (5.121) LAR (5.120), r(k)s(k)/ p(k) =T(k)/ (T(k-- 1) - T(k)) 是 的 一 个 有 理 函数 ， 
而 s(k) 本 身 必定 是 多 项 式 的 商 

s(k) = f(k)/g(k). 
但 事实 上 我 们 可 以 证 明 , s(k) 本 身 就 是 一 个 多 项 式 . 因为 如 果 g(k) 不 是 常数 , BL f(K) 5 glk) 
没有 公 因 子 , WEN 是 对 于 某 个 复数 6 使 得 (kK+ B) RI + B+ N -1) 两 者 都 作为 g(k) 的 因子 出 
现 的 最 大 整数 .由 于 N=1 总 满足 这 个 条 件 ， 故 而 的 值 是 正 的 . 方程 (5.122 ) 可 以 改写 成 

p(k)g(k * Dg() = gk) f (k * Dg(k) - r(k)g(k 1) f() ， 
XüREk--BEEk--B-N ， 就 得 到 

r(-B)gd- B)f(-B) =0=q(-B-N)fU-B-N)g-f-N). 
现在 f(-B) 20H. fd-B-N)40, AWN f filg 没有 共同 的 根 . 同样 有 g(1-B)z0 以 及 
e(-B-N)40, 如 若 不 然 ，g(k) 就 会 包含 因子 (Kk+B-1) 或 者 (K+B+N), 而 这 与 N 的 最 大 
值 性 质 相 矛盾 .于 是 ， 

r(-B)=q(-B-N)=0. 
但 是 这 与 条 件 (5.118) AR. AM s(k) 必定 是 一 个 多 项 式 . 

当 p(k). glk) VA r(k) 是 给 定 的 多 项 式 时 ,我 们 的 任务 就 归结 为 求 一 个 满足 (5.122 ) 
的 多 项 式 s(k) ， 或 者 证 明 不 存在 这 样 的 多 项 式 . 当 s(6 有 特定 的 次 数 g 时 ， 这 很 容易 ， 
为 对 未 知 的 系数 E) 我 们 可 以 写成 

ssa! +0, ko gm. a #0 (5.123) 
并 将 这 个 表达 式 代 和 人 基本 递归 式 (5.122 ) 中 . 多 项 式 *(6 满足 这 个 递归 式 , 当 且 仅 当 诸 w 都 
WHE (5.122) 中 大 的 每 一 个 寡 的 系数 相等 时 所 得 到 的 线性 方程 . 

但 是 我 们 怎么 才能 确定 s 的 次 数 呢 ? 事实 表明 ， 存 在 至 多 两 种 可 能 性 .我 们 可 以 将 

(5.122) 改写 成 形式 
















































































(习题 55 对 为 什么 
我 们 要 做 这 样 一 个 
魔术 般 的 代 换 给 出 
了 一 点 线索 . ) 


我 明白 了 : Gosper 提 
出 条 件 ( 5.118 ) 是 为 
了 使 这 个 证 明 能 
通过 . 


为 什么 不 是 r(= 
k1? R, RARR 
T. 
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2 p(k) = Q(K) (s( +1) +5(k)) + RO (s(k +1) -s()) , ( 5.124) 


HP OC) = q(k) - r(K) H. R(k) = q(K) + r(&) . 

如 果 stk) 的 次 数 为 4 , BAM s(k 1) s(k) 22a, k" + 的 次 数 也 为 4 ， 而 差 
s(k +1)—s(k) = As(k) = da 人 +… 的 次 数 为 d-1. (可 以 设 零 多 项 式 的 次 数 为 -1. ) 我 们 用 
deg(P) 表示 多 项 式 P 的 次 数 . 如 果 deg(Q) > deg(R), IRA (5.124 ) 右边 的 次 数 就 是 
deg(Q)- d ， 所 以 必定 有 qd = deg(p)—deg(Q). 另 一 方面 ， 如果 deg(O) < deg(R) 2 d' , 我 们 就 
figic Q(k) = A'K EA R(k) 2 AK" e, HrPA0, (5.124) 的 右边 就 有 形式 

(Na, * Ada, k $e, 
此 有 两 种 可 能 性 : 2A'-Adz0 , H d-deg(p)-deg(R)41 ; 24+4d=0 ， 且 
d > deg(p)-deg(R) +1. 仅 当 -24 14 是 一 个 大 于 deg(p)-deg(CR)+1L 的 整数 4 时 ， 才 需要 对 
第 二 种 情形 进行 检查 . 

好 的 ， 现 在 我 们 有 足够 的 事实 来 执行 Gosper 的 两 步 算 法 的 第 2 步 : 只 要 ( 5.122 ) 有 多 项 
Kfe, WAEI d 的 至 多 两 个 值 ， 我 们 就 能 发 现 s(k) ， 如果 s(k) 存在 ， 我 们 就 能 将 它 
代入 (5.121 )， 这 样 就 得 到 了 7 . 如 若 不 然 ， 我 们 就 证 明了 zt(k) 不 可 用 超 几 何 项 求 和 . 

现在 讨论 一 个 例子 : 尝试 计算 部 分 和 式 (5.114 ) Gosper 的 方法 应 该 能 对 任何 固定 的 n 推 
导出 


























x jeva 

的 值 ， 所 以 我 们 寻求 
case nY(-1* 

«o» D k (n - k)! 
的 和 式 . 第 1 步 是 将 项 的 比值 表示 成 所 要 求 的 形式 (5.117), 我 们 有 

(kl) k-n p(k+l)q(k) 

t(k) k+l p(k)r(k +1)” 

所 以 我 们 直接 取 p(k) -1, q(k) -k-nfür(k)-2k. p. g 和 7 的 这 种 选取 满足 (5.118), KR 
JE n 是 负 整 数 ， 我 们 假设 并 非 如 此 . 
现在 我 们 来 做 第 2 步 . 根据 ( 5.124 ), 我 们 应 该 考虑 多 项 式 Q(k) 2—n M R(k) 22k-n. 由 
TOR 的 次 数 比 0 大， 我们 需要 考虑 两 种 情形 : BEA d =deg(p)-deg(R) +1, CETE; BA 
d=-2V/A, EPA =n HA=2, Mifid=n. 第 一 种 情形 更 好 一 些 ， 因 为 它 不 要 求 n 是 
正 整 数 ， 所 以 我 们 首先 尝试 它 ， 仅 当 第 一 种 情形 不 成 立时 我 们 才 需 要 对 d 尝试 男 一 种 可 能 
TE. (Bed =0, s(k) 的 值 就 是 w ， 方 程 (5.122) 就 转化 为 

1 2(k-n)a, — ko. 
于 是 我 们 选取 a, =--1/n.， 它 满足 这 个 方程 并 给 出 

T(b)- r(k)s(k)t(k) 

p(k) 
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xz "ln! 
x4 ben gc 
E uh -p* z0 
"pe 9 ce 
这 恰好 就 是 我 们 希望 确认 的 答案 
如 果 用 同 角 的 方法 来 求 没有- 的 不 定 和 式 Y|, ok, WART t n-k ZA, 


其 他 的 都 几乎 相同 . 从 而 O) 2n-2k 比 R =n 有 更 大 的 次 数 , 我 们 将 得 出 结论 : d 取 不 可 
能 的 值 deg(p)-deg(O) 2 —1. (多 项 式 s( 间 不 可 能 有 负 的 次 数 ， 因 为 它 不 可 能 是 零 . ) 这 样 一 


来 ， (| Er LIN d 
直 


然而 , 一 旦 我 们 消除 了 不 可 能 性 , 不 论 剩 下 的 是 什么 A 
SÉ (FRIAR ZR BET). 当 在 第 1 步 中 定义 p、4 和 r 时 ， 我 们 就 决定 了 忽略 z 取 负 整 数值 的 


可 能 性 ， 如 果 它 取 负 整数 什 呢 ?我 们 就 到 n=_N ， 其 中 入 是 正 数 ， 这 样 aa 的 项 的 比 
[T3 






































(k+l) -K+N) p(kl) q(k) 
(K) k+l p(k) r(k+l)’ 


而 且 按照 (5.119 )， 它 应 该 能 用 p() = (k^, q() = -1 ，r(k)=1 来 表示 .Gosper 算 法 的 
第 2 步 现 在 就 告诉 我 们 ， 要 寻找 一 个 次 数 为 & = N -1 的 多 项 式 s(k) ， 最 终 或 许 会 有 希望 . 例 
如 ， 当 N=2 时 ,递归 式 (5.122) 是 说 我 们 应 该 求解 

k*1-2-((k*Da, +æ )-(kæ *a,). 
令 5 和 1 的 系数 相等 就 给 出 


1=-a@,-@; 1=-a@-a,-Q; 


EE 


T(k) i =(-1)" 
+1 
这 能 是 所 希望 的 和 式 吗 ? 是 的 ， "MN 


cy 2E eyed. Cet) = E | 









































2k+1 














附带 指出 ， 通 过 附加 一 个 上 限 ， 我 们 可 以 把 这 个 求 和 公式 写成 男 外 的 形式 : 


| "|= c ES 








“你 干 得 好 极 了 ， 和 福 
尔 摩 斯 “一 点 儿 也 
不 难 ， 我 亲爱 的 华 
Ho" 
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Lyr [^ ey | 
2 2 


-(-D" H , HU mco. 





这 个 表示 法 掩盖 了 这 样 的 事实 ， n 可 以 用 超 几何 项 求 和 ， 因 为 [mm/2] 不 是 超 几何 项 ( 见 


习题 12 ) 

如 果 对 某 个 整数 有 p(k) 20 , W (5.121) 的 分 母 中 可 能 会 出 现 问题 ， 习题 97 介 绍 了 在 
这 种 情况 下 我 们 能 做 什么 

注意 , 我 们 无 需 费 神像 这 一 章 早先 提 及 的 确定 的 超 几何 和 式 资 料 库 那 样 , 将 不 定 可 求 和 
的 超 几 何 项 编纂 成 集 , 因为 Gosper 算 法 提供 了 一 个 在 所 有 可 求 和 的 情形 下 都 有 效 的 快速 且 一 
致 的 方法 . 

Marko Petkovšek” 发现 了 一 个 将 Gosper 算 法 推广 到 更 为 复杂 的 反 演 问题 的 好 方法 ， 其 
想法 指出 了 ， 给 定 任 何 超 几何 项 t(k) 以 及 多 项 式 p (k), pE, po(k) ， 怎 样 确定 满足 7 阶 递 
归 式 























Hk) = p(T A+) +--+ p OT Gc 1) + p ET) (5.125) 


io ret itr Jus TCK). 
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如 此 漂亮 的 Gosper 算 法 仅仅 对 实际 中 遇 到 的 几 个 二 项 和 式 求 出 了 封闭 形式 , 但 我 们 不 必 
就 此 停 步 ， Doron Zeilberger ”指出 了 怎样 将 Gosper 算 法 加 以 推广 ， 使 它 变 得 更 加 优美 ， 能 
在 更 多 情形 下 获得 成 功 . 利用 Zeilberger 的 推广 , 我 们 可 以 处 理 对 所 有 天 求 和 的 和 式 ， 而 不 仅 
仅 是 部 分 和 式 ， 这 样 我 们 就 有 了 替代 5.5 节 和 5.6 节 中 超 几 何方 法 的 另 一 种 方法 ， 此外， 与 
Gosper 原 来 的 方法 相同 的 是 , 计算 可 以 几乎 无 需 人 工 操 作 而 由 计算 机 完成 ,我 们 不 需要 依赖 
聪明 和 运气 . 

其 基本 思想 是 , 将 要 求 和 的 项 视 为 两 个 变量 n 和 的 一 个 函数 t(n, 甩 ) . (在 Gosper 算 法 中 
FETT AI tk). ) 当 还 没有 事实 表明 xz 月 可 以 用 超 几何 项 关于 大 不 定 求 和 时 (让 我 
们 面 对 它 ， 只 有 相对 比较 少 的 函数 是 这 样 的 )，Zeilberger 注 意 到 ， 利 用 20 世 纪 40 年 代 修女 
Celine Fasenmyer 所 创立 的 思想 ， 我 们 常常 可 以 对 t(n, 有 加 以 修改 ， 从 而 得 到 另外 一 个 不 
定 可 求 和 的 项 . 例如 ， 事 实 往往 表明 ， 对 于 适当 的 多 项 式 B,(n) EQ). Bt, k)* 
B, (n)t(n 1k) 常常 是 关于 Kk 不 定 可 求 和 的 .而 当 我 们 关于 进行 求 和 时 ， 就 得 到 一 个 关于 n 
的 可 用 来 求解 问题 的 递归 式 . 

为 了 熟悉 这 个 一 般 性 的 方法 , 我 们 先 来 研究 一 个 简单 的 情形 . 假设 我 们 忘记 了 二 项 式 定 


理 , 而 又 想 要 计算 me . 没有 超人 的 洞察 力 和 来 自 灵 感 的 猜想 , 我 们 怎样 发 现 答案 呢 ? 
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例如 ， 在 5.2 节 的 问题 3 中 ， sues rae [^ ri em. 并 不 费力 气 就 得 到 
了 结果 ， 不 过 这 里 有 一 个 更 系统 的 方法 
Bi & z EARMA. Gospe PARIR, 除了 = = -1 的 情形 之 外 , R 


们 不 能 对 任意 的 n 用 超 几 何 项 来 计算 部 分 和 》 tn,k).， 所 以 我 们 转 而 考虑 一 个 更 加 一 般 
的 项 





km 


t(n,k) = B,(n)t(n,k) + B (n)t(n +1, &). (5.126 ) 
我 们 将 寻求 使 得 Gosper 算 法 能 够 成 功 的 B(n) A B(n) 的 值 . ERTER tin Lk) 与 
t(n,k) 之 间 的 关系 来 从 这 个 表达 式 中 消去 t(n+1,k) ， 从 而 化 简 (5.126). 由 于 


tn*Lk) (n+D!lz* (n-k)!k! 
tn,k) (n+1-k)!k! n!z* 











|| ntl 
»n*l-k' 
我 们 有 
" 可 t(n,k) 
ar) eae , 
其 中 


D(a, k) 2 (n-1— &) By (n) * (n - D) B (n) . 
现在 我 们 对 f(n,k) 应 用 Gosper 算 法 (RF n 2E). 首先 ， 如 同 在 (5.117) 中 那样 ， 记 
f(n,k +1) _ Pln,k+1) q(n,k) 
f(n,k) (n,k) r(n,k+1)` 
Gosper 的 方法 从 p(n, k) =1 出 发 会 求 得 这 样 的 表示 ， 但 是 利用 Zeilberger 的 推广 ， 我 们 从 
ÊN, k) = p(n, k) 发 会 更 好 一 些 . 注意 , MERRITT (n, k) = f(n, k)/ p(n, k) VU pa k) = p(n, k)/ 
Pk) ， 方 程 (5.127) 就 等 价 于 
t(n,k +1) - p(nk-1) q(nk) 
t (n,k) p(nk) r(n,k+1)` 
FT, M pon k) =1 出 发 ， 通 过 寻求 满足 (5.128) Wp. qir, 我 们 可 以 求 得 满足 (5.127) 
Wp. g 和 7. 这 就 使 问题 变 得 容易 了 , D T (n k) ABIRE (0, k) 中 出 现 的 未 知 量 B, (n) 和 
有 (在 我 们 的 情形 中 ， 有 Fi = t(n,k) (n+1-k) = ntz* (n+1-k)!k!, PLA 
t(nk*l) (nt+1-k)z 
t (n,k) k+l 
我 们 可 以 取 g(n,f)= (0 1- K)z 以 及 r(n,k) = 大 .假设 这 些 关于 /的 多 项 式 满足 条 件 ( 5.118 ) 如 
果 它 们 不 满足 ， 我 们 设想 去 掉 来 自 g Flr 的 因子 并 包含 p(n,k) 中 对 应 的 因子 (5.119 ); 但 是 
我 们 应 该 仅仅 当 ( 5.118 ) 中 的 量 g -是 一 个 与 无关 的 正 整数 常数 时 才 这 样 做 ， 因 为 我 们 








( 5.127) 


























(5.128 ) 











E 


是 否 不 用 查看 表 5-4? 


这 一 次 我 们 记 住 了 
为 什么 r(n,k) 不 等 
于 大 二 1] . 


X dk deg(O) 在 
这 里 表示 关于 丰 的 次 
数 ， 而 把 1 当 作 常数 
处 理 . 
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希望 我 们 的 计算 对 任意 的 n 都 成 立 .( 实际 上 ,利用 广义 阶乘 (5.83 ) 可 知 , 我们 得 到 的 公式 
即便 当 n 和 不 是 整数 时 也 成 立 . ) 

从 这 个 意义 上 说 ,我们 对 g 和 7 的 第 一 种 选择 确实 满足 (5.118 )， 所 以 正好 可 以 转移 到 
Gosper 算 法 的 第 2 步 : 用 (5.127 ) 代替 (5.117) 来 求解 与 (5.122 ) 类 似 的 方程 . 所 以 我 们 想 
要 求解 























p(n, k) 2 q(n, k)s(n,k +1) -r(n,k)s(n,k) , (5.129) 
其 中 

s(n,k) = a, nk +æ, (nk +--+ (n) (5.130) 
是 一 个 尚 不 为 人 知 的 多 项 式 . s 的 系数 被 视 为 n 的 函数 , 而 不 只 是 常数 . ) 在 我 们 的 情形 中 ， 
方程 (5.129) 是 

(nt+1—-k)B,(n)+ (n+ 1) B (n) 

=(n+1—k)zs(n,k *1) - ks(n,k) , 

我 们 把 它 看 成 是 一 个 关于 的 以 n 的 函数 做 为 系数 的 多 项 式 方程 ， 与 前 面相 同 ， 我 们 通过 考虑 
Q(n,k) = q(n,k) —r(n, k) Fl R(n, k) = q(n,k)+ r(n, k) RE s 的 次 数 4 . 由 于 deg(O) = deg(R) =1 
(假设 z+1 ), 我 们 就 有 qd = deg(p) -deg(Q) 20 , H s(n,k) =n) 与 上 无 关 . 我 们 的 方程 就 


变 成 



































(n+1- 6 (n)+(nt+)DB(n) =(n4+1-kK)za,(n)—ka,(n) , 
让 ASAE, BASSE A k TTAB 

(nt+)A(a)++Dh(n)-(n+)zaq(n)=0, 

-p (n) +(z+Doo(2)=0. 

因此 我 们 有 一 个 满足 条 件 

A@e=ztl, B@=-l, %(n)=s(n,k)=1 
Hj (5.129) fe. 碰巧 ，x 去 掉 了 . ) 

我 们 用 一 种 纯粹 机 械 的 方法 发 现 了 , T (n,k) = (z+ Dt(n, K) ^ (n +1, k) 是 可 以 用 超 几 何 项 

求 和 的 ， 换 名 话说 ， 

f(n,k) =T(n,k+1)-T(n,k) ， (5.131) 
HP T(n, k) ERF k PRL. KS Tn, k) 是 什么 呢 ? 根据 (5.121) ) 和 (5.128), R 
们 有 






































r(n,k)s(n,k)t (nk) 
Pln,k) 
因为 5(n,k) =1.〔 的确 ， 事 实 表明 p(n, k) 实际 上 几乎 总 是 等 于 1. ) 从 而 


fuge det 1 ED le 
r= nei-kik k-1 


十 分 肯定 的 是 一 切 都 经 过 了 核查 一 方程 (5.131 ) WE: 


T(n,k) = = r(n,k)s(n,k)E(n,k) , ( 5.132) 
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n ntl n n R 
ce (tj ( k «t na 3 


但 是 ,我们 实际 上 并 不 需要 精确 地 知道 7(n,k) ， 因 为 我 们 是 在 针对 所 有 的 整数 对 
t(n,k) 求 和 我们 需要 知道 的 就 是 ， 当 1 是 任意 一 个 给 定 的 非 负 整数 时 ，7T(n,) 仅 对 有 限 多 
Tk ESETE. FE T (n, k 1) -T(n, K) 对 所 有 大 的 求 和 必定 缩减 为 零 . 

BS, = > t(n,k) = i 于 ， 这 是 我 们 开始 时 所 讨论 的 和 式 ， 现 在 来 对 它 进 行 计 算 ， 
为 我 们 现在 知道 了 许多 关于 (2 旭 的 知识 .Gosper-Zeilberger 方 法 推出 

>》 ((z+De(n,k)-t(nt1,k)) = 0. 


但 是 这 个 和 式 是 (z+D> tk) - 3, tt LA) = (24S, - Si. 这样 一 来 ,我们 就 有 

Sag =~ +S, - (5.133 ) 
啊 哈 ! 这 是 一 个 我 们 知道 怎样 求解 的 递归 式 ， 只 要 知道 8 即 可 . 显然，S =1. 于 是 就 推出 ， 
对 所 有 整数 n 三 0 都 有 5, = (z+1)”. 证 明 完 毕 . 

让 我 们 来 回顾 这 一 计算 ， 并 将 我 们 所 做 的 事 加 以 总 结 ， 使 之 也 能 应 用 于 其 他 的 求 和 项 
t(n,k). “4t(n,k) 给 定时 ，Gosper-Zeilberger 算 法 可 以 总 结 如 下 : 

0 和 置 1:=0. (我 们 将 寻求 关于 n 的 1 阶 递归 式 . ) 

1 &f(nk)- pmt, k) +--+ B, (nn Lk) , EF pa), B, (0) AALS PRA. 利用 
t(n, k) 的 性 质 寻 求 B(n),…,B(n) 的 一 个 线性 组 合 p(n,k) ,其 系数 是 关于 nn Mk BOE, 使 
得 f(n,k) 可 以 写成 形式 p(n, k)t (n, k) , EPT, k) 是 关于 Kk 的 超 几何 项 ， 求 多 项 式 p(n, 、 
q(n,k) 和 r(n,k) , BEIS t (n, k) 的 项 的 比值 表示 成 (5.128 ) 的 形式 ， 其 中 gq(n,k) F rC, k) WE 
Gosper 条 件 (5.118). Æ p(n, k) = p(n, k) p(n, k). 

2a id, =deg(q-r), d,=deg(q+r), 以 及 

l o y dody 
deg(p)—d, +1, do «d, 


























































































































2b Wa 20, H (5130) EX s(n, k), JE)EISORT 0s 0 b b, 的 诸 个 线性 方 
程 ， 这 些 方程 是 在 基本 方程 (5.129 ) HS k SERE A BOSE TAS BUY. 如 果 这 些 方程 有 一 个 
使 得 By, B, 不 全 为 零 的 解 ， 就 转 到 第 4 步 ， 如 若 不 然 ， 当 do «d, 且 -2%4 /4 是 一 个 大 于 4 的 
整数 时 ( 其 中 4 是 q+tr Pk" 的 系数 ， 而 公 则 是 gz-r rk BIZ, Ed: 24 /AÀf 
重复 第 2b 步 . 

3 (MAn, k) 不 是 超 几何 可 求 和 的 . ) 将 1 增加 1 并 回 到 第 1 步 . 

4 (成 功 . ) 置 Tn 和 二 x(n 有 s(n, T (n, / pn, I) .. HRA, WABIT (n, =7(n, 
k1)-T(,À). 

以 后 我 们 将 要 证 明 ， 只 要 t, k) 属于 称 为 正常 项 (proper term) 的 一 个 大 类 ， 这 个 算法 
就 能 成 功 地 终止. 

二 项 式 定 理 可 以 用 很 多 方法 得 到 ， 所 以 我 们 关于 Gosper-Zeilberger 方 法 的 第 一 个 例子 与 






























































事实 上 , 当 |z|<1 Hn 
是 任意 复数 时 ， 有 
limT(n,k) =0 .所 以 
(5.133) 对 所 有 1 为 
真 ， 且 特别 地 ， 当 7 
是 负 整 数 时 有 
S,2(z4ly. 


关键 之 处 在 于 ,Gosper- 


Zeilberger 方 法 总 是 引 
导出 诸多 关于 未 知 量 
a fo p AREFE, 

BA (5.129) 的 左边 
关于 诸 个 6 是 线性 
的 ， 而 右边 关于 诸 个 
t 是 线性 的 . 
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其 说 是 令 人 印象 深刻 ， 还 不 如 说 是 富有 指导 意义 ， 接 下 来 ， 我 们 处 理 范 德 芝 德 着 积 、Gosper 
SZeilergrf MIRK f Y» [3^ artt ARMI = 开始， 本质 























是 重复 Gosper 原 来 的 算法 ， 党 斌 | f. ^. JIESRTDURRULRERCRERL ABIRE, d 


a b 是 一 个 指定 的 非 负 整数 ,那么 事实 表明 这 个 项 的 确 是 可 求 和 的 〈 见 习题 94 ) 不 过 我 们 
感 兴趣 的 是 a Alb 的 一 般 值 ， 而 由 这 一 算法 很 快 就 发 现 ， 这 个 不 定 的 和 式 一 般 来 说 不 是 超 几 
何 项 . 所 以 ! 从 0 增加 到 1, 而 这 个 算法 则 尝试 用 Zn, 有 )= B,(n)t(n, k) + B,(n)t(n + 1k) 作为 替代 
往 下 进行 如同 我 们 在 二 项 式 定 理 的 推导 中 那样 ， 下 一 步 是 记 f(n,k)= p(n, k)t(n,k) ， 其 中 
pn, k) 是 通过 在 t(n+1, 有 /tln,k) 中 去 掉 分 母 而 得 到 的 . 在 这 种 情形 中 ( 请 读者 在 一 张 便条 纸 
上 与 我 们 一 起 来 检验 所 有 这 些 计算 )， 它 们 并 不 像 看 起 来 那么 困难 ， 一 切 都 按照 类 似 的 方式 
顺利 进行 ， 不 过 现在 有 

p(n, k) = (n+1—-k)B,(n) + (b-n+k)B(n) = pink) ， 

t(n,k)=t(n,k)/(n+1—-k) 2 albV (a-k)!k\(b-n+k)\(n+1-k)!, 

q(n,k) =(n+1-k)(a—-k), 

r(n,k) =(b-n+k)k. 
第 2a 步 发 现 deg(q—r) < deg(qt+r) H d=deg(p)—deg(qtr)+1=0 ， 所 以 s(n, k) 仍然 与 无 
X. Gosper 的 基本 方程 (5.129 ) 与 关于 三 个 未 知 量 的 两 个 方程 是 等 价 的 : 

(n1), (n) (b-n)B (n) - (n* Dao, (n) 20 , 

-A (n) * B (n)* (a*b*l)a,(n)-0, 
这 两 个 方程 有 解 

B,(n)=atb-n, B(n)=-n-1, œ(n)=1. 

我 们 得 出 结论 : (a+b-n)tn,k)-(n+Dt(n+1,k) 关于 大 是 可 求 和 的 . 因此 ， 如 果 


a b : . 
s X]. 则 递归 式 




























































































+b- 
Sua = y 
n+l 





n 



































- PON. TCR ee Ae 
or. As, zu | 这 是 由 于 Su =1. 这 真是 小 菜 一 碟 . 
n 


那么 关于 (5.28) 中 的 Saalschiitz 的 三 重 二 项 恒等式 呢 ? 习题 43 中 关于 (5$.28 ) 的 证 明 是 
很 有 意思 的 , 不 过 它 需 要 灵感 ， 当 我 们 将 一 门 艺 术 转 换 成 一 门 科学 时 ,其 目的 是 用 艰苦 的 劳 
动 代替 灵感 ， 所 以 我 们 要 来 看 Gosper-Zeilberger 的 求 和 方法 是 否 能 用 纯粹 机 械 的 方式 发 现 并 
日 证 明 (5.28). 为 方便 起 见 , 我 们 做 代 换 m=btd, n=a, r=atb+ctd, s=atbtc, 
使 得 (5.28) 有 更 加 对 称 的 形式 























we 
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»3 (at b ct dk) 
T (a - k)(b — k)Xe-- k)Y(d 4- k)!k! 
_(a+b+c+d)!(a+b+c)!(a+b+d)! 
alb\(a+c)"atd)\(b+c)'"b+d)! 
为 了 使 得 这 个 和 式 是 有 限 的 ， 我 们 假设 a 或 者 bp 是 非 负 整数 . 
WE (nk) 2 (ne bec d - k)V(n-k)Yb —-k)Xc Kd -k)k! BA X f(nk) = B, (t(n, k)+ 
B.) n Lk). 沿 着 一 条 开始 变 得 陈旧 的 路 走 下 去 ， 我 们 取 
p(n,k) 2 (n*1- &)B, (n)+(n+1+b+c+d +k) (n)= (n,k) , 
i(n,k) = nk) — (n+b+c+d+k)! | 
(n*l-k) (n+1-k)!(b-k)!(c+k)!(d+k)!k! 
q(n,k)=(n+b+c+d+k+1)\(n+1-kX(b-k), 
r(n,k)=(c+k)\(d+k)k , 
我 们 尝试 对 s(n, k) 求解 (5.129 ). 再 次 有 deg(g- 门 <deg(g+r) ， 但 是 这 一 次 有 
deg( 记 ) 一 deg(9+7)+1= 一 1， 所 以 我 们 看 起 来 像 是 被 难 住 了 . 然而 , 第 2b 步 对 于 s 的 次 数 有 一 
个 重要 的 第 二 选择 ， 即 4 = -2Xw/4 ,我 们 最 好 还 是 在 放弃 之 前 对 它 做 一 下 尝试 ， 这 里 
R(n,k) = q(n,k) o r(n,k) 2I? +- , RW A=2, MZT O(n, k) = q(n k) -r(n k) J& T k B 
JU LS d As np ENB EHE — K^ WABCO WE! REE A 20, ，Gosper 人 允许 我 们 取 
d 20V s(n,k) = œ (n). 
要 求解 的 方程 就 是 
(n+) A (n) * (n *1*- bct d)B (n) (n+)(nt+1+b+c+d)ba,(n)=0;, 
-,(n)* B(n) -((n+Db-(n+1+b)(n+1+b+c+d)-cd) a(n) -0. 
在 经 过 一 些 辛劳 之 后 ， 我 们 就 求 得 
Bln)=(n+t+l+b+o(n+l+b+d)(n+l+b+c+d), 
Bln)=-(n+D)(nt+l+c)(n+1+q), 
om(1)=21+2+D+c+d . 
恒等式 (5.134 ) 就 立即 得 出 . 
如 果 我 们 从 n=4a 而 不 是 从 n=a AF, 就 能 得 到 (5.134 ) 的 一 个 类 似 的 证 明 . ( 见习 
题 99. ) 
Gosper-Zeilberger 方 法 既 帮 助 我 们 计算 对 某 个 限定 范围 求 和 的 确定 和 式 ， 也 帮助 我 们 计 
算 对 所 有 大 求 和 的 和 式 . 例 如， 我 们 来 考虑 
so- 3 ("5") $ (5.135 ) 


Z s 
iw k 


(5.134) 






































M 2 - 时 我 们 得 到 (5.20 ) 中 一 个 “出 乎 意料 的 ”结果 ，Gosper 与 Zeilberger 预 料 到 有 这 个 








结果 吧 ? itio (^r: 就 将 导出 


决定 哪 一 个 参数 称 
为 7 是 仅 有 的 非 机 械 
劳动 的 部 分 . 


注意 ， 光 不 是 @ 的 首 
项 系数 ， REARR 
的 首 项 系数 . BM 
OP k*9 7 的 系数 . 


汗水 流 消 走 , 恒等式 
随 之 来 . 


5.8 机械 求 和 法 197 


p(n, k) = (n € 1), Q0) * (n 1- K) B (n) = pak) ， 
t (nk) 2 t(n, k) / (n 1) * (n K)t!z* /k(n+1)!, 
q(n,k)=(n+1+k)z ; 
r(nk)-k, 
H.deg(s) = deg(p)-deg(q—-r)=0. 方程 (5.129) AL (m) 21, B(n)=z-1, s(n,k)=1 
求解 .这 样 一 来 ， 我 们 就 求 得 
t(n,k) - (z -Dt(n-1, k) 2 T(n, k 1) -Tn,k), ( 5.136) 
HP T(n, k) = r(n, k)s(n k) (n,k) / B(n,k) = Ga 我 们 现在 能 对 ( 5.136 FOX k xnl 























求 和 ， 得 到 
S,(z)+t(,n+1+(z-DS,,,(2) 2 T(n;n-2)- T(n,O) 


2n+2 n+2 
= Z 
n+1 
2n+1) ,, 
=2 Z^ 
n 


2n+1 2n+1 
Bü ren iji 4 A jp 所 以 
n 


+1 n 


1 2n+1) pa 
s, seva R ) | ( 5.137) 


我 们 立即 看 出 ， = = 了 的 情形 是 特殊 的 ， Hs,,(5]=25,(3}. 此 外 ， 递 归 式 (5.137) 可 以 


通过 将 求 和 因子 4-z)"" 应 用 于 两 边 而 得 以 简化 ， 这 就 得 到 一 般 的 恒等式 
1-2z «4 F 


nwo( atk), 
(l-z) * : ) aD i 
在 Gosper 和 Zeilberger 发 现 他 们 的 重要 方法 之 前 , 很 少 有 人 会 想到 有 这 样 的 结果 ,而 现在 出 现 
这 样 的 恒等式 已 经 司空 见 惯 了 . 
那么 我 们 在 (5.74 ) 中 遇 到 过 的 类 似 的 和 式 
n(n-k 
=") y ( 5.139) 


如 何 呢 ? 我 们 信心 满怀 ， 时 ob 人 Je 并 着 于 计算 

















Jea-oy ( 5.138) 








p(n,k) - (n *1- 24) B, (n) + (n+1-k)B (n) = PG, k) ， 

t (n,k) 2 t(n, k) / (n 1-2K) =(n-k)!2* / kn*1-2&)! , 
q(n,k) =(n+1-2k)(n-2k)z , 

r(n,k)=(n+1—-k)k. 
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喔 ,如 果 我 们 假设 zz E 就 没有 办 法 求解 ( 5.129 ), KAAKA deg( p) - deg(q 7) =-1. 
没有 问题 .我 们 直接 添加 另外 一 个 参数 B,(n) , FFAS FO k) = pn, K) + B (n) 
t(n+1,k)+B,(n)t(n+2,k) 取而代之 : 
p(n,k) 2 (n-1-2K)(n* 2- 2k) B, (n) 
(n -1-K)(n4 2 - 2k) (n) 
*(n*1-K)(n*2—-K)B, (n) = p(n,k) 
T (nk) 2 t(n,k) / (n-1-2k)(n* 2-2k) » (n - k)tz^ / kn 2—-2k)! , 
q(n,k) (n 2-2k)(n*1-2Kk)z , 
r(n,k)=(n+1—-k)k. 
METUR s(n,k) =n), Ti (5.129 ) 确实 有 一 组 解 : 
Bln)=z, B=1, (n)=-1, Qo(n)=1. 
我 们 已 经 发 现 了 
zt(n,k)+t(n+1,k)—-t(n+2,k) =T(n,k+1)-T(n,k) , 








ntl-k 


H P OT (n,k) S&F r(n,k)s(n, k)E (n k)/ p(n, k) 2 (n 1— K)kt (n,k) -| "T 


大 = 寻求 和 就 给 出 


0 0 1 
sofao {tje HA.) 


=T(n,n+1)-T(n,0). 


y M k=0 到 


MOTTA n = 0 BA 5 ae = Hu z" =T(n,n+1), Brief 5] 


Saa) = Sra Z) +S, E), nzo. (5.140 ) 
在 第 6 章 和 第 7 章 中 我 们 将 要 研究 这 种 递归 式 的 解 ， 当 5,(z) = S51(z) =1 时 , 那 两 章 里 的 方法 直 
接 从 (5.140 ) 导出 封闭 形式 (5.74 ). 
再 讨论 一 个 著名 的 例子 将 使 这 一 图 景 完 整 无 缺 . 1978 年 , 法 国 数学 家 Roger Apéry 解 决 了 
一 个 长 期 悬而未决 的 问题 ， 他 证 明了 数 5G) 21-2243? +43 +… 是 一 个 无 理 数 09， 其 证 明 
的 一 个 主要 部 分 包含 二 项 和 式 


ny (n+ky) 
sa: (si) 


对 于 这 些 和 式 ， 他 宣布 了 一 个 递归 式 ， 而 那 时 其 他 数学 家 还 无 法 对 此 进行 验证 .〈 数 A, 从 那 
时 起 被 称 为 Aptry 数 ,我 位 有 4 =1, 4=5, 4,=73, 4,=1445, A, =33001. ) 最 后 B59， 
Don Zagier 和 Henri Cohen 对 Apéry 的 论断 找到 了 一 个 证 明 ， 而 他 们 对 这 个 特殊 (但 确 是 困难 ) 
的 和 式 给 出 的 证 明 ， 正 是 最 终 引 导 Zeilberger 发 现 我 们 正在 讨论 的 一 般 方法 的 关键 线索 . 
实际 上 ， 到 目前 为 止 我 们 已 经 见 过 足够 多 的 例子 ， 这 使 得 (5.141 ) 中 的 和 式 平 几 得 几乎 









































1) æ 
s(-1)** 


(nt1) /2". 


( 首先 尝试 不 用 p, 
但 是 很 快 就 失败 
Ted 
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ju nY (nk 
唾 手 可 得 . TOA : 
我 们 尝试 求解 (5.129 )， 其 中 
p(n,k) 2 (n--1- ky (n4 2— ky! B,(n) 
+(n+1+k) (n 2-ky p(n) 
+(n+1+k) (n 2k B, (n) = p(n,k) , 
f (n,k) 2 t(n,k)/ (n-1—k (n 2-kY 2 (n K)E/k (n 2-K)P, 
q(n,k) =(n+1+k) (n+2-k)’, 
r(n,k) 5 k*. 
(我 们 不 担心 g 有 因子 (x+n+1) 而 r+ 有 因子 的 事实 ,这 并 不 违反 ( 5.118 )， 因 为 我 们 是 把 n 
视 为 变动 的 参数 ， 而 不 是 固定 不 变 的 整数 . ) m T qp k)-rmk) 2-206 +… ， 我 们 可 以 令 
deg(s) --24/ A22 ， 所 以 取 
s(n,k) 2 @,(n)k? + a (nk * an). 


样 选择 的 s ， 递 归 式 (5.129) 就 归结 为 关于 B), B(n), B. (1), & (n), (n), (n) 六 个 未 知 
的 五 个 方程 . 例如， 由 大 的 系数 给 出 的 方程 就 简化 成 
B,* B *B,-0o,-2a,-0o,-0; 
而 由 大 的 系数 给 出 的 方程 是 
B, * B, * B, +a,+(6+6n+2n’)a, =0. 
另外 三 个 方程 更 为 复杂 .但 是 要 点 在 于 : 这 些 线性 方程 ( 如 同 在 到 达 Gosper-Zeilberget 算 法 的 这 
一 阶段 时 出 现 的 所 有 方程 一 样 ) 都 是 齐 次 的 ( homogeneous )， 它 们 的 右边 都 是 零 . 所 以 ， 当 未 
知 数 的 个 数 超过 方程 的 个 数 时 ， 它 们 总 有 非 零 的 解 .在 我 们 的 情形 中 ， 已 经 明确 有 一 个 解 是 
B,(n) 2 (n1) , 
B, (n) » - (2n * 3(177n^ * 51n +39) , 
B,(n) 2 (n*-2y , 
a(n) = -16(n*TD)(n*2)2n*3), 
a(n) =-12(2n +3) , 
œ (n) = 8(2n +3). 
由 此 得 出 ， 
(n4 D?t(n,k) - Qn 3071? 4 51n 4 39)t(n + 1,) 
+(n+2 t(n+2,k) =T(n,k -1) -T(n,k) , 


| DREGE) = B (ntn, k) + B(n)t(n+1,k) + B, (n)t(n+2,k) , 
































B x 



























































HEP T(n, k) = k*s(n, )t (n,k) = (2n +3)(8k? -12k - 16(n 1) €2)) (n IF Kk - n 
(n-2-k)P. AFERA, PH ApéryBU BAS KEL Ba SUA 
(n+l) A, (n 2) A, =(2n43)(17n? € 51n439)A, ,. (5.142 ) 
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Gosper-Zeilberger 方 法 对 于 我 们 在 这 一 章 里 遇 到 过 的 所 有 和 式 都 有 效 吗 ? 不 . tnu k) FE 
(5.65 ) 中 的 求 和 项 4 (k+) (n-k41) "WY, 它 就 不 适用 , AAAS LEE t(n, k +1) / t(n, k) 


AG k AYA TH AML. BYP Qu =| fo 这 样 的 情形 它 也 失效 因为 另 一 个 项 的 比值 








1(n 二 1,k)/t(n,k) 不 是 的 有 理 函 数 .( 不过， 我 们 可 以 通过 对 a z* 求 和 ， FES z= n ADEE 


它 . ) XP FX fey 08.85 ELA t(n, K) = 1/(nk +1) 的 求 和 项 它 也 失效 ， 尽 管 (nk +1)/t(n, k) 和 
t(nt+1,k)/t(n, k) ABE n All k WJA HERZ. 

但 是 Gosper-Zeilberger 算 法 确保 了 在 众多 情形 , 即 只 要 求 和 项 t(n,k) 是 所 谓 的 正常 项 就 能 
够 取得 成 功 ， 所 谓 正常 项 是 指 可 以 表示 成 
(ant a/k+a,")!--(a,nt+a,/k+a,")! 
(bn bk +b”)! (b nt b kb" 
形式 的 项 .这 里 f(n k) 是 关于 n Ak WNEIR, RA aua asia, b bleib, b, 是 指 
定 的 整数 常数 ， 参 数 w 和 = AEP, WRITE a", a, bises b," WERNER. 3E 
们 将 要 证 明 : ELE tn, k) 是 一 个 正常 项 , 就 存在 不 全 为 零 的 多 项 式 An) bn) 以 及 一 个 正 
常 项 T(n,k) ， 使 得 

Atn, Kk) +--+ B(nyt(n4+l,k) =T(n,k +I) -T(nyk). 

Fi ASHEN ADF WilfflZeilberger" "^l. 

WEN 是 使 增加 1 的 算 子 ， 天 是 使 天 增加 1 的 算 子 ， 举 例 来 说 ， 这 样 就 有 N’ Ktn, k) = 
t(n+2,k+3). 我们 要 来 研究 关于 N 、K 和 的 线性 差分 算 子 ， 也 就 是 形 如 




















t(n,k) = f(n,k) w'z* (5.143 ) 


























(5.144 ) 








H(N,K,n) = Y Y'a, NK 


的 算 子 多 项 式 ， 其 中 a, (n) 是 关于 的 多 项 式 ， 我 们 发 现 的 第 一 个 事实 是 ， 如 果 t(n,k) 是 任 

何 一 个 正常 项 , EL H(N, Kn) 是 任何 一 个 线性 差分 算 子 , 那么 AON, K,n)t(n, k) 就 是 一 个 正常 

项 . 假设 t 和 五 分 别 由 (5.143 ) 和 (5.145) 给 出 , 那么 我 们 就 定义 了 一 个 基础 项 base term ) 

Fink), = [Gat ak +a,lla, < 0]+4/J[a/<0]+a;")! 2 
"^ [655 + b,1[b, > 0] Jb! > 0]+5,")! 


(5.145 ) 





























k 
o s 


Pian, AE t(n, k) 是 i "nu = (n-2k)V kXn—3k)! ， 那 么 与 次 数 为 和 的 线性 差分 算 子 对 


应 的 基础 项 就 是 7(n,f)) y 2 (n-2k -2J) Wk - J)n-3k - D!. 关键 点 在 于 : HEOEIEIH. 
0x j XJ , a, (n)N' K't(n,k) SES T t (n, k), ) 乘 以 一 个 关于 n 和 的 多 项 式 . 多 项 式 的 一 个 
有 限 和 式 是 一 个 多 项 式 ， 所 以 HN, K, Mn, k) 有 所 要 求 的 形式 (5.143 ). 

下 一 步 要 证 明 , 只 要 t(n,k) 是 正常 项 , 就 总 是 存在 一 个 非 零 的 线性 差分 算 子 H(N,K,n) , 














“ 当 Littlewood 教授 
使 用 代数 恒等式 时 ， 
他 总 是 让 自己 避免 
陷入 证 明 它 的 烦恼 
中 . 他 坚持 认为 : 一 
个 恒等式 如 果 为 真 ， 
那么 任何 对 验证 足 
够 迟钝 的 人 都 只 需 
花费 少许 笔墨 就 能 
验证 它 . 在 下 面 几 页 
里 , 我 的 目的 是 驶 斥 
这 一 论断 . 

F. J. Dyson?! 





如 果 t(n,k) 5 n 无 
关 ， 会 怎样 ? 


这 里 的 技巧 在 于 将 万 
视 为 关于 KK 的 一 个 多 
项 式 ， 然 后 用 A+1 
RAK. 
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H(N,K,n)t(n,k) = 0. 
WO<i<1 HOS<J/S<J, WEKE NK’, k) 就 等 于 7(n,k), , 乘 以 一 个 关于 n 和 
的 多 项 式 ， 这 个 多 项 式 关 于 变量 的 次 数 至 多 是 

D,,= deg( f) +|a, |Z + a'I + +la,| I+ 





J 








a, 
b; 
因此 ， 如 果 我 们 能 求解 出 关于 (+D(C7+D 个 变量 w (0) B D, ,+1 个 齐 次 线性 方程 ， 这些 方 
程 的 系数 是 WETER, IATER H 就 存在 . 我 们 所 需要 做 的 就 是 选择 足够 大 的 上 和 .7 ， 
(AF T+ DJ+D>D,,+1. Bü, 我们 取 T=24'+1 以 及 J=24+deg(f) ， 其 中 


+Z lor [o - 

















Aja e, 





+|b,|+---+[b,| ; 
A' - la] |o, b]. 

EB Rc 26: MOTE HN, K,n)t(n,k) = 0 过 渡 到 (5.144 ) 的 解 . EE A 1848 fi 
小 , 也 就 是 说 , 使 得 厂 关 于 KK 有 可 能 的 最 小 次 数 . 对 某 个 线性 差分 算 子 G(N,K,n) ,我 们 可 
以 记 





t [br 




















H(N,K,n) = H(N,1,n)-(K -G(N,K,n). 
i H(N,1,n) = B,(n) * BN +--+ PMN" 以 及 T(n,k) 2 GN, K,n)tG k) , BBA T(n, k) 是 一 
PERM, H (5.144) 成 立 . 
证 明 几 乎 就 要 完成 了 ， 我 们 仍然 需要 检验 H(N,Ln) SEAS. WREE, J 
AT (n,k) AG k TCR. 所 以 就 存在 多 项 式 B, (n) Al B, (n) , 1855 (IB, (n) - B, ()N )T(n, k) 20 . 1 
HEIME, (By) B(n)N)GN, K,n) 就 是 一 个 次 数 为 了 -1 的 非 零 线性 差分 算 子 ， 它 使 和 
t(n,k) 变 为 零 . 这 与 了 的 最 小 性 矛盾 ， 由 此 我 们 对 (5.144 ) 的 证 明 就 完成 了 . 
一 旦 知道 了 (5.144 ) 对 某 个 正常 项 7 成 立 , 我们 就 能 确信 : Gosper 算 法 将 会 成 功 地 求 出 
T( 或 者 7 加 上 一 个 常数 ). 尽管 我 们 只 对 单 变量 的 超 几 何 项 t(k) 的 情形 证 明了 Gosper 算 法 ， 
但 是 我 们 的 证 明 可 以 推广 到 如 下 两 个 变量 的 情形 : 存在 无 穷 多 个 复数 n ， 使 得 当 g(n, k) 和 
x(n,) 完全 分 解 成 关于 的 多 项 式 时 , 条 件 (5.118) 成 立 ,， 而 且 对 于 这 样 的 复数 ,第 2 步 中 4 
的 计算 与 Gosper 的 单 变量 算法 的 计算 吻合 . 对 所 有 这 样 的 上” ， 我 们 前 面 的 证 明 表 明 存 在 一 个 
关于 的 合适 的 多 项 式 s(n,k) ， 因 此 也 存在 关于 nn 和 的 一 个 合适 的 多 项 式 s(n,k) .证 明 


ac 
完毕 . 


我 们 已 经 证 明了 ， 对 某 个 1 ，Gosper-Zeilberger 算 法 将 求 得 (5.144) 的 一 个 解 ， 其 中 7 尽 
可 能 地 小 ， 这 个 解 给 出 一 个 关于 的 递归 式 ， 它 可 以 用 来 计算 任何 正常 项 t(n,h) 对 k 求 和 的 
和 式 , RE tnk MOTA REA k DETE. 当然 , n 和 的 角色 可 以 颠倒 过 来 , 因为 (5.143 ) 
中 关于 正和 常 项 的 定义 是 关于 n All k 对 称 的 . 

习题 98 ~ 108 提 供 了 Gosper-Zeilberger 算 法 的 其 他 例子 ， 它 们 描述 了 这 一 算法 的 多 种 用 
途 . WilffllZeilberger? "将 这 些 结果 加 以 极 大 扩展 ， 使 之 成 为 处 理 广 义 二 项 式 系 数 以 及 多 重 
求 和 指标 的 方法 . 





m |n x 
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习题 
热身 题 
1 I1 eb? 对 一 个 知道 二 项 式 系数 的 人 来 说 ， 为 什么 这 个 数 容易 计算 ? 
2. "Qs EAER, EOS, WII 证 明 你 的 答案 
3 ”证 明 六 边 形 性 质 
n-l n n+l _ n—-lYin-cl n 
k-lAKk4lA k )] (V k AkelAKk-1]. 
B z -1 
4 ”通过 反 转 上 指标 ( 实际 上 是 将 负 的 上 指标 改变 为 正 的 值 ) 来 计算 | 
5 设 p 是 个 素数 证 明 对 于 0<k< 有 |? dips 对 二 项 式 系数 P ] 这 意味 着 什么 ? 
6 ”通过 正确 应 用 对 称 性 来 对 5.2 节 中 问题 6 的 推导 进行 修正 . et 
7 当 k<0 时 ，(5.34 ) 仍然 为 真 中 ? TE 
8 计算 
X( eraty 
当 非常 大 时 这 个 和 式 的 近似 值 是 什么 ?提示 : 对 某 个 函数 f ， 该 和 式 等 于 A”f(0). 
9 证明 (5.58) 中 的 广义 指数 级 数 服从 规则 
E(z)=E(tz)"", t#0, 
这 里 E(z) 是 Ez) 的 缩写 . 
10 WEB —2(In(1— z) + z) / z^ 是 超 几何 函数 . 
11 将 两 个 函数 
z zi 
sinz=z-—+—-—+::: 
3! 5 7! 
. 1x I1Ix3xzZ 1x3x5xz! 
arcsinz =z + 
2x3 2x4x5 2x4x6x7 
用 超 几 何 级 数 的 项 表示 出 来 . 
12 下 面 上 的 函数 中 ， 哪 些 是 $.7 节 中 所 定义 的 超 几 何 项 ?” 说 明 是 或 者 非 的 理由 . 
an. 
bk. 


c (k-(&-1)))/2. 


1 1 1 
d H,, Be 4L. 
k nets - 


YE) 


(3X V t fa T HA 
— A (5.120) 中 那 
样 的 关系 . ) 


顺便 指出 有 (-1) 
= Vx. 


ej 
& 
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f AOT) ， 其 中 t 和 7 是 超 几 何 项 . 

g OHTE), Hp (RIT 是 超 几何 项 . 

h (n-k), FP t 是 超 几 何 项 . 

i at(k)+bt(k+1)+ct(k+2), HEP e 是 超 几何 项 . 





j [k/2]. 
k k[k >0]. 


基础 题 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


19 


20 


21 


k=l 


找 出 习题 4.55 的 超 阶乘 函数 己 = |] k! 、 超 阶乘 函数 - [ kt IBA R, -IT 之 间 的 








在 范 德 蒙 德 卷 积 ( 5.22 ) 中 用 反 转 上 指标 的 方法 证 明 恒 等 式 (5.25 ) .然后 指出 ， 另 一 个 反 转 得 到 


(526). 











3 
Z CD' 等 于 多 少 ? 提示 : 见 (5.29). 


计算 和 式 


2a 2b 2c n 
ES + ak 3: cle + AG : 


其 中 a,b,c 为 非 负 整数 . 


m (^ ~ i 5 (^ - J 之 间 的 一 个 简单 关系 . 


找 出 乘积 


r\(r—-1/3\(r-2/3 
k k k 
E (5.35 ) 类 似 的 另 一 种 形式 . 
证 明 : (5.58) 中 的 广义 二 项 级 数 服从 规则 


GB(z)=&_(-z)". 


f 














H (5.76) "PIT FERRE EZERE, HAR 








n 


G 0,0, 
b,b, 


k=0 


Jz 


k k Vk 
dy... Z 





bb. k! 


定义 广义 降 噪 几何 级 数 (bloopergeometric series) . 解释 G 与 已 有 何 关系 . 
证 明 : 当 z=m 是 正 整 数 时 ，(5.83 ) 的 极限 是 1/ml! ， 以 此 来 证 明 欧 拉 对 阶乘 的 定义 与 通常 的 定 








义 一 致 





利用 (5.83 ) 证 明 阶 乘 加 倍 公 式 〈factorial duplication formula ) : 


(x 4) = eo- 255. 
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23 F(-n, 1331) 的 值 是 什么 ? 
LR S| i ras. 














24 


Sem 


mk 2k 





25 证 明 








a,,a,,°**,a 
(a, -b)F 1*72 m 
b +1,b,,…,b 


n 


z|, F a, tla, 
已 


a, tla, 
zi-aF 7 
b+1,b,,…,b 


n 








2 
j 


0,,05,*7,0,, 
z|-bF 
bi,b,,…,b 


an 





求 超 几 何 级 数 


F 0,,05,05,7*7,0,, 
b,b 


?7n 


aa, tlas,-,a, 
b, sb 


n 








J $ ux» 





之 间 的 类 似 关系 . 
26 将 公式 


p( ts 
b,b 


n 





2E 


中 的 函数 G (z) 表示 成 一 个 超 几 何 级 数 的 倍数 . 
27 证 明 





1 1 
a,,a Tay ou, cb 
r IE 2 | Eun 


omn =| F 
) 73 2b,,---,2b, 





2ü,,::,24, 
z|+F 
2b,---,2b, 





bb, d oni d. E 
2 2.2 


28 ”应 用 普法 夫 的 反射 定律 (5.101 ) 两 次 ， 证 明 欧 拉 恒 等 式 : 


二 
的 z) zit arf" ud k}. 
E c 


29 证 明 : 合流 超 几何 级 数 满足 


a b-a 
eF =z |=F 
HL, 


30 fr AREAL AR F WE zF'(z)* F(z) =1/ (1-2)? 

31 证 明 : 如 果 (o 是 任何 一 个 可 用 超 几 何 项 求 和 的 函数 , 那么 上 本 身 就 是 一 个 超 几 何 项 . 例如， 如 
果 》 f (Ok = CF (Ay Ay 5 Boss By Z) + C ,那么 就 存在 常数 4a,…,4,b,…,b, 和 z , AE f (A) FE 
(5.115 ) 的 倍数 . 

32 用 Gosper 方 法 求 D,K Ôk, 

33 ”利用 Gosper 方 法 求 ôk / (K^ -) . 

34 证 明 ， 部 分 超 几何 和 式 总 可 以 表示 成 通常 的 超 几何 级 数 的 极限 : 

8,78, | ea aa. 
a „b JEN b 3l 


1? n TUR 

































































这 里 < 是 一 个 非 负 整数 (UL (5.115 )) 利用 这 个 思想 来 计算 Y Jc» 


作业 题 


35 如 果 没 有 上 下 文 ， 9, (7 p" 是 含混 不 清 的 ， 在 下 列 情况 下 计算 它 ; 


a 将 它 视 为 关于 的 和 式 ; 
b 将 它 视 为 关于 n 的 和 式 . 





36 it p' 是 素数 p 的 整除 “a BRKE, SLR m An 是非 负 整数 ， 证 明 : k EE p 进 制 系统 中 





将 m 加 到 n 上 时 所 产生 的 进位 的 个 数 . 提示 : 习题 4.24 对 这 个 问题 有 帮助 . 
37 证 明 对 阶乘 需 有 一 个 与 二 项 式 定理 类 似 的 结果 成 立 ， 也 就 是 说 ， 证 明 恒 等 式 


(x+y)"= | 


k 

















对 所 有 的 非 负 整 数 n 成 立 . 


38 证 明 : 所 有 的 非 负 整数 都 可 以 用 叭 nrram [2]+[5]， 其 


0 三 a<b<c 的 整数 . (这 称 为 组 合 数 系 (combinatorial number system ) . 
39 证 明 : 如 果 xy=ax+by ， 那 么 对 所 有 n>0 都 有 
a py 


yy = ` 


k=l 












































d jeune ta" *p^y) . 











H 


Ha. b 和 c 是 满足 


对 更 加 一 般 的 乘积 x" y" RARA. CM, “4 x =1/(z-c) 以 及 y=1/(z-d) 时 ,这些 


公式 给 出 有 用 的 部 分 分 式 展 开 ， ) 


40 求 出 
m lh \a(-jtrk+s " 
=)" , 整数 m,n 宇 0 
LC OS m-j ká 
的 封闭 形式 . 


41 Hn 是 一 个 非 负 整数 时 ， "(C kV (n1 ky. 




















=, 








2 FRR/ (r)a. o 




















J 
44 BERN mS alow kn=Sb=0, ， 利 用 恒等式 (5.32) 求 出 二 重 和 式 


Bo C T2) 


以 及 


m+n-j m+n 


43 证 明 三 重 二 项 恒等式 (5.28 ) dtm: 首先 ix( : ee) 























VETEO € m <n ARS (70 / 4 表示 成 封闭 形式 . 
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For Gio 


的 封闭 形式 
45 求 出 NE 的 封闭 形式 














46 当 nn 是 正 整 数 时 ， 将 下 列 和 式 计 算 成 封闭 形式 : 
y 2k -T (4n - 2k -1 Cpe 
“lok 2n-k JQk-D(4n-2k-1) 


提示 : 生成 函数 再 次 获得 成 功 . 


47 WX 
rk t sY(rn-rk—-s 
DPA 
是 关于 r M s 的 一 个 多 项 式 . 证 明 它 与 s 无 关 . 
48 恒等式 下 p =2" 可 以 和 公式 ely Mi -1/0- 2)" 组 合 起 来 得 到 


|" ie -2. 


k»n n 


后 面 这 个 恒等式 的 超 几何 形式 是 什么 ? 
49 利用 超 几何 方法 计算 


(X xtn-k y 
LCD al n-k mE 
50 用 比较 方程 两 边 z 的 系数 的 方法 来 证 明善 法 夫 反 射 定律 〈5.101 ) . 


51 (5.04) 的 推导 过 程 表明 


-1/2 
lim, ,, F(-m,-2m -1+ €;-2m + €;2) = . 
m 






































— 





在 这 个 习题 里 我 们 将 看 到 , 对 于 退化 的 超 几 何 级 数 F(-m,-2m -1;-2m;2) ,稍微 不 同 的 极限 过 程 会 
导致 完全 不 同 的 答案 . 
a 用 普法 夫 反 射 定律 证 明 对 所 有 整数 m 宇 0 有 恒等式 


F(a,—2m -1;2a;2)=0 , 























由 此 证 明 lim, ,, F(-m + €,-2m - 1;-2m + 2£;2)=0. 
b lim, ,,F(-m- €,-2m —1;-2m + &;2) 等 于 什么 ? 
52 证 明 : 如 果 ER, WA 


2 | = earl 








4,:,a,,—N 


m? 


b,b 


n 


2nd 





1- b, - N,--—,1-b, - N,-N | (CD 
l-a,- N,-1-a,- N z J 

















53 ”如 果 我 们 在 高 斯 恒等式 (5.110) PE b= -1 以 及 z=1， 左边 就 化 为 -1 ,而 右边 就 变 成 +1 . 为 什 








么 这 并 不 能 证 明 -1=+1? 

54 说 明 (5.112 ) 的 右边 是 如 何 得 到 的 . 

55 如 果 对 所 有 大 兰 0 超 几 何 项 (k) = F(a)…,a,;B,…,b,;z), F(A) = F(A Ay By By Z), 满足 
(Kk) 2 c(T(k*1 - T(k)) , WHH z=Z UE m-n- M -N. 








k+2 




















56 HHO D| Jak- 般 的 公式 ， 证 明 ( yt] 





| we 个 解 247 








2 








57 给 定 n 和 z， 利 用 Gosper 方 法 求 一 个 常数 9 ， 使 得 
> Lees 


是 可 以 用 超 几 何 项 求 和 的 . 
58 如 果 m An 是 满足 0 三 m 三 nn 的 整数 ,， 设 


ky 1 
Ts 7 P» n-k. 


求 了 ,和 了 刀 ,之 间 的 一 个 关系 ， 然 后 应 用 求 和 因子 法 来 求解 递归 式 . 



































考试 题 


59 “4m Mn 是 正 整 数 时 , Kh 


TM 


的 封闭 形式 . 
60 “mn 两 者 都 很 大 时 ,利用 斯 特 林 近 似 (4.23 ) K" d 当 m=n 时 ,你 的 公式 转化 成 





























了 什么 ? 
61 WH: 当 p 为 素数 时 ， 对 所 有 的 非 负 整 数 m All n 


Cs) eo 


62 假设 是 一 个 素数 旦 mm 入 是正 整数， e| ne moa p? 的 值 ， 提 示 ， 你 或 许 希 望 应 用 范 德 蒙 德 

















卷 积 的 如 下 推广 : 


y ae MEME 
kk, ek, =n k, k, kn n i 


63 ”给 定 整数 n 三 0 , 求 出 


X 4y v "d 








248 的 封闭 形式 . 








64 ”给 定 整数 4 宇 0， 计 算 zs j Iz 








249 








65 


66 


67 


68 


69 


70 


71 


72 


73 


证 明 
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xp jeans 
计算 作为 m 的 函数 的 “Harry 二 重 和 式 ” 


>| P (e Bic 0. 
0<jX<k Iel: k- j| m )2/ 


(对 > 与 上 两 者 求 和 ， ) 
求 出 

















的 封闭 形式 . 
求 出 





ML EE. 


的 封闭 形式 . 
求 出 作为 m 和 n 的 函数 














而 十 … 十 Km =n 
的 封闭 形式 . 
求 出 























的 封闭 形式 . 


设 





XEM 620 


ntk 
S = a, , 
x j 





其 中 m 和 是 非 负 整数 ， 
a 将 生成 函数 5S(z)=》 a 


nz 





Xit 47 Y,,., 
S,z" 用 A(z) 表示 出 . 














b 利用 这 一 技术 求解 5.2 节 中 的 问题 7. 
证 明 : 如 果 m、n Ak 是 整数 旦 n>0 hu 


m/n) xq) 
n 
k 


是 一 个 整数 ， 其 中 Y( 是 
利用 成 套 方法 求解 递归 式 
X,=a, X=, 











k 的 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 . 





X, -(n-1(X,,* X, ,), n»l. 


OOD x! 和 wi 这 两 者 都 满足 此 递归 式 . 














az" 是 序列 (a0,a,a,…) 的 生 
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i] 
e 


74 ”这 个 问题 涉及 帕斯卡 三 角形 的 一 种 非 正常 形式 ,其 边 上 的 数 由 1,2,3,4,… 组 成 ， 而 不 是 全 由 1 组 成， 
尽管 里 面 的 数 仍然 满足 加 法 公式 














如 果 (7) 表示 第 4 行 中 的 第 个 数 ( 对 1 三 上 三 n ) ,我们 就 有 W- , 目 对 1<k<n 


al) 
75 求 函数 
807 DM yes x. | + 5, 0)- B J 
以 及 量 | 2" 13 | 和 | 2"/3] 之 间 的 关系 . 
76 对 n,k 宇 0 求解 如 下 的 递归 式 : 
Q,, 71; Q,=[k=0] 5 








将 量 (5) 表示 成 封闭 形式 . 








n 
Q,, = Qik tO uat 4 ， nk0. 


77 WRm>1, ABA 


> d 
Os kn qm jem k, 


的 值 是 什么 ? 
78 假设 m 是 一 个 正 整数 ， 求 出 
2n k mod m 
fo (2k +1) mod (2m +1) 


的 封闭 形式 . 


79 a GM |] 的 最 大 公 因子 是 什么 ? 
jt. 考虑 这 个 数 的 和 式 . 


b 证 明 : MINIM 的 最 小 公 倍 数 等 于 Ln+D) / (n1) , er L(n) = lem(1,2,---.7) . 
n 
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80 ”证 明 对 所 有 整数 n 宇 0 有 a s (enl y . 容易 知道 








81 WRO0<0<1HO0<Sx<1, Xl Lm,n 是 满足 m<n 的 非 负 整 数 ， 证 明 不 等 式 


n-m-l l m+0 k 
CD 28 WM 20. 


附加 题 
82 证 明 帕 斯 卡 三 角形 有 一 个 比 在 正文 中 提 及 的 更 加 惊人 的 六 边 形 性 质 : WER O<k <n, WA 
(is | n es) (的 Ga) n ) 
ged ; > = gcd ; : = 
k-1)\k+1 k k k+l) \k-1 


例如 ，gcd(56,36,210) = gcd(28,120,126) = 2 . 

83 证 明 惊 人 的 五 参数 二 重 和 式 恒 等 式 (532) . 

84 证 明 : 第 二 对 卷 积 公式 (5.61 ) 可 由 第 一 对 公式 (5.60 ) 得 出 . 提示 : 关于 = 微分 . 
85 证 明 













































































n 3 3 pe 3 n n 
by L^ tk E tk, +2 | = evw-P | 
n 


m-l ISk <k «Kk, Í n 


(左边 是 2 -1 项 之 和 .，) 提示 : 更 多 的 结论 为 真 . 
86 设 a,…a, 是 非 负 整 数 ，C(a,……w,) 是 在 把 zz =-D 个 因子 


4j 
I (1-2 
1Si,jSn Zj 


iżj 
完全 展开 成 复 变 量 z,,…,z, MERE f T ERE RC z, 的 系数 . 
a 证明 C(a,,---,a,) EF (5.31) 的 左边 . 
b 证 明 : WER zi,…,z, 是 不 同 的 复数 ， 那 么 多 项 式 
z ZZ 


f@=y [一 一 


ee —Z, 
k=l IE jn Zy j 














ek 
恒 等 于 1. 
c Hi /(0) 乘 以 原来 的 zz — 1) 个 因子 的 乘积 ， 由 此 推出 C(a,a,,…,a,) 等 于 
C(a, —la5,:::,a,) + C(a a, -1,:,a,) 二 十 C(a aa 一 ]). 
(这 个 递归 式 定 义 了 多 项 式 系数 ， 所 以 C(w,……a,) 必定 等 于 (5.31 ) 的 右边 ，) 
87 itmjié—^1ES X. HS č =e". 证明 


n-mk) ,x 


B (z^) (CZB an (Cz) )" 


-m 


~ (a + mL G7) =M omjzm (m + DE imn (GZ -1 l 


=m 


(在 m=1 的 特殊 情形 下 ， 这 转化 为 (5.74). ) 
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证 明 : APTA k>1, (5.47) Ps, 的 系数 等 于 


a4 dt 
TT 
t 





c» ed = ety 


Mai |s,|<1/(k-1). 
证 明 : WR |x| <|y| E |x|<|x+y], W (5.19) 有 一 个 无 限 的 对 应 

















S&S 
二 


mt+r —r E ais 
z| N on = z| i Jore yE, mA 
k>m k>m 








将 这 个 恒等式 关于 yy 微分 n 次 ,并 将 它 用 超 几 何 的 项 表示 出 来 ， 你 得 到 什么 关系 ? 














52 节 中 的 问题 1 在 和 s JR s =r m 0 的 整数 时 考虑 了 E / i Er As 不 是 整数 ， 


这 个 和 式 的 值 是 什么 ? 
通过 证 明 它 的 两 边 满足 同样 的 微分 方程 来 证 明 Whipple 恒 等 式 


1 1 1 
+—,l+a-b 
| a a E 














4z 
(l-z) 


a,b,c 








a, 
2 2 2 


l+a-b,lt+a-c c trace 








-oa 





TE FARRAR IB A, 


a,b i 2a,a + b,2b 
F 1 z| =F 1 
AES 2a+2b,a+b+— 


2 











iliis Len tap i epe catb 
F4 4 zF|A4 4 z|=F|2 2 2 2 |. 
l+at+b l-a-b l+a+b,l-—a-b 











当 这 些 公式 两 边 2" 的 系数 相等 时 会 得 到 什么 恒等式 ? 
证 明 : 不 定 的 和 式 





引 jivoro [Leo 


j=l 


MAE AY LAAT eR f£ AEA E A a 0 有 一 个 比较 简单 的 形式 . 
ONE ROME GR aM -a 
Min 是 一 个 正 整 数 时 ， Ryl mL 














[8] (5.118) 中 添加 什么 样 的 条 件 会 使 得 (5.117) 中 的 多 项 式 p. qg r 唯一 确定 ? 

证 明 : 给 定 一 个 超 几何 项 xD ， 如 果 Gosper 算 法 没有 发 现 (5.120) 的 解 ， 那 么 更 一 般 的 方程 
t(k) =(T(k +1) +--+ T, (c €) - (TA +++ +7,,(4)) 

ERA HE, HEP mo T, OO 是 超 几何 项 . 

求 所 有 的 复数 > ， 使 得 EP/ 工 [ O? + 产 +D 是 可 以 用 超 几何 项 求 和 的 . 






































对 于 和 式 5S, => id ，Gosper-Zeilberger 方 法 给 出 什么 样 的 递归 式 ? 
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假设 a 是 一 个 非 负 整数 , 当 ink) = (ntatbt+ct+hV (nt K)Xc- Kb — K)K(a- KT ht, RI 














Gosper-Zeilberger 方 法 求 出 > tak) 的 封闭 形式 . 
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100 求 出 和 式 


的 递归 关系 ， 并 用 这 个 递归 关系 求 出 S, 的 另 一 个 公式 . 
101 求 由 下 列 和 式 所 满足 的 递归 关系 


me 


b S,(z)=S,,(z)= zf) z. 
102 利用 Gosper-Zeilberger 程 序 来 推 


zen 


有 简单 的 封闭 形式 . 
103 i t(n,k) 是 正常 项 ( 5.143 )， 当 将 Gosper 和 Zeilberger 的 方法 应 用 于 fn,h)= B (nyt(n k) ++ + 




















的 ”恒等式 (5.113 ) : 求 a、b 和 z 的 附加 的 值 ， 使 得 

















Bin Lk) B, pok), q(nk) 以 及 r(n, 有 关于 变量 的 次 数 是 什么 ? (忽略 罕见 的 例外 情形 . ) 








104 利用 Gosper-Zeilberger 方 法 来 验证 值得 关注 的 恒等式 


7 一 3- 一 天 7 一 2K 1 (s 1 
zef k e 


说 明 为 什么 对 这 个 和 式 没 有 找到 最 简单 的 递归 式 . 
105 证 明 : 如 果 o=, RIRA 


2 
X | ”| or -| " |. n20. 
k+l+m=3n k,l,m n,n,2n 


106 通过 设 tr, j,k) 是 被 右边 除 得 到 的 求 和 项 ， 然 后 指出 存在 函数 T(r, j,k) MUC, j,k), BE 
t(r +l, jk) 2 t(r, j, Kk) = T(r, j - LE) - T(r, j,k) +U(r, j,k 1) -U(r, j,k) , 

此 来 证 明 惊 人 的 恒等式 (5.32) . 

107 证 明 1/ (nk +1) 不 是 正常 项 . 

108 证 明 : (5.141) 中 的 Apéry 数 A, 是 由 


_ my (my 2mtn-j-k 
ET mo) 
所 定义 的 数 形成 的 矩阵 的 对 角 元 素 A, ， 实 际 上 ， 要 证 明 这 个 矩阵 是 对 称 的 ， 且 有 
mn-kY(m*n-2kY m\(n\(mt+k\(nt+k 
xe) S) 


109 证 明 : 对 所 有 素数 p 和 所 有 整数 n 宇 0 ，Apéry 数 (5.141 ) 满足 
A, = A, Anmoay (mod p ). 
































a 


















































最 好 用 计算 机 代数 
解 这 个 习题 ( 以 及 下 
面 几 题 ) . 


ej 
& 
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研究 题 














110 n 为 何 值 Cre 1)" (mod (2n +1) ? 


114 3 g(n) 是 中 间 的 二 s (^ M 根据 习题 36， renf” "| aw 是 在 











的 p 进 制 表 示 中 所 有 数字 都 不 超过 (pp-D/12 的 那些 奇 素数 . 计算 机 实验 已 经 表明 ， 除 了 
q(3160) 213 Z 5h, xI1«n«1099 Z3 qin) & 11. 

a XJ B n> 3160 Z& 848 q(n) X11? 

b 是 否 对 无 穷 多 个 n A q(n) 2117 

对 于 解 出 a 或 者 b 的 人 提供 7x11x13 美元 奖金 . 


112 对 除了 n=64 以 及 n=256 之 外 所 有 的 n>4， 都 能 被 4 或 者 被 9 整除 吗 ? 























113 如 果 t(n+1,k)/t(n,k) RI tk +1) /t(n,k) 是 n Mk 的 有 理 函 数 ， 且 存在 非 零 的 线性 差分 算 子 
H(N,K,n) , (84% H(N,K,n)t(n,k)=0 ， 由 此 是 否 能 推出 1(n,k) 是 一 个 正常 项 ? 
114 设 m 是 一 个 正 整 数 ， 并 用 递归 式 


xr sore 


定义 序列 c^. 这 些 数 ci” 是 整数 吗 ? 
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FR AY) Ž 


SPECIAL NUMBERS 











2 


nN 








数学 中 经 常 出 现 某 些 数列 , 我 们 马上 就 会 认识 它们 并 赋予 它们 特殊 的 名 称 . 例如， 每 个 
学 过 算术 的 人 都 知道 平方 数 数列 (1,4,9,16,…) .我 们 在 第 1 章 里 遇 到 了 三 角 数 (1,3,6,10,…) , 
在 第 4 章 研究 了 素数 (2,3,5,7,…) ， 在 第 5 章 简略 地 讨论 了 卡 塔 兰 数 (1,2,5,14,…) . 


本 章 我 们 要 研究 其 他 儿 个 重要 的 数列 | 首先 要 讨论 的 是 其 竺 林 数 | 和 H ， 以 及 欧 拉 








si) l IRE MEAR — 


细 研 究 调 和 数 H, 以 及 伯 努 利 数 B, ， 这 些 数 与 其 他 数列 不 同 ， 因 为 它们 是 分 数 ， 而 不 是 整 
Be. 最 后 ， 我 们 要 审视 令 人 着 迷 的 斐 波 那 契 数 尺 及 其 某 些 重要 推广 . 




















6.1 斯 特 林 数 STIRLING NUMBERS 


我 们 首先 研究 与 二 项 式 系数 密切 相关 的 斯 特 林 数 ,它们 因 人 詹姆斯 斯 特 林 ( 1692 一 1770 ) 
而 得 名 ， 这 些 数 有 两 种 风格 ， 习 惯 上 使 用 朴实 无 华 的 名 称 :“ 第 一 类 斯 特 林 数 ” 和 “第 二 类 
新 特 林 数 " 尽管 它们 有 值得 一 提 的 历史 和 众多 的 应 用 , 但 是 仍然 缺少 标准 的 记号 . 仿照 Jovan apes, AX 
Karamata 的 做 法 ， 我 们 将 用 la 记 第 二 类 斯 特 林 数 ， m|; ease, M LL MENT 
显要 比 人 们 尝试 使 用 的 许多 其 他 记号 更 加 方便 适用 


表 6-1 和 表 6-2 给 出 了 ， 当 nn 和 COLON ul 



























































n 


k 





jn. 一 个 涉及 数 “17,6,1” 的 问题 


有 可 能 与 M 有 关 , 涉 及 “6,11,6,1” 的 问题 有 可 能 与 H 有 关 , 就 如 我 们 假设 涉及 “1,4,6,4,1” 





的 问题 可 能 与 4 有 关 一 样 ， 这 些 是 当 n= 4 时 出 现 的 标志 性 序列 . 
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(斯 特 林 在 他 自己 
的 书 E5 中 也 首先 对 
此 进行 了 考虑 . ) 
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表 6-1 关于 子 集 的 斯 特 林 三 角形 





n n n n n n n n n n 
| 0 B B w B dw 0 M b 
0 1 
1 0 1 
2 0 1 1 
3 0 1 3 1 
4 0 1 7 6 1 
5 0 1 15 25 10 1 
6 0 1 31 90 65 15 1 
7 0 1 63 301 350 140 21 1 
8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 
9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 























第 二 类 斯 特 林 数 要 比 其 他 各 类 数 出 现 得 更 为 频繁 ， 所 以 我 们 首先 考虑 第 二 类 斯 特 林 
数 . as 表示 将 一 个 有 nn 件 物品 的 集合 划分 成 x 个 非 空子 集 的 方法 数 ， 例 如 ,将 一 个 有 
4 个 元 素 的 集合 分 成 两 部 分 有 7 种 方法 : 


{1,2,3}U{4}, {1,2,4}U{3}， {1,3,4}U{2} ， {2,3,4}U{1}， 
{1,2}U{3,4} ， {1,3}U{2,4} ， {1,4}U{2,3}; (6.1) 














从 而 || = 7 注意， 花 丘 号 用 来 表示 集合 ， 也 用 来 表示 数 | | ， 这 种 记号 上 的 雷同 有 二 于 





seine ft wax, fel area ‘n FRR”. 
我 们 来 观察 小 的 上 ， 恰 有 -一 种 方法 将 /个 元 素 分 成 一 个 单独 的 非 空子 集 ， 于 是 对 所 有 
">0 有 | -1 sim iuo, 因为 有 零 个 元 素 的 集合 是 空 集 . 
=0 的 情形 有 一 点 微妙 . 如 果 我 们 认可 只 有 一 种 方法 把 一 个 空 集 分 成 零 个 非 空 的 部 分 ， 
nadem, MATT j=. 但 是 个 非 空 集合 至 少 需要 分 成 一 个 部 分 ， 故 


























对 所 有 >0 有 | =0. 








k=2 时 会 怎样 呢 ? 肯定 有 EE .如 果 一 个 有 n>0 个 元 素 的 集合 被 分 成 两 个 非 空 的 


部 分 ， 其 中 一 部 分 包含 最 后 一 个 元 素 以 及 前 n-1 个 元 素 的 某 个 子 集 ， 有 2” 种 方式 选择 那个 
子 集 ， 因 为 前 -1 个 元 素 中 的 每 一 个 要 么 在 它 当 中 ， 要 么 在 它 之 外 .但 是 我 们 不 能 把 那些 元 
素 全 部 放 人 其 中 ， 因 为 我 们 想 要 划分 出 两 个 非 空 的 部 分 ， 于 是 我 们 减 去 1: 








bera 整数 n>0. (62) 
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( 这 与 我 们 在 上 面 计算 的 bi 222 2 -LBOTS A ) 




















这 个 方法 的 修改 引出 一 个 递归 式 ， 通过 它 我 们 可 以 对 所 有 的 计算 M : 给 定 一 个 有 
n> 0 个 元 素 的 集合 , 要 把 它 分 成 大 个 非 空 的 部 分 , 我 们 或 者 将 最 后 的 元 素 单独 放 入 一 类 (用 


an 种 方式 ) 或 者 把 它 与 前 -1 个 元 素 的 某 个 非 空子 集 放 在 一 起 ， 在 后 一 种 情形 下 ,有 




















zn | 种 可 能 性 , 因为 把 前 2 上 -1 个 元 素 分 成 上 个 非 空 部 分 的 e | 种 方式 的 每 一 种 都 给 出 
A 个 子 集 ， 它 们 都 能 与 第 n 个 元 素 合并 在 一 起 ， 从 而 
n n-l n-l " 
aa A taso. (6.3) 
这 是 生成 表 6-1 的 法 则 去掉 因 子 磊 就 会 转化 成 加 法 公式 〈5.8 )， 它 生成 了 帕斯卡 三 角形 . 
表 6-2 关于 轮换 的 斯 特 林 三 角形 


d El 




















= 
os 
LIII 





0 1 

1 0 1 

2 0 1 1 

3 0 2 3 1 

4 0 6 11 6 1 

5 0 24 50 35 10 1 

6 0 120 274 225 85 15 1 

7 0 720 1764 1624 735 175 21 1 

8 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1 

9 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1 





























现在 ， 来 讨论 第 一 类 斯 特 林 数 . 这 些 数 与 第 二 类 斯 特 林 数 有 点 像 ， 但 是 H 计算 的 是 将 

















n 个 元 素 排 成 上 个 轮换 (cycle )， 而 不 是 个 子 集 的 方法 数 . 我 们 将 H BEVE “n FORK”. 
轮换 是 环形 排列 ， 如 同 在 第 4 章 里 考虑 过 的 项 链 ， 轮换 





Pos 
D B 
Yer 


可 以 更 紧凑 地 写成 “[4,B,C,D]”， 我 们 把 它 理解 为 
[4, B,C, D] -[B,C, D, A]=[C, D, A, B]=[D, A, B, C]. 


“有 69 种 方式 构造 部 
落 民歌 ,而 其 中 每 一 
种 单独 的 方式 都 是 
正确 的 . ” 

一 一 Rudyard Kipling 
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一 个 轮换 是 “环绕 ”的 ， 因 为 它 的 终点 与 起 点 相连 接 . 男 一 方面 ， 轮 换 [4,B,C,D] 与 轮换 
[4, B,D,C] 或 者 [D,C,B,4] 是 不 一 样 的 . 
有 11 种 不 同 的 方式 对 4 个 元 素 做 出 两 个 轮换 : 
[,2,3][4] . [L2.4][3] , [,3,4][2]; [2,3,4]0] ， 
[1,3,2][4] ,[1,4,2][3], [,4,3][2]; [2,4,3]0] , 
(1, 2][3,4], [1,3][2,4], [L4][2.3] ; (6.4) 


Mil |=. 
2 


单个 元 素 轮 换 ( 也 就 是 只 有 一 个 元 素 的 轮换 ) 本质 上 与 单元 素 集 ( 仅 有 一 个 元 素 的 集合 ) 
是 相同 的 .类 似 地 ，2 轮 换 与 2 集合 相同 ， 因 为 有 [4,8]=[3, 4] ， 恰 如 {4,8} - (8,4). 但 是 
有 两 个 不 同 的 3 轮换 [4,B,C] 和 [4,C,B]. 注意 ， 通 过 对 每 一 个 3 元 素 集 合 做 出 两 个 轮换 的 方 
法 ， 可 以 从 (6.1) 中 的 7 对 集合 得 出 〈6.4 ) 中 的 11 对 轮换 . 

RKK, H3 n»0, nV n2 (nDD)! 个 不 同 的 n 轮 换 可 以 从 任何 一 个 及 个 元 素 的 集合 
得 出 . (有 x! 个 排列 , 每 一 个 n 轮 换 与 它们 中 的 n 个 相对 应 ,因为 其 中 的 任何 一 个 元 素 都 可 以 
排列 在 首位 . ) 于 是 我 们 就 有 





























[e-m 整数 n>0. (6.5) 














这 要 比 我 们 对 斯 竺 林子 集 数 所 得 到 的 值 | | =1 大 得 多 ， ICA, ALU E> 
STEIK, 
HHz ROBUR ERO, ( 6.6) 





k 
为 分 成 非 空子 集 的 每 个 划分 至 少 引出 轮换 的 一 种 安排 . 

当 所 有 的 轮换 都 必定 是 单元 素 或 者 双 元 素 时 ，( 6.6 ) 中 的 等 号 成 立 ， 因 为 在 这 种 情形 中 
轮换 与 子 集 等 价 ， 当 大 = 站 和 大 =7 -1 时 这 就 会 发 生 ， 因 此 


alr? Leal tech 
事实 上 ， 容 易 看 出 


bares pal manta iem 


(将 n 个 元 素 放 进 n-1 个 轮换 或 者 子 集 的 方法 数 ， 是 在 同一 个 轮换 或 者 子 集中 选取 两 个 元 素 
的 方法 数 . ) 三 角形 数 8 =13,6,10,… 明 显 地 出 现在 表 6-1 和 表 6-2 之 中 . 

















可 以 通过 修改 用 于 || 的 方法 来 导出 | ibt. Jen Tac K HeRIU 
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安排 ， 要 么 将 最 后 的 元 素 放 进 它 自身 的 轮换 中 CHHL )， 要 么 把 最 后 的 元 素 放 进 


前 %-1 个 元 素 分 成 的 | ”| 个 欠 换 中 的 一 个 ， 在 后 种 情 形 ， 有 -1 种 不 同 的 方式 这 样 

fit. 〈 这 要 动 一 点 脑筋 . 不 过 ， 验 证 恰 有 j 种 方式 把 一 个 新 元 素 放 进 /轮换 中 以 便 做 成 一 个 

(+1) 轮换 是 很 容易 的 ， 例 如， 当 j=3 ， 放 入 一 个 新 的 元 素 DD 时 ， 轮 换 [4,B,C] 产 生 
[4,B,C,D], [4,B,D,C] 或 者 [4,D,B,C], 

且 没 有 其 他 的 可 能 性 . 对 所 有 的 7 求 和 就 给 出 -1 种 方式 把 第 n 个 元 素 放 进 n 一 1 个 元 素 分 解 

所 得 的 轮换 中 . ) 这 样 一 来 ， 所 要 求 的 递归 式 就 是 


n 7 一 1 7 一 1 
NES " IM ME 整数 n >0. (6.8 ) 
类 似 地 ， 这 是 生成 表 6-2 的 加 法 公式 . 
比较 (6.8) 和 (6.3 ) 可 知 ， 在 斯 特 林 轮换 数 的 情形 中 ， 右 边 的 第 一 项 是 乘 以 它 上 面 的 
指标 n-1， 而 在 斯 特 林子 集 数 的 情形 中 则 是 乘 以 下 面 的 指标 Xk. 于 是 ， 用 归纳 法 来 证 明 时 ， 
我 们 可 以 用 像 中 pu Hla < 吸收 
每 一 个 排列 都 与 一 个 轮换 的 集合 等 价 , 例如 将 123456789 变 成 384729156 的 排列 . 我 们 可 
以 很 方便 地 将 它们 表示 成 两 行 
123456789 
384729156, 


这 表明 1 变 成 3 ，2 变 成 8 ， 等 等 ， 由 于 1 变 成 3 ，3 变 成 4，4 变 成 7，7 又 变 成 元 素 1， 这 就 是 轮换 
[1,3,4,7]. 这 个 排列 中 的 另 一 个 轮换 是 [2,8,5] ， 还 有 一 个 是 [6,9] .于 是 排列 384729156 等 价 
于 轮换 安排 
[L3,4,7][2,8,5][6,9] . 

如 果 我 们 有 卫 ,2,…,n} 的 任意 排列 zm, a, ， 那 么 每 一 个 元 素 在 唯一 的 轮换 中 .因为 如 果 从 
mo =m 开始 ,观察 m= A，m, = 等 ,我 们 最 后 必定 回 到 m, =m. (这些 数 必定 会 或 壕 
或 早 重复 ， 且 重复 出 现 的 第 一 个 数 必定 是 mm ， 因 为 我 们 知道 其 他 诸 数 m,,m,,---m,_, 唯一 的 
BUS. ) 这 样 一 来 ， 每 一 个 排列 就 定义 了 一 个 轮换 安排 ， 反 之， 如 果 将 这 一 构造 反 转 过 来 ， 
那么 每 个 轮换 安排 显然 也 定义 一 个 排列 ， 这 个 一 一 对 应 表明 : 排列 和 轮换 安排 本 质 上 相同 . 

FE, h 是 7 个 元 素 恰好 包含 天 个 轮换 的 排列 的 个 数 ， 如 果 对 所 有 的 天 求 和 四 ， 必 
定 得 到 排列 的 总 数 : 


AHE 整数 7 二 0 . (6.9) 























































































































fii, 6+11+6+1=24=4!. 


当 大 <0 且 7 二 0 时 ， 


上 


tl 


n 
k 
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斯 特 林 数 很 有 用 ， 因 为 递归 关系 〈6.3 ) M (6.8) 出 现在 各 种 各 样 的 问题 中 ， 例 如， 如 
RRITEN FER RRAK, BASRA LAE 


0 0 
esas 





























Xx. 

xXx tr, 

x -2343xb4x, 

x! 2x-6x +7x +x). 


这 些 系数 看 起 来 很 像 表 6-1 中 的 数 ， 左 右 两 边 做 了 反射 ， 于 是 我 们 确信 一 般 的 公式 是 
rpi , Ban S00. (6.10 ) 

















为 了 确信 ， 用 归纳 法 做 简单 的 证 明 就 能 获得 这 个 公式 : FATA xt ax +h, AY 
xt zx(x-k), AM x x" | SF 


Seat ear 


eText 


HAED, WRP TRAET HOS 889 TAE ZG 
我 们 也 可 以 走 男 一 条 路 ， 因 为 斯 特 林 轮换 数 是 产生 阶乘 过 的 通常 震 的 系数 : 
































Xx =X +x!, 
x 2x 43x 2x, 
xi 2x'46x 10x! +6x'. 


BUNA (x+n-1) xt =x" -(n-Dx* ， 所 以 类 似 于 刚刚 给 出 的 证 明 就 表明 有 


(x+n— Ix"! 2 (x4n- DM Jr Xn 
这 导出 一 般 性 公式 
AG , Mn S0 (6.11 ) 


的 归纳 法 证 明 . ( 令 x=1 会 再 次 给 出 (69) .) 

但 是 等 一 等 .这 个 等 式 包含 上 升 的 阶乘 究 x" ,而 (6.10 ) WUD FREY SRE x^. 如果 
我 们 想 要 用 通常 寡 来 表示 x* ， 或 者 想 要 用 上 升 寡 来 表示 x Xs? 容易 ， 我 们 只 需 外 加 
一 些 负 号 就 得 到 
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-Ze Dx, SERO, (6.12) 
DH yx , EnO. (6.13) 
它们 成 立 是 因为 公式 
x* 2 x(x -D(x-2)(x-3) = xf - 6x? +11x° - 6x 


x = x(x +1)(x+2)(x+3) 2 x! +6x +11x7 + 6x , 
不 过 带 有 交错 的 符号 ， 如 果 我 们 取 x 的 相反 值 ， 习 题 2.17 中 的 一 般 恒 等 式 
y= (Day (6.14 ) 





263 








就 把 (6.10) 转变 成 (6.12 )， 而 把 (6.11) 转变 成 (6.13 ) 


表 6-3 ”基本 的 斯 特 林 数 恒等式 〈 整 数 LO) 


fe ZAR: 




















特殊 值 : 反 转 公式 : 
-|-w=a X: jer" =[m=n]. 
[Fe-pmzal xev" =[m=n]. 


- (2 - D[n » 0], H =(n-1)!H, [n> 0]. 














也 有 


jo 
xp 


i (69) 的 推广 . 
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表 6-4 ”附加 的 斯 特 林 数 恒 等 式 〔 整 数 /,m,n 宇 0 ) 












































n+l n\\k 
Xu i 
n+l n|(k 
mabe} a 
n n\\k+1 n-k 
laeren : nd 
n n+l |(k T 
ee = 
ZA icy. (6.19 
n+] n fk £ 
| | (m+). (6.20 
m+1 k=0 Lm 
n+l afk] nk walk 
a | - 2 nti MS (6.21 
mn a H 
= 大 . (6.22 
m pur; k 
mnl 2 n+k 
| | =》 (n+ el | (6.23 
m k=0 k 
n) n*l||k p (6.24 
ME v (k+1j||m prs | 
n*"[n Z m] inu (ey (6.25 
TlA+1] lm 
nl m—n)\(m+n)\|m+k (6.26 
n-m Xa nt+k k | l 
n | m—n)\(m+n)\|m+k (6.27 
icm] un mt+k)\n+k k J | 
n l+m k||n-k|(n 
bo l -f H m | kj ini 
n 











eer ER e 


我 们 能 记 起 什么 时 候 将 因子 (71) 添加 到 像 (6.12) 这 样 的 公式 中 ， 因 为 当 x 很 大 时 对 
于 短 有 一 个 自然 的 排序 : 
x" >x">x", 所 有 x»n»l. (6.30) 


wena mie) EJE, MUKA “AIS” RRRF Sh” Et, REENE. 


a 
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我 们 可 以 将 (6.11) 代入 (6.12 )， 并 得 到 一 个 二 重 和 式 
n -k k n k n-k „m 
ee 


POMP TAT x 成 立 ， 所 以 右边 zx 的 系数 必须 全 都 是 零 且 必定 有 恒等式 
YD ev" =[m=n], SX mn z 0. ( 6.31) 
n m 
像 二 项 式 系数 那样 ， 斯 特 林 数 满足 许多 惊人 的 恒等式 .但 是 这 些 恒等式 并 不 像 第 $ 章 里 
的 恒等式 那样 用 途 广泛 ， 因 此 并 不 经 常 应 用 .因而 对 我 们 来 说 ， 最 好 就 是 只 列举 其 中 最 简单 
者 ， 以 备 将 来 遇 到 一 个 难 哺 的 斯 特 林 问题 需要 打 攻 坚 战 时 作为 参考 . 表 6-3 和 表 6-4 包 含 了 最 
常用 到 的 公式 ， 我 们 已 经 推导 出 来 的 主要 恒等式 都 已 经 重复 列举 在 那里 了 . 


在 第 5 章 研 究 二 项 式 系数 时 ， 我们 发现 以 某 种 方式 使 得 全 等 式 [”]- (^r «(ore 















































任何 限制 条 件 训 成 立 ， 对 负 的 定义 |] 是 有 好 外 的， 用 此 恒等式 将 ”| 推广 到 组 合意 义 之 


外 , 我 们 发 现 ( 在 表 5-2 中 )， 当 将 它 向 上 推广 时 ， 帕 斯 卡 三 角形 本 质 上 以 旋转 的 形式 重新 产 
生出 它 自己 .让 我 们 来 对 斯 特 林 三 角形 试 做 同样 的 事情 : 如 果 我 们 决定 让 基本 的 递归 式 


Ale ea 
=k + 
k k k-1 
n| 4 n-1 ^ n-1 
peer. eaa 
对 所 有 的 整数 和 都 成 立 ， 会 发 生 什么 ? 如果 做 出 进一步 的 合理 假设 


0 0 、 n| Jaj , — 
fl- -w= wzielo ence : (6.32) 











解 将 变 得 唯一 
表 6-5 ” 按 纵向 排列 的 斯 特 林 三 角形 

n n n n n n n n n n n 
^O M B G UG wo G B D i 
=5 1 
-4 10 1 
-3 35 6 1 
=2 50 11 3 1 
ss 24 6 2 1 1 
0 0 0 0 0 0 1 
1 0 0 0 0 0 0 1 
2 0 0 0 0 0 0 1 1 
3 0 0 0 0 0 0 1 3 1 
4 0 0 0 0 0 0 1 7 6 1 
5 0 0 0 0 0 0 1 15 25 10 1 


TITLE 


fen) 
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事实 上 ， 这 里 出 现 了 一 个 有 惊人 美感 的 模式 : 关于 轮换 的 斯 特 林 三 角形 出 现在 关于 子 集 的 斯 特 
林 三 角形 的 上 方 , 反之 亦 然 ( 见 表 6-5 ) 这 两 类 斯 特 林 数 由 极其 简单 的 法 则 联系 在 一 起 


(6.33) 





我 们 有 “对 偶 性 ”, 它 有 些 像 min Al max , | x | I| x | . x" fU x" LL ged ftl lcm 之 间 的 关系 . 容 
n]. E n-1 n-1 n| n-1 n-1 RASA RI 3 H 

易 检验 ， MEE 中 : H - lafl- apes 对 应 关系 下 是 

样 的 . 








6.2 欧 拉 数 EULERIAN NUMBERS 





另 一 种 值 的 三 角形 有 时 也 会 突然 冒 出 来 , ARA ARK S o 88890. 我们 用 t) 

















来 记 它 的 元 素 . 此 情形 下 的 尖 括 号 使 人 联想 到 “小 于 ”和 “大 于 ”符号 ; (2a) 的 

有 个 升 高 (ascent ) 的 排列 zx,…z 的 个 数 ， 也 就 是 说 ,在 其 中 个 地 方 有 x <a Ch 

心 : 这 个 记号 不 如 斯 特 林 数 的 符号 H 和 fl 标准 .但 是 我 们 会 看 到 它 有 很 好 的 意义 . ) 
例如 ， 作 2,3,4} 的 11 个 排列 有 两 个 上 升 : 


1324, 1423, 2314, 2413, 3412; 
1243, 1342, 2341; 2134, 3124, 4123. 


(第 一 行列 出 了 满足 za m» m «m ERS, SEATS TUAE m em «mcm 
QT, > T, <T, «7, 的 排列 . ) ien . 





























6-6 kia Are 





n n n n n n n n n n 
ow d w c ww d C c) s 
0 1 
1 1 0 
2 1 1 0 
3 1 4 1 0 
4 1 11 11 1 0 
5 1 26 66 26 1 0 
6 1 57 302 302 57 1 0 
7 1 120 1191 2416 1191 120 1 0 
8 1 247 4293 15619 15619 4293 247 1 0 
9 1 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1 0 
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表 6-6 列 出 了 较 小 的 欧 拉 数 ， 注 意 ， 这 一 次 它 的 标志 性 序列 是 1.1111,1. 当 n>0 时 , 其 
中 至 多 有 7 -1 个 升 高 ， 所 以 在 这 个 三 角形 的 对 角 线 上 有 (") - [n - 0]. 
n 
欧 拉 三 角形 与 帕斯卡 三 角形 相似 ， 都 是 左右 对 称 的 . 但 是 在 这 种 情形 ， 对 称 性 规律 稍 
有 不 同 : 











n _ n sic 
t) MT 整数 n »0. (6.34) 
FES 2,7,---2,An-1-kTHE, SAMMEN “BON” m, omn A kA. 
serait (^ ooa at. 如 果 用 所 有 可 能 的 方法 插入 一 个 新 元 素 n ， 那 么 








位 ,…,n 一 1} 的 每 一 个 排列 o = p.…p, 都 导出 人 ,2,…,nj} 的 nn 个 排列 . 假设 我 们 将 n 放 在 位 置 
7 ， 就 得 到 一 个 排列 zx = po, o, np, pu. 如 果 j=1 或 者 p, «o. z P S TOL 


p 中 升 高 的 个 数 一 样 ， 如 果 p>, 或者] =n， 那么 它 要 比 p 中 的 个 数 大 1， 于 是 ，z 有 
ATH ERE Qe 站 ) 和 方式 从 有 上 个 天 高 的 排列 得 到 ,加 上 有 (4m- 罗 (ED+ 





高 
1) 各 方式 从 有 1 个 天 高 的 吉 列 得 到 有 的 地上 二 


(e eo^ eoo). 整数 n>0. (6.35) 
我 们 再 次 用 

MEEDE 上 是 整数 (6.36) 
作为 递归 式 的 初始 值 ， SLT =0 . 











欧 拉 数 有 用 ， 主 要 是 因为 它 在 通常 震 与 连续 的 二 项 式 系数 之 间 提 供 了 一 个 不 同 寻 常 的 
联系 : 











a PLU E 
Gt tof A WorpitzkyTR 555x079. ) 例如 ， 我 们 有 


N Rx 








=x =< 
Pa us 
ll Il 
Be WwW X 
+ + 
= 4A 
— eu 
á $e =x 
w 
BOX + 
a 
+ 
—Q 7 ^ 
= = 
n u 十 
M N 
玉 + “—” 
N 
NE 
十 
y 
x 
> 十 
w 
wy 


(西方 学 者 最 近 才 
知道 一 本 由 李 善 兰 
编写 的 意义 重大 的 
中 文书 [249; 265, 第 
320-325 页 ]， 它 出 版 
于 1867 年 ， 这 是 公式 
(6.37) 已 知 的 首次 
亮相 . ) 
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如 此 等 等 ， 容易 用 归纳 法 证 明 (6.37 ) ( 习题 14 ) 
附带 指出 ，( 637 ) 还 给 出 求 前 个 平方 数 之 和 的 另 一 种 方法 ， eunte - CT. 


DEHE s 
eree (C) 0-0 44) (27) 


RCM — (n Tn((n—1) (n2). 














欧 拉 递 归 式 (6.35 ) 要 比 斯 特 林 递归 式 (6.3 ) 和 (6.8 ) 更 复杂 , 所 以 我 们 并 不 指望 数 
能 满足 许多 简单 的 性 质 . 不 过 ， 还 是 有 几 个 这 样 的 性 质 : 


n\ (ntl : 
(= »| j Jasi- , (6.38 ) 
j^ n k 
m" ， =) "MM ( 6.39 ) 
(arf "e peg (6.40 ) 


WRH 2" RR (6.39) 并 对 m 求 和 ， 就 得 到 》) i Ime -X. Den. Hz-1 


RE z 并 让 z* 的 系数 相等 ， 就 给 出 了 (6.40 ) 于 是 ， 这 些 恒等式 中 的 后 两 个 本 质 上 是 等 价 
的 ， 第 一 个 恒等式 〈6.38 ) 在 m 很 小 时 给 出 特殊 的 值 : 


7 ol ee 
=1, =2"-n-1, =3" -(n412" + | 
0 1 2 2 


我 们 不 需要 过 多 关注 这 里 的 欧 拉 数 , 通常 知道 这 些 数 存在 , 并 且 有 一 组 基本 恒等式 在 需 
要 时 可 以 参考 就 足够 了 ， 然 而 ， 在 结束 这 个 话题 之 前 ， 我 们 应 该 注意 表 6-7 中 另 一 种 系数 的 


三 角 类 型 . 我 们 称 之 为 “二 阶 欧 拉 数 ” e 因为 它们 满足 一 个 与 (6.35 ) 类 似 的 递归 式 ， 


















































不 过 在 一 个 地 方 用 27z -1 代替 了 7 : 


人 m 
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表 6-7 二 阶 欧 拉 三 角形 
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n n n n n n n n n 
e A Ge) 
0 1 
1 1 0 
2 1 2 0 
3 1 8 6 0 
4 1 22 58 24 0 
5 1 52 328 444 120 0 
6 1 114 1452 4400 3708 720 0 
7 1 240 5610 32120 58140 33984 5040 0 
8 1 494 19950 195800 644020 785304 341136 40320 0 





这 些 数 有 一 个 奇特 的 组 合 解释 , CE h Gessel AilStanley 首先 注意 到 的 , 如 果 构 造 的 多 
重 集 {1,1,2,2,…,n,n} 具有 如 下 性 质 的 排列 : SmS, mR A ARAR 








Fm, 那么 (全 就 是 有 个 升 高 的 排列 的 个 数 . 例如 ，{1,1,2,2,3,3} 有 8 个 符合 要 求 的 单 升 


高 排列 : 
113322，133221，221331，221133，223311，233211，331122，331221. 


所 以 (©) -8. 多 重 集 人 ,1,2,2,…,n,n} 总 共有 





= (2n -1)(2n-3)---(1) = a (6.42) 


个 符合 要 求 的 排列 ， 因 为 n AYP BUDE AE HT AEA, EL ZEEE n -1 的 一 个 排列 "之 间 
A 2n-1 AMEENAA. 例如 当 n=3 时 ,排列 1221 有 五 个 插入 点 ,得 到 331221, 133221, 
123321，122331 以 及 122133. 递归 式 (6.41) 可 以 通过 对 通常 的 欧 拉 数 所 用 的 方法 加 以 推广 
来 予以 证 明 . 

二 阶 欧 拉 数 很 重要 ， 主 要 因为 它们 与 斯 特 林 数 "有 关系 : 对 n 用 归纳 法 就 有 


EAO Hn = 0; (643) 
l i FECC SU nz 0. (644) 






































CD 指 的 是 集合 全 1,2,2,…,n 一 1,n 一 二 的 某 个 排列 . 


那么 1/x 是 多 项 式 
吗 ? (很 抱歉 .) 
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| 
= +2 y = E 

x-2 4 4 [x-2 4 

| x | va s) 四 | x | 四 a E 

- +8 +6 , - +8 +6 ] 

x-3 6 6 6 [x-3 6 6 6 
CE (6.7) 中 我 们 已 经 遇 到 了 7m = 1 的 情形 . ) RE x TRAE n TIERRA, iue fH SEN 
成 立 ， 由 于 右边 是 x 的 多 项 式 ， 我 们 可 以 利用 ( 6.43 ) 和 (6.44) 来 对 x 的 任意 实数 (或 复 


数 ) mesa ”| 和 | T. 






































x 

x-n x-n 
FY LAK (x — 0), (x — D, (x — n) 整除 . AAC AIA AP PRR Je AR 
AR. 我 们 用 规则 


e.» [.*. [feto nem 


来 定义 斯 特 林 多 项 式 ( Stirling polynomial ). ( o (x) 的 次 数 是 n-1. ) 前 几 个 斯 特 林 多 项 式 


是 


如 果 n>0， 那 么 当 x=0,x=1,… 以 及 x=n nen] ILI 





a 


什么 , 这 很 有 意 








(6.45 ) 








0,(x)=1/x, 
O,(x) 31/2, 
o, (x) =(3x—-1)/24, 
0, (x) = (x° —x)/48 , 
o (x) = (15x? -30x +5x42)/5760. 
它们 可 以 通过 二 阶 欧 拉 数 来 计算 . 例如 ， 
o(x)= ((x-4)(x—5) + 8(x - A)(x +1) + 6(x - 2)(x +1))/ 6! t 


我 们 已 明确 知道 这 些 多 项 式 满 足 两 个 非常 漂亮 的 恒等式 : 























| =| =x>o,(x)2", ( 6.46 ) 
e 一 n 
(m ! | xe (x n)z" (6.47) 
z l-z) | a f l 
而 一 般 来 说 ， 如 果 S2) 是 满足 
In(1- z& (2) ) = -ze5}(z)' (6.48 ) 


的 需 级 数 ， 那 么 
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S(z) = x5 0. (x fn)z" . (6.49 ) 





这 样 一 来 ， 我 们 就 能 得 到 关于 斯 特 林 数 的 一 般 卷 积 公 式 ， 如 同 我 们 在 表 5-6 中 对 二 项 式 系 数 
所 做 的 ， 其 结果 在 表 6-8 中 . 当 斯 特 林 数 的 一 个 和 式 不 适合 表 6-3 或 者 表 6-4 中 的 恒等式 时 ,， 表 
6-8 可 能 正 是 机 关 所 在 . (本章 在 方程 (6.100 ) 的 后 面 有 一 个 例子 . 习题 7.19 讨 论 了 以 (6.46) 
和 (6.49) 这 样 的 恒等式 为 基础 的 卷 积 的 一 般 性 原理 . ) 


表 6-8 ”斯 特 林 卷 积 公式 








rs》 0,(r+tk)o,_(st+tn—-k))=(rt+s)o,(rt+s+tn) (6.50) 
k=0 
sy ko, (r t tk)o, ,(s t t(n— k)) 2 no, (r * s tn) (6.51) 
k=0 
n = n-m*l n! 
M, -(-1) (m - Di e, Cm) (6.52) 
n n! 
Pee (6.53) 


6.3 调和 数 HARMONIC NUMBERS 


现在 是 更 仔细 探讨 调和 数 的 时 候 了 ， 我 们 最 早 是 在 第 2 章 遇 到 它 的 : 


H, 1+3+3+ aye 整数 nn 宇 0. (6.54) 


n kl 








这 些 数 在 算法 分 析 中 出 现 得 如 此 频繁 ， 以 至 于 计算 机 科学 家 们 需要 给 他 们 一 个 特殊 的 符 
号 ， 我们 用 五, 做 记号 ， 其 中 的 “ 石 ” 表 示 “ 调 和 的 ”( harmonic )， 因 为 波长 为 1/n 的 乐音 
称 为 波长 为 1 的 乐音 的 第 n 个 泛音 (harmonic ) ”前 面 几 个 值 如 下 所 示 : 








n|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
3 ] 25 137 49 363 761 7129 7381 
2 6 12 60 20 140 280 2520 2520 





H,|0 1 




















习题 21 指 出 : “n> it, A, AA RRC. 

这 里 是 一 个 纸牌 游戏 ， 它 基于 R.T. Sharp ”的 一 个 想法 ,描述 了 调和 数 在 简单 情况 下 是 
怎样 自然 出 现 的 . 给 定 n 张 牌 和 一 张 人 桌子 , 我 们 希望 在 桌子 的 边缘 上 将 牌 皖 起 以 产生 出 最 大 
可 能 的 悬空 部 分 ， 它 服从 重力 原理 . 




















这 一 定 是 6-9 号 桌子 
(table) . 
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aake POME 
I 























第 a 张 牌 
ee 








桌子 





为 了 更 明确 一 些 ， 我 们 假设 第 k 张 牌 放 在 第 +1 张 牌 之 上 ( 1 三 k <n ); 还 要 求 每 张 牌 
的 右边 缘 与 桌子 的 边缘 平行 , 不 然 我 们 就 能 通过 旋转 牌 使 得 它们 的 角 向 前 多 伸 出 一 点 儿 来 增 
加 悬空 部 分 .为 使 得 答案 更 简单 ， 我 们 假设 每 张 牌 的 长 度 是 2 个 单位 . 
用 一 张 牌 ， 当 它 的 重心 恰好 在 桌子 的 边缘 上 时 , 我 们 得 到 最 大 的 伸 出 长 度 . 重心 在 牌 的 
中 心 ， 故 而 我 们 得 到 牌 的 长 度 的 一 半 ， 即 1 单位 长 的 伸 出 长 度 . 
用 两 张 牌 ,不 难得 到 ， 当 上 面 一 张 牌 的 重心 恰好 在 第 二 张 牌 的 边缘 上 ， 且 两 张 牌 的 联合 
重心 正好 在 桌子 边缘 上 时 , 我 们 得 到 最 大 的 伸 出 长 度 . 两 张 牌 的 联合 重心 在 它们 的 公共 部 分 
的 中 点 处 ， 故 而 能 得 到 另外 半 个 单位 长 的 伸 出 长 度 . 
这 个 模式 提示 了 一 般 性 的 方法 , 我 们 应 该 这 样 来 放置 牌 : 使 得 上 面 张 牌 的 重心 恰好 在 
第 上 +1 张 牌 的 边缘 之 上 【〈 它 支撑 那 上 面 大 张 牌 ) ”桌子 可 以 视 为 第 n+1 张 牌 .为 了 用 代数 的 
方法 表达 这 个 条 件 ， 我 们 可 以 让 d, 表示 从 最 上 面 那 张 牌 的 最 边缘 处 到 从 上 面 数 起 的 第 上 张 
牌 对 应 的 边缘 处 的 距离 . 这 样 有 w = 0 ， 且 我 们 想 要 使 , 是 前 大 张 牌 的 重心 : 
d= (d, * 1) * (d, +D+…+(d +1) 
k+ k 
( 重量 分 别 为 w,…,w 且 重 心 分 别 在 位 置 poop, A Kk AW BS SE D TE fI 
(wp, t +wp) / (ww) 处 . ) 我 们 可 以 将 这 个 递归 式 重 新 改写 成 两 个 等 价 的 形式 : 


kd 



































», LSkSn. (6.55) 








Qum ktd ttd td,, k20; 


(k-Dd,-k-14d,4--4d,,, kzl. 
这 两 个 方程 相 减 就 给 出 
kd,,,-(kK-N)d, 214d, , k21, 
WA d, =d, +1/k. 第 二 张 牌 将 偏离 第 三 张 牌 半 个 单位 长 度 ， 而 第 三 张 牌 将 偏离 第 四 张 牌 
三 分 之 一 个 单位 长 度 ， 等 等 .一 般 公式 
din= H, ( 6.56 ) 
由 归纳 法 得 出 ， 又 如 果 我 们 取 k=n ， 就 得 到 d, = 五, 是 n 张 牌 按 所 描述 摆 放 时 总 的 伸 出 
长 度 . 
控制 住 牌 ， 不 将 每 张 牌 都 推 到 最 大 可 能 的 位 置 ， 而 是 为 后 一 次 推进 将 “重力 势能 ”储存 
起 来 ， 我 们 能 否 得 到 更 大 的 伸 出 长 度 呢 ? 不 会 ， 任 何 一 种 达到 良好 平衡 状态 的 牌 的 放置 都 
满足 


























(+d,)+(+d,)+---+(1+d,) 


d, = k 


, lSkSn. 
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此 外 ， 刀 =0. 由 归纳 法 就 得 出 4d,, <H,. 

注意 : 为 了 使 得 最 高 处 的 那 张 牌 完全 伸 出 桌子 的 边缘 ,不 要 用 太 多 的 牌 . 我 们 需要 比 一 
GK AP 《2 单位 长 度 ) 更 长 的 仿 出 长 度 ， 第 一 个 超过 2 的 调和 数 是 万 , => ， 所 以 我 们 仅 需要 四 
张 牌 . 

用 52 张 牌 ， 我 们 得 到 及 ,单位 伸 出 长 度 ， 很 清楚 它 是 牌 的 长 度 的 五 , /2 = 2.27 倍 . (我 
们 很 快 就 将 学 习 一 个 公式 , 它 会 告诉 我 们 对 于 很 大 的 n 如 何不 需要 把 整 串 的 分 数 相 加 就 能 计 
算 五 ,的 近似 值 . ) 

一 个 称 为 “橡皮 筋 上 的 蠕虫 ”的 令 人 着 迷 的 问题 展现 出 了 调和 数 的 男 外 一 副 面 孔 . 一 
只 行动 缓慢 但 坚持 不 懈 的 蠕虫 W 从 一 根 lm 长 的 橡皮 筋 的 一 个 端点 出 发 , 每 分 钟 向 另 一 个 端 
HUET Lom. 在 每 分 钟 的 结尾 ， 一 位 有 着 同样 坚持 不 懈 精 神 的 橡皮 筋 保管 人 K (他 一 生 唯 
一 的 目的 就 是 要 挫败 W ) 把 它 拉 伸 1m. 于 是 在 仆 行 一 分 钟 之 后 ，W 离 起 点 lcm， 而 离 终点 
99cm; 然后 K 把 它 拉 伸 1m. 在 拉 伸 的 过 程 中 ，W 保持 它 相 对 的 位 置 , 离 起 点 的 距离 占 1%， 
而 离 终 点 的 距离 则 占 99%， 所 以 现在 W 离 起 点 2cm， 离 终点 198cm. 在 W 又 爬行 一 分 钟 后 ， 
成 绩 是 疏 行 了 3cm， 待 走 的 路 是 197cmj; 但 是 又 拉 伸 了 它 , 距离 变 为 4.5cm 和 295.5cm， 如 
此 下 去 ,这 条 蠕虫 能 够 到 达 终 点 吗 ? 它 一 直 在 移动 , 但 是 目标 似乎 更 快 地 离 它 远 去 .〈 我们 
假设 K 和 W 有 无 限 长 的 寿命 ， 橡 皮 筋 有 无 限 的 弹性 ， 量 蜂 虫 无 限 小 . ) 

我 们 把 某 些 公式 写 下 来 . 当 K 伸展 橡皮 筋 时 ，W 已 经 息 过 的 分 数 保持 不 变 ， 于 是 第 一 
SEEM T 1/100, 98 —4 REG T 1/200, = zoe T 1/300, ARSE. TEn Ma, "Ceu 
的 橡皮 筋 的 部 分 是 


H 
xr n (6.57) 
n 




























































































10001 2 3 100 ` 
所 以 ， 如 果 及 ,能 超过 100， 它 就 能 到 达 终 点 
我 们 很 快 就 能 看 到 对 于 很 大 的 n 如 何 来 估计 五 , ， 现 在 我 们 通过 考虑 “超级 蠕虫 ”在 同 
样 的 情况 下 如 何 运动 来 直接 检查 我 们 的 分 析 . 超级 蠕虫 与 W 不 同 , 它 每 分 钟 可 以 爬行 50cm， 
故而 根据 刚刚 给 出 的 讨论 ， 在 分钟 之 后 ， 它 候 过 带子 长 度 的 五 , /2. 如果 我 们 的 推理 是 正 
MAJ, HFH, > 2 ， 那 么 超级 蠕虫 就 应 该 在 对 达 到 4 之 前 就 结束 爬行 是 的 ， 简 单 的 计算 表 


明 ， 在 耻 行 三 分 钟 之 后 超级 虹 虫 仅 简 下 333 cm 要 走 ， 它 正好 在 三 分 四 十 秒 后 结束 胞 行 


















































WUES ASAE RRR s AER, ERRA 
体 恰好 分 成 两 个 轮换 的 排列 的 个 数 . 递归 式 6.8) 告诉 我 们 ， 有 


2 ir] 


ZH ,n»0. 


任何 试图 想 利用 52 
张 牌 来 达到 这 个 最 
大 伸 出 长 度 的 人 可 
ALARA, GR 
也 可 能 他 真是 一 位 
娱乐 大 众 的 笑星 . 


度量 单位 使 得 这 个 
问题 更 科学 . 


一 条 扁平 的 蠕 由 ， 


#7? 


它们 这 么 慢 ， 我们 
应 该 把 它们 称 为 蠕 
xd 
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且 这 个 递归 式 是 第 2 章 求 和 因子 方法 的 一 个 自然 的 候选 对 象 : 


S M 
= t= 
n! 2 (n-1!2) n 


n+l 
2 








展开 此 地 上 式 可 知 二 | | 从 而 
n: 


HEZ (6.58 ) 
2 


在 第 2 章 里 ， 我 们 证 明了 调和 级 数 > kB, REREH n o I HY, 变 得 任意 地 
大 .但 是 证 明 是 间接 的 ， 我 们 发 现 ， 某 种 无 限 和 (2.58) 在 将 它 重新 排序 时 给 出 了 不 同 的 答 
案 ， 因 此 > ,1/E 可 能 不 是 有 界 的 也, — oo 这 一 事实 似乎 与 我 们 的 直觉 相反 ， 因 为 它 还 意 
指 足 够 多 的 一 控 牌 将 会 超出 桌子 一 英里 甚至 更 多 ， 而 且 蠕虫 W 最 终 将 会 到 达 橡 皮 筋 的 终 
AA. 于是， 我们 来 仔细 研究 一 下 n 很 大 时 H, KD. 
看 出 H, 一 = 的 最 简单 的 方法 大 概 是 按照 2 的 蜘 将 它 的 项 分 组 . 我们 放 一 项 在 第 一 组 里 ， 
放 两 项 在 第 二 组 里 ， 放 四 项 在 第 三 组 里 ， 放 八 项 在 第 四 组 里 ， 以 此 类 推 : 
1 1 1.1 1.1.1.1 1.1 11 1 1.1] 1I 
a ura ieu uU a a 
第 三 组 


第 四 组 









































i) L— 
第 一 组 。” 第 二 组 





第 二 组 中 的 两 项 在 二 与 了 之 间 ， 所 以 这 一 组 的 和 在 2x 了 = 了 与 2x=1 之 间 ， 第 三 组 中 的 四 


项 部 在 = 与 二 之 间 ， 故而 它们 的 和 在 与 1 之 间 ， 事实 上 ,第 组 中 2 项 的 每 一 项 都 在 2 





与 2 之 间 ， 从 而 单独 每 一 组 中 各 项 之 和 都 在 之 与 1 之 间 . 





这 一 分 组 方法 告诉 我 们 ， me 在 第 k 组 中 , Sel sd H, 2: URH, 二 上 (根据 对 
的 归纳 法 ) FEH _》w ， 且 实际 上 有 








Lendl y, <[Ign Jat. (6.59) 





现在 我 们 在 相差 一 个 因子 2 的 范围 内 知道 H, 的 大 小 . 尽管 调和 数 趋向 于 无 穷 , 但 是 它们 也 仅 
仅 是 按照 对 数 的 大 小 趋向 于 无 穷 ， 也 即 它们 趋向 于 无 穷 是 相当 缓慢 的 . 

多 做 一 点 工作 并 应 用 一 点 点 微 积分 即 可 得 到 更 好 的 界 . 在 第 2 章 里 我 们 了 解 到 ， 瓦 ,是 连 
续 函 数 Inn 的 离散 模拟 ， 自 然 对 数 定义 为 一 条 曲线 下 方 所 围 成 的 面积 ， 这 就 提供 出 一 种 几何 
对 照 : 











Ax)=1/x 
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这 条 曲线 下 方 夹 在 1 与 之 间 的 面积 是 | dx/x=Inn， 它 小 于 那个 矩形 的 面积 





> ,IE= 妃 :从 而 nz< 瓦 ， 这 是 比 我 们 在 (6.59) 中 得 到 的 更 好 的 结果 . 将 矩形 取得 稍 
微 不 同 一 点 ， 我 们 就 得 到 一 个 类 似 的 上 界 : 








fæ 
fixy- Vx 
0 1 2 3 $ : ‘ n P 
这 一 次 那个 矩形 的 面积 H, 小 于 第 一 个 矩形 的 面积 加 上 曲线 下 方 的 面积 我们 就 证 明了 
Inn « H, <Inn+1, n>1. ( 6.60 ) 


我 们 现在 知道 H, 的 误差 至 多 为 1 的 值 . 
当 我 们 求 倒数 的 平方 和 ， 而 不 是 直接 求 倒数 之 和 时 ， 就 会 出 现 “ 二 阶 ” 调 和 数 ; 
1 zs] 


dex 


n k=l 








H®) =14 bias 
4 9 


类 似 地 ， 通 过 求 Cr) UREA, RAT AE XC r HA ARK: 
HO 233 (6.61) 


k=1 





如 果 r >1 , 这 些 数 当 一 ~% 时 趋向 于 一 个 极限 , 在 习题 2.31 中 我 们 注意 到 ， 这 个 极限 习惯 上 
称 为 黎 曼 5 PRAEC: 
C(r)- H9 =- 让. (6.62) 


欧 拉 003 曾 发 现 了 一 个 简洁 的 方法 ， 利 用 广义 调和 数 来 近似 通常 的 调和 数 互 0 ， 我 们 来 


n5) bach ge Th gage: ( 6.63 ) 





k-1) k 2K ap 4k 
当 丰 >1 时 它 收敛 . CWE lnk-l(k-1), TAEUATEPIZIXI2 <k <n RM, AAA 
的 和 就 缩减 了 ， 且 得 到 
inn—int= 3 74 I t : t : +] 


ek 2k? 3k ak 





























=H, -D+H 2) ez D+ -D+ 





重新 排序 ， 我 们 就 对 瓦 与 Inn 之 间 的 差 得 到 一 个 表达 式 
po n lago n lego cn... 
Rigel- OP 0-080 20 Un ess 


当 n 一 % 时 ， 右 边 趋向 于 极限 值 


“我 现在 还 看 到 一 种 
方法 , 它 告诉 我 们 怎 
样 用 对 数 ( 按照 基本 
相同 的 方式 ) 求 出 调 
和 级 数 的 各 项 之 和 ， 
但 是 为 求 出 那些 规 
则 所 需要 做 的 计算 
会 更 加 困难 . ^C 

一 牛顿 [280] 


“因此 我 们 发 现 这 个 
量 有 常数 值 C， 确 实 
C=0.577 218. ” 


ge 43 [103] 





是 的 ， 它们 实际 上 不 
TERAK. ANGE 
罗 贺 摩 塔 被 完全 移 
动 成 功 之 时 ,世界 早 
就 已 经 毁灭. 
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1-5(£Q)-1)-3(6@)-1)-F(G 4-1), 


现在 知道 这 个 值 是 欧 拉 常数 ,习惯 上 用 希腊 字母 y 来 表示 . FXE, CO) -1 KAS F 1/2", 
所 以 这 个 无 穷 级 数 收 敛 得 比较 快 ， 我 们 可 以 计算 出 其 十 进 制 值 为 
































Y= 0.577 215 664 9… . ( 6.64 ) 
欧 拉 的 讨论 确立 了 极限 关系 
lim(H, -Inn) - y , (6.65) 
于 是 五 ,处 在 (6.60 ) 的 两 个 端点 值 之 间 大 约 58% 的 位 置 ， 我 们 逐渐 回归 到 它 的 值 . 
如 同 我 们 会 在 第 9 章 看 到 的 那样 ， 有 可 能 做 进一步 的 改进 .例如 我 们 将 证 明 
[A ee 21. (6.66 ) 
2n 12m 120n 


这 个 公式 能 让 我 们 不 需要 把 100 万 个 分 数 加 起 来 就 能 推断 出 第 100 万 个 调和 数 是 
H, wo ooo =14.392 726 722 865 723 631381127 5. 
而 这 就 意味 着 一 控 100 万 张 牌 就 能 延伸 超出 桌子 边缘 7 张 牌 的 长 度 . 
关于 橡皮 筋 上 的 蠕虫 ，( 6.66 ) 又 会 告诉 我 们 什么 呢 ” 由 于 五 , 是 无 界 的 ， 蠕 虫 肯定 会 到 
达 终 点 ， 此 时 五, 第 一 次 超过 100， 对 五, 的 近似 表明 ， 当 n 近似 等 于 


99.423 
=e 




















100- 
e Y 


时 这 就 会 发 生 ， 事实 上 ， 习 题 9.49 证 明了 ，n 的 关键 值 是 | e" | 或 者 |e” | ， 我 们 可 以 想 
BW 在 经 过 大 约 2.87x10 ”个 世纪 的 漫长 爬行 后 最 终 冲 过 终点 线 时 获得 完胜 的 情景 ,尽管 这 
































会 使 得 K 非常 愧 恼 .( 这 根 橡皮 筋 将 会 被 伸 长 到 超过 102 光 年 的 长 度 ， 它 的 分 子 也 将 被 大 大 
分 离开 来 . ) 
6.4 调和 求 和 法 HARMONIC SUMMATION 
现在 ， 我 们 观察 某 些 包含 调和 数 的 和 式 ， 首 先 回顾 在 第 2 章 学 过 的 几 个 思想 . TE (2.36) 
和 (2.57) 中 ， 我 们 证 明了 
£ H,-nH,-n, (6.67 ) 
之 kH, = a: Dg 0. (6.68 ) 


让 我 们 大 胆 着 手 处 理 一 个 更 加 一 般 的 和 式 , 它 包 含 这 两 个 作为 其 特例 : 24 m 是 一 个 非 负 整数 
时 ， 





k 
zh. 


的 值 是 什么 ? 
第 2 章 里 对 (6.67 ) 和 ( 6.68 ) 颇 为 有 效 的 方法 称 为 分 部 求 和 法 ( summation by parts ) 我 
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们 把 求 和 项 写成 u(k)Av(#) 的 形式 ， 并 应 用 一 般 的 恒等式 


> uA) sx = u(x? - Y, voce DAuGOÓx . ( 6.69 ) 





k 
记得 吗 ?现在 我 们 所 面 对 的 和 式 XP 很 适合 这 种 方法 ， 因 为 我 们 可 以 令 


— 1 . 
k+l 


uf dl] acp rdg 
es): mm CH) 


( 换 一 句 话 说 ,调和 数 有 一 个 简单 的 A , 而 二 项 式 系数 有 一 个 简单 的 A” ,故而 我 们 进展 顺利 . ) 
将 它们 代入 (6.69 ) BIG 
n n +1 Ox 


k nl X 
Y u-Y"^|néx-| ^.|H, Eu. 
oed Lan oUm) ^ ml] ' m+1)x+1 


k+l 
-| "^ m-Y c 
10 十 1 ote, m l)kl 


剩 下 的 和 式 很 容易 ， 因 为 我 们 利用 原先 储备 的 知识 ， 即 等 式 〈5.5 ) 


y k+1) 1 xy k| 1 [n 1 
otra mtl)k-l f, m)jmc-l im-cljm-«l 


来 吸收 (k+])”， 这样 就 得 到 所 要 寻求 的 管 案 : 


k n 1 
zl. Glo —) (6.70) 


( 当 m=0 以 及 m=1 时 ， 这 完全 可 以 用 (6.67) ) 和 (6.68 ) 来 检验 . ) 
下 一 个 做 为 范例 的 和 式 用 除法 代替 乘法 : 我 们 尝试 计算 
n H, 
SS a . 
如 果 根 据 定义 将 A, 展开 ， 就 得 到 一 个 二 重 和 式 


1 


1<j<k<n J 天 


现在 可 以 借助 于 第 2 章 的 另外 一 个 方法 .等 式 (2.33) 告诉 我 们 


8,21 ED» =~(H? +H). (6.71 ) 
" 2| atk PJ 2 


u(k)-H,, Au(k) = H,,, - H, 











S = 


n 








k=l k=l 





很 明显 ， 如 果 我 们 早先 就 尝试 用 分 部 求 和 法 〈 见 习题 26 )， 就 能 用 另 一 种 方法 得 到 这 个 答 
案 了 . 
现在 ,我 们 尝试 处 理 男 一 个 更 加 困难 的 问题 4， 它 不 能 用 分 部 求 和 法 解决 : 





(不 要 泄露 答案 和 
任何 东西 . ) 
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U, 2 eS D (n-k) , S nzl. 


( 这 个 和 式 也 并 没有 明显 提 到 调和 数 ， 但 是 谁 又 知道 它 会 在 什么 时 候 冒 出 来 呢 ? ) 

我 们 将 用 两 种 方法 来 解 这 个 问题 : 一 种 是 强行 靠 繁复 计算 得 出 解答 , 另 一 种 是 靠 更 多 的 
聪明 或 者 运气 获得 解答 .首先 是 强力 计算 法 .我们 用 二 项 式 定理 展开 (nk)"”， 使 得 分 母 中 
难以 处 理 的 大 能 和 分 子 组 合 起 来 : 

“Er 


k21 


aoe gion 


这 并 不 像 看 起 来 那么 混乱 无 序 ， 因 为 内 和 中 的 站 是 关于 的 多 项 式 ， 而 恒等式 ( 5.40 ) 告 
诉 我 们 : 我 们 是 在 直接 取 这 个 多 项 式 的 阶 差分 ,这 已 经 差不多 正确 了 ,不 过 为 了 使 之 严格 
为 真 ， 即 在 能 确认 公式 是 一 个 多 项 式 的 n 阶 差分 之 前 , 我 们 还 需 做 一 些 工作 .首先 我 们 必须 
理 清 几 件 事情 ， 一 件 事 是 当 j=0 时 站 不 是 多 项 式 ， 故 而 我 们 需要 将 这 一 项 剥离 开 来 单独 
处 理 ， 另 一 件 事 是 在 n 阶 差分 公式 中 失去 了 k=0 这 一 项 ， 当 j=1 时 ,这 一 项 不 等 于 零 ， 所 
以 我 们 最 好 保留 它 并 再 次 把 它 减 掉 ) 其 结果 就 是 

U, => ("co Xow 


j=] 


开 
(ate 


好 的 ， 现 在 最 上 面 一 行 ( 它 是 剩 下 来 的 唯一 的 二 重 和 式 ) 是 零 : 它 就 是 次 数 小 于 n 的 多 项 式 
的 nn 阶 差分 的 倍数 之 和 , 而 这 样 的 n 阶 差分 都 是 零 . 第 二 行 除了 7=1 之 外 都 是 零 , 而 当 j=1 
时 它 等 于 -n”". 所 以 第 三 行 是 余下 来 仅 有 的 困难 ,我 们 已 经 将 原来 的 问题 转化 为 一 个 简单 得 
多 的 和 式 : 

U,=n"(T,-1), HT, = 2E je D (6.72) 


_(3)8 (3)1 45 _f3)1 T9 BL 7 ae. M 
例如 ，U, pi Bi 23 T Wr 2,0} S Mif U, =27(7,-1) ， 恰 如 所 
断言 之 结论 . 

我 们 怎样 来 计算 7 呢 ? 一 种 方法 是 用 的 an ee. 这 样 得 到 一 个 关于 也 


的 、 用 了 ,表示 的 简单 递归 式 . 还 有 一 个 更 有 启发 性 的 方法 : 在 〈5.41 ) 中 有 过 一 个 类 似 的 
AX, B 
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Xe 7 n! 


: x+k  x(xlD-(xnm 





如 果 我 们 减 去 E= 0 的 项 ， 并 令 x=0， 就 得 到 -7 . 所 以 我 们 做 下 去 : 








a 


x(x+1)---(x+n) 


x=0 








x=0 


„| n+l n+l n+l 
x Tectx t -n! - 
E n+l 2 1 B "I 


x(x 1): (xn) n! 














(我 们 用 到 了 Gee D Gn) 2x" /x 的 展开 式 (6.11 )， 可 以 把 分 子 中 的 x Eb, DNO 
rens ) 但 是 , 我们 从 (6.58 ) sa "7" -nl 所 以 了 =H, ThRGUSSVES. 



























































U =n"(H,-1). (6.73) 
这 是 一 种 途径 ， 另 一 种 途径 是 尝试 计算 一 个 更 为 一 般 的 和 式 
vn -Z| (x+ky)", Sn, ( 6.74 ) 


原来 的 U, 的 值 将 作为 特殊 情形 U, (n,—1) 而 自然 获得 解决 . (我 们 受到 鼓励 去 考虑 更 为 一 般 性 
的 问题 ， 是 因为 以 前 的 推导 把 这 个 给 定 问题 的 大 多 数 细节 都 “抛弃 了 ”， 那 些 细节 由 于 某 种 
原因 必定 是 不 重要 的 ， 因 为 n 阶 差分 就 已 经 把 它们 抹 掉 了 . ) 

我 们 可 以 稍 加 改变 来 重演 先前 的 推导 ， 并 发 现 U,(x,y) 的 值 . 或者， 我 们 也 能 


(x + ky) Gecko AE Go mn +0] e). 这 导出 递归 式 























U, (x, y) =xU,,_,(x, y) +x" /nt+ yx"! , (6.75) 
这 很 容易 用 求 和 因子 法 求解 (习题 5 ) 
最 容易 的 是 用 另外 一 种 技巧 ， 它 在 第 2 章 里 曾 有 好 的 效果 : 微分 法 .U(x,y) T yk 
导 带 出 一 个 上 ， 它 和 分 母 中 的 大 抵消 ， 这 样 得 到 的 和 式 是 简单 的 : 





su, (x,y) = AACE +o) 


( 再次， 这 里 次 数 小 于 的 多 项 式 的 n NENEN. ) 
我 们 就 证 明了 : U, Qc, y) RY y 的 导数 是 mx ，, 它 与 无关. 一 般 来 说 , 如 果 f'()-c, 
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那么 f(y)= (0)+cy .这样 一 来 ,我们 就 必定 有 UL (x, y) 2U, (x,0) + nx"! y. 
剩 下 的 任务 是 要 确定 DCx0). TRU, (x, 0) T6 f Je x" RAMT, =H,, RIIE (6.72) 
中 已 经 考虑 过 这 个 和 式 ， 于 是 ( 6.74 ) 中 一 般 的 和 式 有 封闭 形式 


U,(x,y)=x"H,+ nx" ty. ( 6.76 ) 




















特别 地 ， 原 来 问题 的 解 是 U,(n,-1)=n"(H, -1). 
6.5 {835422 BERNOULLI NUMBERS 


我 们 议事 日 程 上 的 下 一 个 重要 数列 是 以 雅 各 布 ， 伯 努 利 (1654 一 1705 ) 的 名 字 命 名 的 ， 
他 在 研究 闫 次 寡 和 的 公式 时 发 现 了 奇妙 的 关系 5 我们 记 











n-l 
S (n) 20" 41" +---+(n-1)” = yk" =D x"óx. (6.77) 
k=0 





(于 是 ， 当 m>0 时 按照 广义 调和 数 的 符号 有 5S, (0) 72 Hi.) 们 努 利 观 察 了 如 下 一 列 公 式 ， 
勾画 出 了 一 种 模式 : 




















Sy(n)2n 
l 5 1 
S\(n)=—n =n 
0077 7 
X 2 + zn 
$0) =" zm + n 
s= zr - sn + 3 一 Z” 
S=" 5 十 M = T 
ORE P" + T = on + » 
Lae EN t yf = sf t € 
8 2 12 24 12 
S0) - 50" 5 十 3 = = 54 2 - 
Sy(n)= 5" " z” i iU - a 5" z 
Sy Q1) = : n'- L + 24 -n +n i m t EE 
11 2 6 2 66 








你 也 能 看 出 来 吗 ?” TES, (n) ra" 的 系数 总 是 1/(0ma+D nm" 的 系数 总 是 -1/2. n" 的 系数 
总 是 …… 让 我 们 想 想 ， 是 m/12 n"? 的 系数 总 是 零 ，n”” 的 系数 总 是 …… 再 想 想 …… i 
MBLs EA, “Exe —m(m—1)(m—-2)/720. n” RAE. Gil Re Bux IEA 






































283 








238 第 6 章 特殊 的 数 

















Wt, diti n" 的 系数 总 是 某 个 常数 乘 以 mt*. 
那 就 是 伯 努 利 凭 经 验 得 到 的 发 现 .( 他 没有 给 出 证 明 . ) 用 现代 的 记号 , 我 们 把 系数 写成 
如 下 的 形式 


l m+l m+l m ml 
$,(n)7—1 Bn™ + 1 Bn” c Bn 
m+ m 


1 m m+l NE 
M : ja ey (6.78) 
k=0 


伯 努 利 数 由 隐 含 的 递归 关系 定义 


(UT sumen. Bri m= 0. (6.79) 


j-0 





2 2 
例如 ， BL «1a -0， 前 几 个 值 显然 是 








n | 0 1 23 4 5 6 7 8 910 1 2 
» jj} ieee fe a eS -691 
2 6 30 42 30 66 2730 


(AK B, 的 简单 封闭 形式 的 所 有 猜想 都 因 奇怪 分 数 -691/2730 的 出 现 而 清除 出 局 . ) 
利用 扰动 法 (我 们 在 第 2 章 求 解 8, (n) =o, 的 方法 )， 可 以 用 对 m 的 归纳 法 证 明 伯 努 利 公 
式 (6.78): 








n-l 


LN (n) d gn"! - by (k + p^" 


XD "se (680) 
o J j=0\ J 

用 $,(n) Xm (678) WHW, FEAT EHI 5,,(n)=5,(n) , BBX OS jum 有 
5,(n) 2 8,00) ， 我 们 开始 时 按照 在 第 2 章 里 对 m=2 所 做 的 那样 ， 从 〈 6.80 ) 的 两 边 减 去 
Syl) ， 然 后 利用 (6.78 ) 展开 每 一 个 5,(m) ， 并重 新 分 组 ， 使 得 右边 的 乱 的 系数 放 在 一 
起 并 加 以 化 简 : 





i+1) B 
| Ee t (m-1)A 
j*1 


j+1\B_, 
: y n" - (m 1)A 


7 一 上 /7 


这 里 有 一 些 更 加 简 
明 扼 要 的 材料 ,可 能 
你 会 希望 在 第 一 次 
阅读 时 暂时 略 过 不 
看 . 


一 一 友好 的 助教 


从 此 处 开始 略 读 
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+1)\( j+1)B, 
= y [7] T. eee + nea 
0<k<j<m\ J k+1jj+1 


k+l 十 1 7 
eas e Js. eres 
omes kl 7 k 


n" (m1 m-l-k 

on KEIN k zl 

n" (m1 (rt 
0c jm-k i 








je. +(m+1)A 





B.+(m+l)A 
opm, kN k | / ) 


n m+l 
= [m—-k 20] (m* )A 
oce, k+l k 


nm! m-41 

= t (m *1)A 
m+l\ m 

- n"" 4 (m -1)A : 其 中 A=5,(n)-S,(n). 


( 这 一 推导 过 程 很 好 地 复习 了 第 5 章 所 述 的 标准 处 理 方法 . ) 于 是 A=0， 且 有 5,(n) =5,(n)， 
证 明 完 毕 . 

在 第 7 章 里 我 们 将 要 用 生成 函数 来 得 到 ( 6.78 ) 的 一 个 简单 得 多 的 证 明 . 关键 的 想法 在 
于 证 明 伯 努 利 数 是 智 级 数 





























Z =B, (6.81) 


e-l m n! 
的 系数 . 现在 我 们 直接 假设 方程 ( 6.81 ) 成 立 ， 故 而 可 以 从 中 推导 出 某 些 令 人 惊讶 的 推论 . 
如 果 我 们 在 两 边 加 上 ， 这 样 就 从 右边 将 项 Bz /=z 消 掉 ， 得 到 














Z z zř+l ze ?+e z 
+ 一 一 - — 
e&-12 2e7-1 2e^?-e?? 2 
这 里 cothz 是 “ 双 曲 余 切 ”函数 ， 在 微 积 分 书 中 则 定义 为 cosh z/sinhz ， 我 们 有 





coth 二 . (6.82 ) 
2 


—£Z Zz 


e 
, coshz= 


te^ 


sinh z - $— (6.83) 














将 = 变换 成 -= , 给 出 em 2 “coth ; , 故而 ; coth > 的 每 个 标号 为 奇数 的 系数 必定 
HE, Hl 











B, = B, =B, =B,=B,=B,=---=0. (6.84) 
此 外 ，( 6.82 ) 给 出 了 coth 的 系数 的 一 个 封闭 形式 : 
MEL NEL NN m e (6.85 ) 


e” -1 2 nz x (2n)! nz = (2n)! l 


但 是 双 曲 函数 并 没有 太 多 的 用 武之 地 ， 人 们 对 “真实 的 ”三 角 函 数 更 感 兴趣 . 我们 可 以 通过 
法 则 
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sin z = —isinhiz ，cosz= coshiz ( 6.86 ) 
APSE AF B5 — FA PRP TA CH PRIOR FN. PDE FRR 
1 3 5 5 
Zz z . z zz 
Sinz= 一 一 一 十 一 一 … sinh z = — + — + — ; 
! 3! 5! ]! 3! S! 
0 z z^ z? z z^ 
cos z = 一 一 一 十 一 一 … cosh z = — + — + — 
0! 2! 4! ! 2! 4! 
F cot z = cosz /sinz =icoshiz/sinhiz =icothiz ， 我 们 就 有 
Qi" 
tz=>B 6.87 
ZCOLZ = 2. 2n (2n )! -> 4) B. 2n a ) ( ) 
zcotz 的 另 一 个 引 人 注 目的 公式 是 由 欧 拉 (习题 73 ) 发 现 的 : 
z? 
zcotz=1- po ae IA ( 6.88 ) 
kzl 


我 们 可 以 将 欧 拉 的 公式 按照 2 BREST, DORETR ZI 
2 z^ zê 
zcotz=1- Yos ire 2 


k21 





6 
=j= (5 H®) at "Ete 
T 


让 z” 的 系数 与 其 在 男 一 个 公式 ( 6.87 ) 中 的 系数 相等 ， 就 对 无 穷 多 个 无 限 和 式 给 出 一 个 几 
乎 不 可 思议 的 封闭 形式 : 





(Om = Ho" -CD E Be, sias, (689) 
例如 ， 

(Qe HB cere reser Ben 16; ( 6.90 ) 

£(4)=H® = tt B (3 = 0/90. (6.91) 

















公式 (6.89) BULE HO” 的 封闭 形式 ， 它 还 告诉 我 们 B, 的 近似 大 小 ， 因 为 HQ” P4 n BK 
时 非常 接近 于 1. 它 告诉 我 们 , XEBPÉ n 2 0898 70"  B,, 20, 于 是 非 零 的 伯 努 利 数 交 替 地 
改变 符号 

这 还 没完 ， 伯 努 利 数 还 出 现在 正切 函数 的 系数 中 

e a gl 

AG D ”4 (4 -D5, Qn!’ 
它 也 出 现在 其 他 的 三 角 函 数 中 (习题 72 ) 公式 〈6.92 ) 引导 出 有 关 伯 努 利 数 的 另外 一 个 重 
要 事实 ， 也 即 


tan z = 





(6.92 ) 


我 看 出 来 了 ， 我 们 用 
虚数 得 到 了 “真实 
的 ”函数 . 


从 此 处 开始 跳 过 . 


%x=tanwh, iX 
wx tan(z+w). A 
此 ,根据 泰勒 定理 ， 
taaw 的 n 阶 导数 
是 T(tanw). 
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Ta =p" T Dp, bE Me (6.93) 
n 
例如 ， 我 们 有 
n |1 35 7 9 1 13 





T, | 1 2 16 272 7936 353792 22368256 


[ 其 中 诸 数 7 称 为 正切 数 (tangent number ). | 
根据 B. F. Logan 的 思想 ， 证 明 (6.93 ) 的 一 种 方法 是 考虑 需 级 数 


inz+ 
Lad iru as x- (I x^)z + (2x? + 2x) + (6x! +8x° 4 三， 
cosz—xsinz 


“nw, ( 6.94 ) 


nz 








FORT (x) 是 关于 x 的 多 项 式 , 置 x= 0 给 出 工 (0) = 了 , CEE n MEWS. 如 果 我 们 对 ( 6.94 ) 
关于 x 求 导 ， 得 到 








DIOR 


(cosz—xsinz) 4 


但 是 如 果 关 于 z 求 导 ， 就 得 到 
l+x — y (x) Z 


z” 
(cosz-xsinz}  £ (n-1)! = LOT 
(请 尝试 一 做 ， 这 里 抵消 得 很 干净 . ) 于 是 我 们 有 
Tal, Ax, (6.95 ) 


这 是 一 个 简单 的 递归 式 , 由 它 推 出 : T, (x) 的 系数 都 是 非 负 整数 . 此 外 , 我 们 很 容易 证 明了 (x) 
的 次 数 是 zz+1， 且 它 的 系数 交替 取 零 和正 数 . KHOR, Tna (O = Ta 就 是 一 个 正 整数 ， 
恰 如 在 (6.93 ) 中 所 断言 的 那样 . 

递归 式 〈6.95 ) 给 我 们 一 种 通过 正切 数 计 算 伯 努 利 数 的 简单 方法 ， 只 用 到 关于 整数 的 简 
单 运算 .， 相 比 之 下 ， 定 义 它 的 递归 式 (6.79 ) 涉及 与 分 数 有 关 的 困难 的 算术 运算 . 
如 果 我 们 想 要 计算 从 a 到 2 —1 而 不 是 从 0 到 nn-1 的 nn 次 究 之 和 ， 第 2 章 的 理论 告诉 我 们 























Ye -Y x" Óx- S, (b)- S, (a). ( 6.96 ) 
当 我 们 考虑 大 的 负 值 时 ， 这 个 恒等式 有 一 个 有 趣 的 推论 : 我 们 有 
k” =(- wie. m»0 


k=-n+1 


因此 
S,,(0)—S,,(-n +1) = (-D" (S, (n) - S, (0)) . 




















288 








242 第 6 章 特殊 的 数 





但 是 5,(0) = 0 ， 故 我 们 有 恒等式 


S(l—n) =(-l)""'S,(n), m»0. (6.97) Ride Johan 


> mu LR pii 、 mag, 
TJES 0) -0. 如果 把 多 项 式 $,(n) 写成 分 解 的 形式 ， 它 总 有 因子 和 -1， 因 为 它 有 根 0 2 


4, |. " y MEM y ; 
和 1. 一 般 来 说 ，5,,(m) 是 一 个 m+1 次 多 项 式 , HADA nl. edb, 我 们 可 以 在 (6.97) 关于 0/2 的 多 
m-«i FAK S, (n) 的 简单 公 
式 , 见 参考 文献 [222]. ) 





Hini, mieh s s.(3]-cors, (3). WE m ERM, 这 就 给 出 了 5, [了]=0， 故 








ii [n-5 esi 个 因子 . 这 些 观察 到 的 事实 就 解释 了 为 什么 在 第 2 音 里 我 们 会 发 现 简单 的 分 


2 
解 式 


S,(n) -了 (n-l). 





我 们 本 来 就 可 以 利用 这 种 推理 导出 S, 00) 的 值 ， 而 无 需 对 它 计算 ! 此 外 (6.97) 意味 着 : 
7 FSI FAI $, 0 5, (0) n>) ti 


§(-n)=S8,,(n), m ÆRE. m> 0. 
由 此 推出 ，S n) 总 可 以 写成 分 解 的 形式 








1 [m/2] 1 p 
二 了 “je 7 是 奇数 ; 


ml k=l 2 
S, (n) = 1 (6.98 ) 
"5 /2 




















Aasi, Wand DEME, CES mA. Hm, 
S,(n) =n? (n-1)/4; 


s) (n-5 Jn (n- ze Vr | nF vri rs ; 
S, (1) 2 n^ (n -1y? Grn 3/4 Jem ys; 


NM EA E E 


Ep g -2?237^ (Wai +V27 «i 31-427 


WER m 是 奇数 且 大 于 1, 我 们 就 有 B, 20, TÆ S, (n) MEUSE n^ CA. (n - 1)? 0 整除 . 反 
Z, SO) 的 根 似乎 并 不 服从 这 一 简单 的 规则 . 
我 们 通过 观察 伯 努 利 数 与 斯 特 林 数 的 关系 来 结束 对 伯 努 利 数 的 研究 ， 计 算 S, (0) 的 一 种 
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方法 是 将 通常 需 改 变 成 下 降 需 ， 因 为 下 降 需 的 和 式 较为 容易 .解决 了 那些 容易 的 和 式 之 后 ， 
我 们 就 能 返回 到 通常 老 : 


co 区 


k=0 jz0 joo ll 


> m p? 
af 


m 1 和 了 本] k 
->| ao | k i | 
于 是 ， 令 它们 与 (6.78) 中 的 那些 系数 相等 ， 我 们 就 必定 有 恒等式 


TCD +1 
x E t B a o. ( 6.99 ) 
50 (J k j*1 m+l\ k 


直接 证 明 这 个 关系 式 可 能 会 更 好 一 些 , 由 此 可 以 用 一 种 新 的 方式 发 现 伯 努 利 数 . 但 是 ， 对 于 
如 何 用 归纳 法 证 明 (6.99 ) 左边 的 和 式 是 一 个 常数 乘 以 mm 后 ， 表 6-3 或 者 表 6-4 中 的 恒等式 并 


给 出 任何 明显 的 提示 . 如果 =m+1 ， 左 边 的 和 式 正 好 是 fol Nine =1/(m+l), 
m 


m 
































PEDAL SPD. PAUL Eom, 则 左边 的 和 式 就 是 | MEM d 


m-1 m m 
(nii ios zn -1) -5m = ， 此 情形 也 非常 容易 ， 但 是 如 果 <m ， 左 边 的 和 式 看 起 来 困 
难 多 了 ， 如 果 伯 和 努 利 当 初 走 的 是 这 条 路 ， 那 他 有 可 能 不 会 发 现 这 些 数 . 
我 们 可 以 做 的 一 件 事 是 用 {" . NE of . i 代替 Wi - Q1) 正好 和 难以 处 理 的 分 
母 抵消 ， 左 边 就 变 成 


m«l[j-1|cp^"* _ JI juo 
EC s Jess Stall Je 


“k<mitt, RHE (631) 知 第 二 个 和 式 是 零 . 这 就 剩 下 第 一 个 和 式 ， 它 急需 改变 记号 .我 
们 来 重新 命名 变量 ， 使 得 求 和 指标 是 上 ， 而 其 他 的 参数 是 m 和 n. 这 样 恒 等 式 (6.99) 就 等 


价 于 
n|[*|cp*" a(n 
zi. k -Btn Us et (6.100) 


好 的 ,我们 得 到 了 某 种 看 起 来 更 合适 的 东西 ， 尽 管 表 6-4 对 下 一 步 如 何 进行 依然 不 能 给 出 任 
何 明确 的 建议 . 

表 6-8 中 的 卷 积 公 式 现在 向 我 们 伸 出 了 援手 . 我 们 可 以 利用 (6.53 ) 和 (6.52 ) 以 斯 特 林 
多 项 式 改 写 求 和 项 : 
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n n-k4l 
DTE E cat 


( 1)" i n+l—m ! T 
| 人- Hu m D (m sn O, k)O pm (k) ý 
情况 好 转 ，( 6.50 ) 中 的 卷 积 对 + = 1 给 出 


n-m 


ou k)o, ,(k) = 2,0. sa (Cont (i m-K))e, (m+ k) 








m-n 


= O n 
(m)(-n) 





(m-n+(n-m)). 











ASK (6.100) 现在 得 到 了 验证 ， 且 我 们 发 现 伯 努 利 数 与 斯 特 林 多 项 式 中 的 常 





By —- —mo, (0). 
m! 


m 


6.6 ” 斐 波 那 契 数 FIBONACCI NUMBERS 


现在 我 们 要 研究 一 个 最 讨 人 喜欢 的 特殊 数列 ， 斐 波 那 契 数列 (已 ) : 
n| 01234567 8 9 1n 2 2B 


数 项 有 关 : 
(6.101 ) 


14 











( 6.102 ) 


F,| 011223 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 
与 调和 数 以 及 伯 努 利 数 不 同 ， 斐 波 那 契 数 是 很 简单 的 整数 ， 它 们 由 递归 式 

F,-0, 

Rel, 

F, =F_+F n>l 


1 n-l n-2 ? 

















定义 .这 一 规则 的 简单 性 〈 它 是 每 个 数 都 依赖 于 前 面 两 个 数 的 最 简单 的 递归 式 ) 使 得 





契 数 在 相当 广泛 的 情形 中 出 现 . 








ES 


斐 波 那 


“蜜蜂 树 ” 提 供 了 一 个 很 好 的 例子 ， 它 说 明 斐 波 那 契 数 可 以 怎样 自然 地 出 现 ， 我 们 考虑 
一 只 雄 蜂 的 家 谱 . 每 只 雄 蜂 ( 也 称 为 公 蜂 ) 是 由 一 只 雌 蜂 〈 也 称 为 蜂 后 ) 无 性 繁殖 出 来 的 ， 





然而 每 一 只 峻 蜂 有 两 个 父辈 ， 一 雄一 雌 . 树 的 前 面 几 层 如 下 : 


TI? ? ST? 
- 
G 





EE 





i 


g 








公 蜂 有 一 位 祖父 和 一 位 祖母 , 有 一 位 曾祖 父 和 两 位 曾祖 母 , 有 两 位 高 祖父 和 三 位 高 祖母 7. 一 

















O 为 了 与 后 面 的 一 般 情形 的 定义 相 适应 ， 这 里 可 以 将 和 
改称 为 1 代 祖父 和 1 代 祖母 ， 将 高 祖父 和 高 祖母 改称 为 2 代 祖父 和 2 代 祖 母 ， 等 等 





将 曾祖 父 和 曾祖 母 





这 个 例子 的 回归 自然 


的 特征 令 人 震惊 . 
本 书 应 该 被 禁止. 


这 


嗯 ， 叶 序 学 . 就 是 对 
出 租车 的 热爱 


“ 斐 波 那 契 数列 具有 
众多 有 趣 的 性 质 ，” 
卢 卡 斯 Pa 
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BORUL, FFA Eth, CREA Fa En (CHSC F, 位 n 代 祖母 . 

3EDOIESUSUC TE A AAP AL, 似乎 是 由 于 与 蜜蜂 树 法 则 相 类 似 的 原因 . 例如, 一 个 典 
型 的 向 日 黄 有 一 个 很 大 的 使 盖 , 它 包 含 了 螺旋 般 紧密 挤 在 一 起 的 小 花 , 通常 朝 一 个 方向 有 34 
个 螺旋 ， 而 朝 另 一 个 方向 有 55 个 ， 较 小 的 伞 盖 则 有 21 个 和 34 个 ， 或 者 13 个 和 21 个 . 一 个 有 89 
个 和 144 个 螺旋 的 巨 形 伞 盖 兽 在 英国 展览 过 .类似 的 模式 还 在 某 些 种 类 的 松 果 中 出 现 过 . 

这 里 有 一 个 不 同 特征 的 例子 : 假设 把 两 片 窗 玻 璃 背靠背 地 放 在 一 起 ， 有 多 少 种 方法 
a, 使 得 光线 在 改变 了 n 次 方向 之 后 可 以 透 过 来 或 者 被 反射 回去 ? 前 几 种 情形 如 下 : 



























































ag=1 a172 02 一 3 a3=5 




















当 是 偶数 时 ， 我 们 有 偶数 个 反弹 ， 且 光线 从 玻璃 穿 透 过 去 ; 而 当 n 是 奇数 时 ， 光 线 被 反射 
并 重新 出 现在 原先 进入 的 同一 侧 . 这 些 a 似乎 就 是 斐 波 那 契 数 ， 对 上 图 稍 作 凝视 即 可 知道 
理由 : nS 2, 于 次 反弹 的 光线 或 者 是 做 第 一 次 反弹 离开 对 立 面 并 继续 以 wa ,种 方式 运行， 
或 者 首先 反弹 离开 中 间 的 面 然 后 再 次 反弹 回来 ,并 以 a,_, 种 方式 运行 到 结束 . 这 样 我 们 就 有 
斐 波 那 契 递归 式 w 2a, ta, ,. 其 初始 条 件 是 不 同 的 ， 但 也 不 是 非常 不 同 ， 因 为 我 们 有 
a =1=F Wha -2-F, ， 于 是 每 一 项 都 简单 平移 了 两 位 ， 且 有 aw, =F 
列 奥 纳 多 ' 斐 波 那 契 于 1202 年 引入 了 这 些 数 , 数学 家 们 则 逐渐 开始 发 现 有 关 它 们 的 越 来 
越 有 意思 的 东西 . 爱德华 . 卢 卡 斯 ， 这 位 在 第 1 章 里 讨论 河内 塔 智力 问题 的 创立 者 ,在 19 世 纪 
后 半 叶 极其 深入 地 研究 了 斐 波 那 契 数 (事实 上 正 是 卢 卡 斯 使 得 “ 斐 波 那 契 数 ”这 一 名 称 广 为 
人 知 ) 他 发 现 的 一 个 惊人 结果 是 ， 用 斐 波 那 契 数 的 性 质证 明了 39 位 的 梅森 数 2” -1 是 素数 . 
意大利 天 文学 家 G. D. 卡 西 尼 50 于 1680 年 首先 发 表 的 关于 斐 波 那 契 数 的 一 个 最 古老 的 定 
理 是 恒等式 
F F -F?=(-)", n>0. (6.103 ) 


例如 , 当 n=6 时 , 卡 西 尼 的 恒等式 正确 地 断言 了 13x5-8 等 于 1. (约翰 内 斯 . 开 普 勒 在 1608 
年 就 已 经 知道 了 这 个 规律 1. ) 

PEE TIEU Fa 对 于 的 较 小 值 ) 的 斐 波 那 契 数 的 多 项 式 公式 可 以 变换 成 一 个 只 
BE F, FILE, 的 公式 ， 因 为 我 们 可 以 通过 法 则 





































































































Fa = Tu SE ( 6.104 ) 
来 用 更 高 次 的 斐 波 那 契 数 表示 已 (当头 < 妹 时)， 且 可 以 通过 
Fo, = LN. *R ( 6.105 ) 








来 用 较 低 次 的 斐 波 那 契 数 代替 已 ( 当 m >n+1 时 ) 例如 , 我 们 可 以 在 (6.103 ) PH F, -F, 
代替 已 ，， 从 而 得 到 形 如 
for ep ( 6.106 ) 


ntl ^ ntl? n 





(D phyllotaxis ( 叶 序 学 ) 是 philo (Æ ) +taxis ( 出 租车 ) 
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的 卡 西 尼 恒等式 ， 此 外 ， 当 用 72+1 来 代 赫 妹 时 ， 卡 西 尼 恒等式 就 变 成 
FaF, -F2 = Gp" ? 


这 与 (EN EE)E -Fu-CD' 是 相同 的 ， 而 后 者 与 (6.106 ) 相同 ， 因 此 卡 西 尼 (xm) 为 真 当 
且 仅 当 卡 西 尼 (z+DH) 为 真 ， 于 是 根据 归纳 法 ， 方程 (6.103 ) 对 所 及 都 成 立 . 
卡 西 尼 恒等式 是 一 个 几何 悖 论 的 基础 ， 这 一 悖 论 则 是 刘易斯 ， 卡 罗 尔 最 喜爱 的 难题 


ZO BET BA 其 想法 是 取 一 个 棋盘 并 将 它 切 成 四 块 , 然后 再 将 这 些 碎片 重新 组 装 成 一 个 矩形 : 








































































































瞬间 惊 变 : 原来 的 8x8 = 64 个 单位 正方 形 的 面积 ， 经 过 重新 安排 得 到 5x13 = 65 个 单位 正方 
形 ! 类 似 的 构造 是 将 任意 一 个 已 x F, IEZOERUM Fs E. CF 和 ,作为 长 度 分 成 四 块 ， 
如 图 示 所 给 长 度 分 别 为 13、8、5 和 3 那样 . 结果 得 到 一 个 已 ,x 互 ,和 抢 形 ， 根 据 (6.103), 
于 是 就 多 出 一 个 或 者 少 掉 一 个 单位 正方 形 ， 这 要 根据 n 是 偶数 还 是 奇数 来 决定 . 

严格 地 说 , 除非 m S 2, 否则 不 可 能 应 用 化 简 公 式 ( 6.105 ), 因为 我 们 没有 对 取 负 值 的 n 
定义 过 已 .如果 我 们 取消 掉 这 个 边界 条 件 并 利用 (6.104) 和 (6.105 ) 对 负 指 标定 义 了 斐 波 
BRA, 那么 许多 问题 的 处 理 就 变 得 更 加 容易 . 例如 ， 事 实 表明 已 ,应 该 就 是 已 -= 瓦 =1, 那 
么 已 ,就 是 -已 | = -1 按 此 方法 我 们 得 到 如 下 的 值 
























































| 0 1 -1 2 -3 5 -8 13 

H. (由 归纳 法 ) 很 快 就 清楚 有 
E,-(-D"F,, n ERL (6.107) 
当 我 们 用 这 种 方式 推广 斐 波 那 契 数列 时 , 卡 西 尼 恒 等 式 (6.103 ) 对 所 有 整数 都 成 立 , 而 不 
仅仅 对 n > 0 为 真 . 
FH (6.105) 以 及 (6.104) AIL F a REN F, 5 F 的 组 合 ， 











通过 这 一 过 程 引导 出 一 





系列 公式 
Pg = Pit, Lov arms 
F ian a F = -Fpa TEN, 
Pa ~ Eas FE, Fg aE a = OE, 
Fos Ol pag t3F, Fa HOF ay PSE, 
其 中 另 一 种 模式 变 得 明显 可 见 : 
Pg Ll EPI ML. ( 6.108 ) 


这 个 恒等式 容易 用 归纳 法 证 明 ， 它 对 所 有 整数 k 和 nn ( 正 的 、 负 的 以 及 零 ) 都 成 立 . 


如 果 我 们 在 〈6.108 ) 中 取 k=n ， 就 发 现 有 





这 一 悖 论 的 解释 是 


是 不 该 被 揭 密 的 . 
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F,, =F.F,+FF,, ( 6.109 ) 


MATI E, E F, 的 倍数 . 类似 地 有 
F,, = P,P +E, 


而 且 我 们 可 以 断言 ， 已 , BÆ F, 的 倍数 .根据 归纳 法 可 知 ， 对 所 有 整数 和 nn， 

F, 都 是 五 的 倍数 . (6.110 ) 
例如 ， 这 就 解释 了 为 什么 五 ，( 它 等 于 610 ) BE F, EROE F BR ( 它们 分 别 等 于 2 和 
5). 事实 上 ， 甚 至 还 有 更 多 的 结论 为 真 ， 习 题 27 证 明了 

gcd(F, 


n? 





























F) =F, (6.111) 


ed(m,n) * 
例如 ，gcd(,, Fg) = gcd(144,2584) =8 = F, . 

现在 我 们 可 以 来 证 明 (6.110 ) BE ET : WR n> 2 H F, Æ F, BA, 那么 m 是 n 的 
R DS MUR F, VE, JE. F, \ ged Fn F,) = Fas uy SF,- 这 仅 当 Fw =F, AAA AT RE, 
FEM ABA n > 2 使 得 必定 有 ged(m,n)=n. WA n\m. 

这 些 整除 性 想法 的 推广 曾 被 尤 里 . SR EST EARE A AERP Op, 不 存在 可 
以 确定 一 个 给 定 的 整 系数 多 变量 多 项 式 方程 是 否 有 整数 解 的 算法 . 马 带 亚 舍 维 奇 引 理 说 的 
fe, WR n>2, WSEAS FFE? 的 倍数 ， 当 且 仅 当 m 是 nF 的 倍数 . 

我 们 通过 对 k=1,2,3,… 观察 序列 (F, mod F7) ， 并 研究 何 时 甩 , mod F? =0 ， 从 而 证 
明 此 结论 . (FETAL, WRF mod Ff, =0 ，m 必 定形 如 jn. ) KERIA F, mod F? = F., 
这 并 不 是 零 . 其 次 , 根据 (6.108) 有 









































E = FF, +F,,F, =2F,F,,, (modF’), 





Pra t B, GE, = 2E, Fra 
AX F, „=F, (modF,). 类 似 地 ， 
Fa = Epa tF; = Fin (mod F,). 
这 个 同 余 式 使 得 我 们 可 以 计算 
Ep cS b + P,P, 
= FaF, + QF, PD -3FQF, (mod F;’) ; 
Epa Fala tHE, 
= Frat (QF Fak, = Fra (modF,). 
一 般 来 说 ， 对 用 归纳 法 会 发 现 
Fa EKE, Fia "FEQ FL (modF,). 


现在 与 F, 互 素 , 所 以 
F,,=0 (modF?) © kF,=0 (modF’) 
€» k=0 (modE). 
FROME TSAR AY SRL 
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斐 波 那 契 数 的 一 个 最 重要 的 性 质 是 它们 可 以 给 出 一 种 表示 整数 的 特别 方法 ， 我 们 记 


j»kejzke2. (6.112) 
那么 每 个 正 整数 都 有 唯一 的 表示 形式 
Rat +F, tet > k> k Sk. > 0. ( 6.113) 





(XX d&ZeckendorfzE HE! PS) 例如， 计算 表明 ，100 万 的 表示 是 
1 000 000 = 832 040 + 121 393 + 46 368 + 144 + 55 

= Fy + Fo + Fa tFn + Fio- 
M “SRB” SE, 选取 五 FE Sn WKAR, PRED, 是 三 n- 的 最 大 的 
韭 波 那 契 数 ， 这 样 一 直下 去 ,我 们 总 可 以 求 得 这 样 的 表达 式 . (更 确切 地 说 ,假设 
F, &n« hm， 那么 就 有 0 三 nn 一 «FF, =F. 如果 nn 是 一 个 斐 波 那 契 数 ,，( 6.113 ) 就 
对 r=1 以 及 =k 成 立 ， 反之 根据 对 n 的 归纳 法 ，n- 太 就 有 一 个 翡 波 那 契 表示 
Fi +…+ .如 果 我 们 令 厂 = ，( 6.113 ) 就 成 立 ， 因 为 不 等 式 E, Xn-F, «F,, Zh 
k>>k,. ) 反 过 来 ， 任 何 一 个 形 如 (6.113 ) 的 表示 都 意味 着 


F, Sn<F, 
1 




















AA k> k, >> k, > OM A, +--+, 的 可 能 的 最 大 值 是 
F +F ig tet Fons =F -l, MERE 2. (6.114) 
( 这 个 公式 容易 用 关于 的 归纳 法 加 以 证 明 ， 当 为 2 或 者 3 时 ,左边 是 零 . ) 于 是 ， 就 是 早 
先 描述 过 的 用 贪 禁 算法 选取 的 值 ， 而 且 该 表示 法 必定 是 唯一 的 . 
任何 有 唯一 性 的 表示 系统 都 是 一 个 数 系 ， 这 样 一 来 ，Zeckendorf 定 理 就 引导 出 斐 波 那 契 
数 系 . 我 们 可 以 将 任何 非 负 整 数 n 用 0 和 1 的 一 个 序列 来 表示 ， 记 




















n=(b,b 


m-m-l 


“by, n=} RE, (6.115) 


这 个 数 系 有 点 像 二 进 制 ( 以 2 为 底 ) 记号 ， 
1 到 20 的 数 用 斐 波 那 契 数 系 表示 就 是 


除了 这 里 从 来 不 会 出 现 连 续 两 个 1 之 外 . 例如 ,从 


1 = (000001)£ 
2 = (000010) + 
3 = (000100) ; 
4 = (000101) - 
5 = (001000) p 


比较 : 


(1 000 000) = (10 001 010 000 000 000 010 100 000 000), 


6 = (001001) > 
7 = (001010) ; 
8 = (010000) - 
9 = (010001) + 
10 = (010010) p 


11 = (010100) + 
12 = (010101) 7 
13 = (100000) > 


14 = (100001) p 
15 = (100010) p 


= (11110 100 001 001 000 000),. 


斐 波 那 契 表示 法 需要 更 多 的 位 数 ， 因 为 不 允许 有 接连 出 现 的 1， 但 是 这 两 个 表示 是 类 似 的 . 


16 = (100100) ; 
17 = (100101) p 
18 = (101000) ; 
19 = (101001) p 


20 = (101010); . 
B TEE ZA HH AY 10077 AY SERB Ez WT WEY Cau em 2° 25 2" 255 2" € 2? 42° fE 


许多 世纪 以 前 ， 经 典 
36 X # Ve Prakrta 
Paingala (2413204 ) 
的 不 知名 作者 实际 
上 知道 这 个 表示 形 
E. 


“ 设 L4x+2xx4+3x° 
+SX 十 8x +13x° + 
21x! +34x 是 1 被 三 
THX 01-x-xx Hd 
来 的 级 数 . ” 

一 一 棣 英 弗 [9 


“指出 各 项 之 间 关 系 
85x r,s,t 与 分 数 的 
分 母 中 的 那些 量 相 
同 . 这 一 性 质 不 论 明 
显 到 什么 程度 , RE 
弗 先 生 都 是 利用 它 
来 求解 有 关 无 穷 级 
数 问 题 的 第 一 人 , 否 
则 这 些 问 题 会 十 分 
困难 . C 

一 一 斯 特 林 [| 
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在 斐 波 那 契 数 系 中 加 1 有 两 种 情形 如果“ 个 位 数字 ”是 0， 我 们 就 把 它 变 成 1 ， 那 样 就 
AM F =1， 因 为 个 位 数字 就 是 已 . 反之 ,两 个 最 小 的 有 意义 的 数字 就 是 01 ,我们 将 它 改 
为 10( 这 样 就 增加 了 五 - 互 =1 ) 最 后 ， 我 们 必须 根据 需要 尽 可 能 多 地 “进位 ”， 将 数字 模 
式 “011” 改 为 “100”， 直 到 没有 两 个 相 邻 的 1 出 现 为 止 .( 这 一 进位 法 则 等 价 于 用 已 ,代替 
F +F,. ) 例如 ， 从 5S=(1000) 6=(1001), ,或 者 从 6=(1001); 到 7= (1010), 不 需要 进 
位 ， 但 是 从 7= (1010), 到 8 = (10000) 必须 进位 两 次 . 

到 目前 为 止 , 我 们 讨论 了 斐 波 那 契 数 的 许多 性 质 , 但 是 还 没有 触及 它们 的 封闭 形式 . 对 
于 斯 特 林 数 、 欧 拉 数 或 者 伯 努 利 数 ,我 们 也 都 没有 找到 封闭 形式 ,但 是 对 调和 数 可 以 发 现 封 


闭 形 式 H, ieee TE F, 和 其 他 已 知 的 量 之 间 有 关系 存在 吗 ? RET eh” EMC F, 
的 递归 式 ? 










































































答案 是 肯定 的 . 事实 上 ， 利 用 我 们 在 第 5 章 简 略 讨论 的 生成 函数 这 一 思想 ， 可 以 有 一 个 
简单 的 方法 求解 这 个 递归 式 ， 我 们 来 考虑 无 穷 级 数 
F(z)=F+hz+hz t=) Pz". (6.116 ) 


如 果 能 对 FF(z) 求 得 一 个 简单 的 公式 ， 就 极 有 可 能 对 它 的 系数 瑟 , 求 得 一 个 简单 的 公式 . 

在 第 7 章 里 我 们 要 集中 力量 详细 讨论 生成 函数 ， 不 过 在 这 里 解决 这 样 一 个 相关 的 例子 也 
是 有 助 益 的 . WRH z 以 及 于 来 乘 此 需 级 数 并 看 看 会 发 生 什么 , 我 们 就 会 发 现 震 级 数 FG) 有 
很 好 的 性 质 : 

















F(z) = Fo + Fiz + For’ + Faz) + Faz’ FS 
zF(z) = Fy + Fz + For? + Fz + Fz? 
2’ F(z) = Foz + Fiz + Foz) + Faz 

















WARE — FP a Ja BEP 27 Ee. ABS ARTE BOB ASN, AA z z 以 及 z 
WERKER. Ub, BOW 五 实际 上 永远 不 会 在 第 一 个 位 置 上 出 现 ， 因 为 
F,-0. 于 是 ， 在 相 减 之 后 所 剩 下 来 的 就 是 (五 - 瓦 )z ， 它 恰好 是 z .换言之 ， 
F(z)-2zF(z)-2°F(z)=z , 
Xf F(z) RARE h KAZAS 
Z 
1-z-z 














F(z)- P. (6.117 ) 





现在 我 们 把 斐 波 那 契 数列 的 所 有 信息 都 浓缩 成 为 一 个 简单 的 〈 尽管 不 能 辨识 的 ) 表达 式 
z/(1-z-z ). 无 论 信 与 不 信 ， 这 总 是 个 进步 ， 因 为 我 们 可 以 对 分 母 分 解 因子 ， 然 后 利用 部 
分 分 式 来 得 到 一 个 公式 ,而 这 个 公式 容易 展开 成 震级 数 . 这 个 需 级 数 中 的 系数 就 是 斐 波 那 契 
数 的 封闭 形式 . 

如 果 我 们 倒 回 去 进行 , 刚才 概述 的 解决 方案 似乎 可 以 更 好 理解 一 些 . 如果 我 们 有 一 个 更 
加 简单 的 生成 函数 ， 比 方 说 是 11Q4-wz) ， 其 中 必 是 常数 ， 我 们 就 知道 z 的 所 用 的 系数 ， 
因为 






































296 














297 

















298 








250 第 6 章 特殊 的 数 





1 2 2 3-3 
———-]«eazeaz tz. 
l-az 
Hh, WARREN A/(1— az) + B/(0.— Bz) 的 生成 函数 ， 其 系数 就 容易 确定 ， 因 为 
A B i h 
=e EE SA 8) +B) (2 


=} (Aa" + BB')z". (6.118 ) 


20 


于 是 ,我 们 所 有 要 做 的 就 是 求 常数 4、B、Q 和 ， 使 得 


A B 区 
十 T 5, 
l-az l-fz l-z-z 


而 我 们 将 会 找到 F(z) "P z^ ABO, 的 一 个 封闭 形式 Aa" + BB". 其 左边 可 以 重新 写成 


A B  A-Afz*B-Baz 
l-az 1-fz (1—- az) - Biz) 


故而 我 们 要 求 的 四 个 常数 是 两 个 多 项 式 方程 











(l-az)\-Bz)=1-z-z’, (6.119 ) 
(A+ B) - (AB * Baz =z ( 6.120 ) 
的 解 . 我 们 希望 将 F(z) 的 分 母 分 解 成 (L- az- Bz) 的 形式 , 然后 就 能 将 F(z) 表示 成 为 两 个 





分 数 之 和 ， 其 中 的 因子 0- oz) MA- Bz) 可 以 很 方便 地 相互 分 离开 来 . 
注意 到 (6.119) 中 分 母 的 因子 写成 了 (4-Qgz)d-PBz) 的 形式 ， 而 不 是 更 常用 的 
c(z- p\(z-p,) 的 形式 ， 其 中 p, 和 wp, 是 根 ， 其 原因 在 于 ，(1-Qz)(1-pBz) EETRI RE 
级 数 . 
我 们 可 以 用 几 种 方法 求 出 a 和 有， 一 种 方法 是 要 用 到 一 种 燃 熟 的 技巧 引入 一 个 新 的 a Le 
变量 w ， 并 试 求 因子 分 解 御 技 巧 的 诱惑 . 
w -wz - z? 2 (w- az)(w- fz). 
Sr BM w 21390498] 1-z z^ 的 因子 . w —wz- z^ 20 的 根 可 以 由 二 次 求 根 公 式 得 到 , 它 
们 是 
































ztvVz? +42? LIENS, 








5 2 
这 样 一 来 就 有 
W-wz-27 = V 1tNS, "ELM 
2 2 , 


我 们 就 得 到 了 所 求 的 常数 a MA. 

(1+ V5)/2 ~1.618 03 不 但 在 数学 的 许多 领域 中 很 重要 , 在 艺术 界 也 有 其 重要 性 , 自古 。 根据 欧洲 学 者 的 大 
以 来 就 被 视 为 是 许多 种 类 的 设计 中 最 令 人 愉悦 的 比例 .因而 它 有 一 个 特别 的 名 称 : BON ERa 
比例 (golden ratio). 我 们 用 希腊 字母 p 来 记 它 ， 以 纪念 菲 狄 亚 斯 ， 据 说 他 曾 在 自己 的 雕塑 。 高 度 之 比 接近 1.618 
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中 有 意识 地 用 到 过 这 个 比例 . 055 — R07 V5)/2 =-1/0 = -0.618 03 也 有 乡 的 许多 性 质 ,所 
以 它 也 有 一 个 特殊 的 名 字 6 ， 即 “$j 帽子 ”( phi hat ) ”这 些 数 是 方程 ww-w-1=0 的 根 ， 故 
而 我 们 有 
P -2ó4l; 9 =6+1. ( 6.121) 
(更 多 有 关 乡 和 用 的 内 容 以 后 再 述 . ) 
我 们 已 经 找到 了 (6.119) 中 所 需要 的 常数 a=Gp 和 B=G， 现在 只 需要 求 (6.120) 中 的 
ATIB. 在 该 方程 中 取 z=0 就 有 B=-4， 所 以 (6.120 ) 就 化 简 为 























-pA+gA=l1. 
Ry A-1/(9-ó) 21/45 ， 于 是 (6.117) 的 部 分 分 式 展开 就 是 
1f 1 1 
F(z)= = 6.122 
vi sce TA WE 


好 的 ， 我 们 恰好 在 需要 的 地 方 得 到 了 F(z). 将 此 分 数 如 在 ( 6.118 ) 中 那样 展开 成 震级 数 就 
给 出 2" 的 系数 的 封闭 形式 
l om A 
kar" -0"). ( 6.123 ) 
(这 个 公式 是 由 丹尼尔 伯 努 利 在 1728 年 首先 发 表 的 ， 但 是 人 们 把 它 忘 记 了 ， 直 到 1843 年 它 
又 被 雅克 … 比 奈 中 重新 发 现 . ) 
在 惊叹 这 一 推导 之 前 ， 我 们 应 该 来 检查 一 下 它 的 准确 性 .对 n=0， 公式 正确 地 给 出 
F, =0; 对 n=1， 它 给 出 =(9- 人 /V5 ， 的 确 是 1， TEAR, “Est (6.121) 表明 ， 
由 (6.123 ) 所 定义 的 这 些 数 满足 斐 波 那 契 递归 式 ， 故 而 根据 归纳 法 它们 必定 是 斐 波 那 契 
数 . (我 们 也 可 以 将 图 以 及 多 用 二 项 式 定理 展开 ， 并 努力 寻求 V5 A ARE, (EIB 
极 大 的 混乱 ， 封闭 形式 的 关键 点 在 于 不 必 提 供 很 快 的 计算 方法 ， 而 是 要 告诉 我 们 已 与 数学 
中 其 他 量 是 如 何 联系 的 . ) 
只 需 一 点 洞察 力 就 能 直接 猜 到 公式 (6.123 ) 并 用 归纳 法 证 明 它 .生成 函数 法 是 发 现 它 
的 强 有 力 方法 ， 在 第 7 章 里 我 们 将 会 看 到 同样 的 方法 引导 我 们 去 求解 更 为 困难 的 递归 式 ， 附 
带 说 说 ,我 们 从 不 担心 在 (6.123 ) 的 推导 过 程 中 出 现 的 无 限 和 式 是 否 收敛 ， 容 易 看 出 对 寡 
级 数 系数 所 做 的 大 多 数 运算 都 可 以 严格 证 明 其 合法 性 ， 而 不 论 这 些 和 式 是 否 收敛 .还 有 ， 
怀疑 在 无 限 和 式 的 推理 中 有 错误 的 读者 可 以 从 方程 (6.123 ) 中 得 到 宽 奈 ， 一旦 利用 无 穷 级 
数 得 到 ， 就 能 用 坚实 的 归纳 证 明了 予以 验证 . 
(6.123 ) 的 一 个 有 趣 的 推论 是 : 当 n 很 大 时 , BRC 非常 接近 于 无 理 数 g" /V5. (rH ó 
的 绝对 值 小 于 1，Y” 就 按照 指数 速度 变 小 ， 它 的 作用 几乎 可 以 忽略 不 计 . ) Bile, Fy =55 和 
五 , = 89 非常 接近 于 



























































o? o" 
L— = 55.003 64 和 一 = 88.997 75. 
局 MI 
我 们 可 以 用 观察 到 的 这 一 事实 来 推导 出 另 一 个 封闭 形式 
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ANN PR 
F, =| +- |= RARER ER, (6.124 
| | fg 舍 人 到 最 接近 的 整数 ) 
因为 对 所 有 n 源 0 有 | 六 1V 引 < 二 ， 当 为 偶数 时 ， 忆 Hon /V5 要 小 一 点 点 ， 反 之 则 比 它 大 





一 点 点 
卡 西 尼 恒 等 式 (6.103 ) 可 以 改写 成 
Bu. d -CD 
B du qm 
当 n 很 大 时 ，1/ FF ARR), 所 以 已 /五 必定 非常 接近 于 与 已 /已 ,接近 的 同一 个 数 ， 而 
(6.124) 则 告诉 我 们 ， 这 个 比值 接近 于 jp， 事实 上 我 们 有 
Pn=9h,+9". (6.125) 
( 当 n=0 或 者 n=1 时 ,通过 观察 可 知 这 个 恒等式 为 真 ， 由 归纳 法 可 证 它 对 n>1 为 真 ， 我 们 
也 可 以 代入 (6.123 ) 中 来 直接 证 明 . ) HEF, / FF 很 接近 于 6 ，F, /交替 地 比 它 大 和 比 
它 小 . 
巧合 的 是 ， 乡 也 非常 接近 于 1 英里 换算 成 千 米 的 数 ( 这 个 数 的 精确 值 是 1.609 344， 因 为 1 
英寸 正好 是 2.54 厘 米 ) 这 给 了 我 们 一 个 很 方便 的 方法 来 换算 千 米 与 英里 , 因为 F a TE 
离 是 (非常 接近 于 ) F, 英里 的 距离 . 
假设 我 们 想 要 把 一 个 非 斐 波 那 契 数 从 千 米 换算 成 英里 ， 比 如 30 千 米 , 美国 人 的 风格 ?这 
很 容易 : 我 们 只 需要 利用 斐 波 那 契 数 系 , 并 在 脑子 里 用 早先 解释 过 的 贪 禁 算法 将 30 转 化 成 它 
的 斐 波 那 契 表示 21+8+1. 现在 我 们 可 以 将 每 一 个 数 下 移 一 档 , 得 到 13+5+1.( 由 于 在 (6.113 ) 
Hk >0, MARRERO FER, MA "1" WER. ) 下 移 大 体 上 相当 于 被 bg 除 ， 因 此 
我 们 的 估计 值 就 是 19 英 里 .( 这 已 经 很 接近 了 ， 准确 的 答案 是 大 约 18.64 英 里 . ) 类 似 地 ， 从 
英里 转换 成 干 米 可 以 向 上 移动 一 档 ，30 英 里 近似 等 于 34+13+2=49 干 米 .( 这 还 不 非常 接近 ， 
准确 的 数值 是 大 约 48.28. ) 
事实 表明 , 除了 情形 n= 4,12,54,62,75,83,91,96 和 99 之 外 , 这 种 下 移 规则 对 所 有 n 100 
的 每 n 千 米 都 正确 地 给 出 了 用 整数 表示 的 英里 数 , 而 在 例外 的 情形 下 ， 其 数值 比 准确 值 小 不 
过 2/3 英 里 .而 上 移 规 则 也 对 所 有 三 113 的 nn 英里 数 都 正确 地 给 出 用 整数 表示 的 千 米 数 ， 
相差 不 过 1 千 米 .( 仅 有 的 真正 令 人 为 难 的 情形 是 n=4， 此 时 对 n=3+1 的 两 个 单独 的 舍 信 误 
差 都 取 相同 的 走向 ， 而 不 是 相互 抵消 . ) 
























































6.7 连 项 式 ”CONTINUANTS 


斐 波 那 契 数 与 第 4 章 里 研究 的 Stern-Brocot 树 有 重要 的 联系 , In LE MTR A at 
的 一 种 多 项 式 序列 有 重要 的 推广 ， 这些 多 项 式 称 为 连 项 式 ( continuant )， 因 为 它们 是 研究 
形 如 

















如 果 美 国 也 曾经 采 
用 米 进 制 , 我 们 的 速 
度 限 制 标 志 就 会 从 
每 小 时 35 英里 谈 成 
每 小 时 89 千 米 . 或 许 
高 速 公路 管理 人 员 
会 慷慨 地 让 我 们 跑 
到 90 千 米 . 


“下 移 规则 ”将 n 政 变 
A finid), 而 “上 
移 规则 ” 则 将 n 改变 
A flp), X 
f= |x+6]. 
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ee Ao ( 6.126 ) 








a, +— 
a, 


的 连 分数 的 要 件 . 连 项 式 多 项 式 K(x,x%，,…,x,) 有 nn 个 参数 ， 且 它 由 如 下 的 递归 式 定义 : 
K,( )=1; 


Kimya 5 (6.127) 
ise) = Ko Xa) RA ool Big a) ^ 


例如 ， 天 (xc ) 后 面 的 三 种 情形 是 


K, (xx) = xx, +1; 








K, (0 NX) = HX % + x, + X; 


K,(x,,X4,X4,X4) = Xx,XX, T Xx, + Xx, T x4x, +1. 
用 归纳 法 容易 看 出 ， 其 项 数 是 一 个 斐 波 那 契 数 : 
K, (l,l,…,1)= E. (6.128 ) 


当 参 数 的 个 数 隐 含 在 上 下 文中 时 ， 我 们 可 以 简单 地 用 “天 ”代替 “天 ”， 正 如 在 用 第 5 
章 的 超 几 何 函 数 己 时 可 以 省 略 参数 的 个 数 . (IR, Kx) = K,08,x,) =x, +1. 在 (6.128 ) 
这 样 的 公式 里 ， 下 标 n 自然 是 必要 的 . 

欧 拉 中 注意 到 ， 可 以 从 乘积 xx, x, 出 发 然后 用 所 有 可 能 的 方式 去 掉 相 连 的 数 对 
Xixir， 从 而 得 到 K(x,x;,…,x,). 我 们 可 以 通过 构造 由 点 和 划 组 成 的 长 度 为 n 的 所 有 “摩尔 
斯 码 ” 序 列 来 形象 表示 出 欧 拉 的 规则 ， 其 中 每 个 点 对 长 度 贡 献 1， 而 每 一 划 对 长 度 贡 献 2; 这 
里 是 一 个 长 度 为 4 的 “摩尔 斯 码 ” 序 列 : 




















这 些 点 - 划 模式 与 K(x,x,%,%) 的 项 相对 应 : 一 点 表示 它 所 包含 的 一 个 变量 ， 而 一 划 表 示 补 
排除 在 外 的 一 对 变量 ， 例 如 ，. 一 .对 应 于 xx ， 
一 个 长 度 为 的 摩尔 斯 码 序列 有 个 划 、n 一 2 个 点 ， 总 共有 n- 记 个 符号 ， 这 些 点 和 划 


rua [^ sorteo 于 是 ， 如 果 用 = 代替 每 一 个 点 ， 而 用 1 代替 每 一 划 ， 就 得 到 
































^(n-k 
Kennd EU, = ( 6.129 ) 
k=0 
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我 们 也 知道 在 一 个 连 项 式 中 项 的 总 数 是 一 个 斐 波 那 契 数 ， 故 而 有 恒等式 
25» und! (6.130) 


(66.129 ) 的 封闭 形式 出 现在 (5.74 ) P, 它 推 广 了 关于 斐 波 那 契 数 的 欧 拉 - 比 奈 公 式 (6.123 ) ) 
连 项 式 多 项 式 与 摩尔 斯 码 序列 之 间 的 关系 表明 ， 连 项 式 有 镜面 对 称 性 : 


K(x 

















Xo My) = K (1,35, x). (6.131 ) 


于 是 它们 除了 服从 定义 〈6.127 ) 中 改变 右边 参数 的 递归 式 之 外 ， 还 服从 改变 左边 参数 的 递 
Ast: 
K Qnis x J = XK, (Xs X )+ K, 9 (%357775%, ). (6.132) 


n n 


这 两 个 递归 式 都 是 更 一 般 规律 的 特殊 情形 : 





Eus ES NE e LL NM 
eK VR O6 ost Xman) 
+K m-i (3,7 X, KE, 1 (© Naan) t ( 6.133 ) 














从 摩尔 斯 码 的 类 比 看 这 个 法 则 容易 理解 : 第 一 个 乘积 K,,K, 得 到 K,,, 项 ， 其 中 在 位 置 
[m,m+1] 没 有 划 ， 而 第 二 个 乘积 得 到 的 项 中 在 该 处 有 一 划 . 如 果 我 们 取 所 有 的 x 等 于 1， 这 
个 恒等式 就 告诉 我 们 已 ，, = FF FF, AM, (6.108) 是 (6.133) 的 特例 . 

Wehr TUR IT HET CEE BIR BA AERAN, AAE TR ae TE 
xt: 





Ks (Xs? eX pan dy (ist teas) 
= Kase (CA (pta) 
+(-1 Kma s Xna) m UT MN . ( 6.134 ) 
这 个 法 则 ( 其 证 明 在 习题 29 中 ) 只 要 当天 的 下 标 全 为 非 负 时 就 成 立 . 例如 , 4k=2, m=1 
以 及 n=3 时 ， 我 们 有 
K(x,,3,,3,,x,)K(5,,3,) = KQ5,x,,3,) K Q5, 25, x,) 1. 
连 项 式 多 项 式 与 欧 几 里 得 算法 有 密切 的 联系 . 例如， 假设 ged(m,n) 的 计算 经 四 步 后 
结束 : 


ged(m, n) = ged(no, m) no-m, n =n; 
= ged(m, n2) m =n mod n= no — qun; 
= gced(m2, n3) n3 =n mod m 7 ni - qon»; 
= gcd(n3, n4) n4— nj, mod n; = n» - qais; 
= ged(n4, 0)=n4 0=n3 modn4,7 nj - qun,. 


那么 就 有 
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Nn4=na4a = KOna; 

n3-—qa4na = K(qa) na; 

n2=q3n3t+n4 —K(qs, q4) n4; 

ni-q»nytns E q3> i 

no-qini +n = Kq, > da) na. 
一 般 来 说 ， "nam ou A , 在 计算 商 的 序列 q 之 后 ， 
初始 数 就 是 K(g,q;,,…,9i)d 和 天 (gd .( 汤 玛 斯 - SER - FE P2 ge 181 ee LE 
意 到 了 这 个 事实 ,他 似乎 是 公开 研究 连 项 式 的 第 一 人 . 列 格 尼 指 出 ， 当 诸 g 均 取 它 们 的 最 小 
值 时 , 作为 连 项 式 出 现 的 相连 的 斐 波 那 契 数 就 是 使 得 欧 几 里 得 算法 达到 给 定 步 数 的 最 小 输入 
fü. ) 


















































连 项 式 (continuant) 与 连 分 数 (continued fraction) 也 有 紧密 的 联系 ， 连 项 式 的 名 字 就 
来 自 连 分 数 . 例如 ， 我 们 有 
l _ K(a,,a,,a,,a,) 


: ( 6.135 ) 
1 K(a,,4,,4;) 





a, +— 
a; 


同样 的 模式 对 任何 高 度 的 连 分 数 都 成 立 ， 例 如， 用 归纳 法 容易 证 明 


K(@,@,,4,,4,+1/a,) K(a,,a,a,,a,,a,) 
K(aj,a,,a, +1/a,) K(@,,45,4;,4,) 





因为 
K, (45° “ty Xn x, y) =K, Qe ý 
(这 个 恒等式 的 证 明和 推广 在 习题 30 中 . ) 
此 外 ， 连 项 式 与 在 第 4 章 里 讨论 过 的 Stern-Brocot 树 也 密切 相关 ， 那 棵 树 中 的 每 一 个 节点 
都 可 以 用 一 列 志 和 尺 表 示 ， 比 方 说 
R” I" g^ [6 ... ROL ， ( 6.137 ) 
其 中 mw 20,4, Z l,a, 21,a, 21,---,a,, 2la,, 20, iin eee. 利用 (4.33 ) WY 2x2 FER 
LAUR, CKNUHEMNHSEN, 45 (6137) Soros 


| K, 25.7770, 3) K, 4(4,, 77,0, 5,0, 1) | 


K,, (45,4, Us d, 3) K, (a; as ` 10,4 55 d, i) 


Xy x,) +K,- (%,° T SX4)Y- ( 6.136 ) 











(6.138 ) 


( 其 证 明 是 习题 87 的 一 部 分 . ) 例如 ， 





"— be+1 bcd+b+d 
RURL = : 
abc+a+c . abcd t abt ad c cd 41 





这 样 一 来 ， 最 后 我 们 就 能 利用 (4.34 ) 对 Stern-Brocot 树 中 以 (6.137 ) 作为 L MR 表达 式 的 
分 数 写 出 封闭 形式 : 











304 














305 








256 第 6 章 特殊 的 数 


Ku (4) 54,,°°734, 4,1) 
K (qi,…, a,1,1) 


( 6.139) 





f(n^ m .Le ) "6 




















( 这 就 是 “阿尔 方 定理 ”0 ) 例如 ， 对 LRRL 求 出 分 数 有 a, =0, a 21, a,=2, a, =1 以 
及 n=4， 等 式 (6.139) 给 出 

K(0,1,2,1,1) | K(2,1,1) _ K(2,2)_5 

K(2,11) — K(,2,L)  K(3,2 7° 
(我 们 已 经 用 到 了 规则 天 (xx ux, +D= 天 Cox 来 吸收 参数 列表 中 首尾 的 1， 
这 一 法 则 是 在 (6.136 ) PR y =1 得 到 的 . ) 

(6.135) 与 (6.139) 的 比较 表明 ， 与 Stern-Brocot 树 中 一 般 的 节点 (6.137 ) 相对 应 的 分 

数 都 有 一 个 连 分 数 表示 











f(R® pm) = 00 十 ( 6.140 ) 


ac 


ate 
n-l 1 


于 是 我 们 可 以 在 连 分 数 与 Stern-Brocot 树 中 对 应 的 节点 之 间 快 速 转换 .例如 ， 


f(LRRL)=0+ L 
1+ 
1 
2*—1 
1+- 
1 


我 们 在 第 4 章 中 注意 到 , 无 理 数 在 Stern-Brocot 树 中 定义 无 限 的 路 径 , 且 它 们 可 以 表示 成 
LAIR 的 无 穷 字符 串 .， 如果 的 无 穷 字 符 串 是 R%*LR*L*… ,那么 就 有 一 个 对 应 的 无 穷 连 
分 数 


a 























1 
aA=a,+ i (6.141 ) 
a, + 1 
a, + 1 
a, 十 1 
a, 十 1 
d; T 
这 个 无 穷 连 分 数 也 可 以 直接 得 到 : 设 wm =w ， 又 对 上 过 0 令 
ww=Loji =a t (6.142 ) 


k+l 





V a PRA a 的 部 分 商 (partial quotient ) WMR e 是 有 理 数 ， 比 方 说 是 m/n ， 这 一 过 程 遍及 欧 
几 里 得 算法 所 求 出 的 商 ， 然 后 终止 ( w o9 ). 
欧 拉 常 数 Y 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ” 无 人 知晓 . 通过 在 Stern-Brocot 树 中 寻找 Y ,我 们 可 以 





如 果 他 们 知道 了 ， 就 
不 讨论 了 


好 的 , 根据 爱 因 斯 坦 
鲜 为 人 知 的 断言 “上 
RS EF GP Ww 
出 巨大 的 分 母 ”,， YY 
必定 是 无 理 数 . 
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得 到 关于 这 个 著名 的 未 解决 问题 的 部 分 信息 .如果 它 是 有 理 数 ,我 们 将 会 求 出 它 ; WREE 
无 理 数 ， 我 们 就 将 求 出 离 它 最近 的 所 有 的 有 理 近似 值 . Y 的 连 分 数 由 下 面 的 部 分 商 开始 : 








于 是 ， 其 Stern-Brocot 表 示 的 开始 部 分 是 LRLLRLLRLLLLRRRL… ,没有 明显 的 模式 规律 .由 
Richard Brent 所 做 的 计算 已 经 揭示 : 如 果 Y 是 有 理 数 ， 它 的 分 母 的 十 进 制 位 数 必须 大 于 
10000. 于 是 , 没有 人 相信 Y 是 有 理 数 . 但 是 ， 到 目前 为 止 还 没有 人 能 证 明 它 不 是 有 理 数 . 

最 后 ， 我 们 来 证 明 一 个 将 诸多 思想 汇集 在 一 起 的 非凡 的 恒等式 ， 在 第 3 章 里 我 们 引入 了 
谱 的 概念 ，c 的 谱 是 数 | na | 做 成 的 多 重 集 ， 其 中 w 是 一 个 给 定常 数 . 这 样 一 来 ， 无 穷 级 数 












































yz" —ztz ez +z +z +2 +e 


就 可 以 说 成 是 9 的 谱 的 生成 函数 , Hope V5) /2 是 黄金 分 割 比例 . 我 们 要 证 明 的 这 个 恒 
等 式 是 由 J. L. Davison[ 53 于 1976 年 发 现 的 ， 它 是 将 这 个 生成 函数 与 斐 波 那 契 数 列 联系 起 来 的 
一 个 无 限 连 分 数 : 


























五 


=(1-z)> z". (6.143 ) 


nzl 








(6.143 ) 的 两 边 很 有 趣 ， 我 们 先 观察 数 | ng | .如果 BUSEUEE SERI (6.133 ) 是 
F, tet, ， 我 们 就 期 待 ng 近似 等 于 Fy tet Fo BOR AB EAB RR INS BI 
的 数 〈 如 同 我 们 从 英里 转换 成 千 米 时 所 做 的 那样 ) 事实 上 ， 由 (6.125 ) 我 们 知道 

nó- F, tt Fi (P^ eg). 








WEA ó--90WG»--k9, WE 


ó^ ges < g pg jp tet s 





-k, 
Ó =o" x! <l. 


E. 
AUR DRE, 6^ 9^ 5 cC» 有 同样 的 符号 ， 于 是 
[n0 |= F, Fac E (n) Te C. ( 6.144 ) 








如 果 一 个 数 z 的 最 小 有 意义 的 斐 波 那 契 数字 位 是 1, xx RIT UG k, (0) = 2 , 那么 我 们 称 这 个 数 
n 是 斐 波 那 契 奇数 (或 者 简称 为 F 奇数 ); 和 否则， 刀 就 称 为 斐 波 那 契 偶数 (或 者 简称 为 已 偶 
数 ) 例如 ， 最 小 的 一 些 己 奇数 是 1、4、6、9、12 、14、17 和 19.， WÈ k(n) 是 偶数 ,那么 根 
据 (6.114), n-1 Æ FR. KW, WR k (n) 是 奇数 ,那么 2-1 是 己 奇 数 ， 于 是 

k (n) 是 偶数 会 n- F BA. 
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此 外 ， 如 果 丘 (CD) 是 偶数 ， 那 么 (6.144 ) WHE k, (| mg 上 =2;， WIR A, (n) 是 奇数 ，( 6.144 ) 就 
Ask, ([nd|) =k, (+1. FÆ k, (ng 总 是 偶数 ， 这 样 就 证 明了 

| ng | - 1+ F RA. 
反 过 来 , WR m EAA F ABYC, 我 们 就 可 以 将 这 个 计算 反 转 过 来 , 求 出 满足 m+1=| ne | 
的 n. (首先 ， 如 以 前 所 解释 的 那样 ,在 记号 中 加 上 1. 如 果 没 有 进位 出 现 ，n 就 是 (m+2) 
次 向 右 移 位 ， 反之 n 是 (m+1) 次 向 右 移 位 . ) 这 样 一 来 ,( 6.143 ) 右边 的 和 式 就 能 写成 

Y 2l =z》 z” mE FAR. (6.145 ) 


n=l mz 




















左边 的 分 数 呢 ? 让 我 们 改写 (6.143 ) 使 得 其 连 分 数 看 起 来 与 (6.141) 相似 ， 所 有 的 分 
子 都 为 1: 


! = (6.146 ) 





-R 

Zw 
-A 
Z t 





(这 个 变换 有 一 点 技巧 ! 原来 以 z^ PED} FI PRIS TAEA z^ 来 除 . ) 如 果 我 
们 在 1/z“ 处 终止 这 个 新 的 连 分 数 ， 它 的 值 就 将 是 连 项 式 的 比 

K (0,2 25 pg) B K (zy) 

Rag ug) Kus V. Ver) 
就 如 同 (6.135) 中 一 样 . 我 们 首先 来 观察 分 母 , 希望 它 易于 处 理 . 置 Q, = Ky esr), 
RAO, =1，Q -1*z', Q lez +2”，Q,=1+2 " +2?+2 42%, 一 般 来 说 ,一 切 都 
很 完美 且 给 出 了 几何 级 数 

Q, =l+z! +z” 十: 年 多 
对 应 的 分 子 是 忆 =K,(z“,…,z“”) ,事实 证 明 它 与 9, 相像 ， 不 过 有 较 少 的 项 ， 例 如 ， 我 
们 有 











Fina D 





10 -12 


P. = +z +z +a 42% 42°40 


GHIA Q, =1+ 2 ++”. 更 仔细 的 观察 揭示 了 存在 掌控 它 的 项 的 模式 : 我 们 有 


TZ 


1+z? +z? +2 +z +z +z +z" re i 
P= = =2? y z" [mF RZ] , 


Z m=0 


而 且 一 般 来 说 ， 我 们 可 以 用 归纳 法 证 明 








Ful 
P. — gi Em > z" [md F [8c] : 


m=0 








so XB fo A RH X 


数 ， 那 么 斐 波 那 契 数 


就 是 兔子 数 . 


Mus zm 是 5 偶数 ] 





Q, x a 
现在 ， 根 据 (6.145), &n— co 取 极 限 就 得 出 (6.146 ). 
习题 
热身 题 


1 {1,2,3,4} 恰好 有 两 个 轮换 的 NEL (轮换 的 形式 出 现在 〈6.4 ) 中 ， 而 我 们 所 需 





要 的 是 2314 这 样 的 非 轮换 形式 ) 

2 ”从 一 个 有 n 个 元 素 的 集合 到 一 个 有 m 个 元 素 的 集合 有 m" 个 函数 ， 其 中 有 多 少 个 恰好 取 个 不 同 
的 函数 值 ? 

3 ”现实 中 的 洗 牌 老 千 知道 ， 聪 明 的 做 法 是 稍 加 放松 ， 从 而 使 得 在 有 一 丝 风 吹 过 时 牌 不 会 倒 下 来 . Ex 
设 要 求 最 上 面 的 大 张 牌 的 重心 离 第 上 +1 张 牌 的 边缘 至 少 e 个 单位 ，( 例如 ， 这 样 第 一 张 牌 就 能 
出 第 二 张 牌 至 多 1- e 个 单位 ) 如 果 有 足够 多 的 牌 ， 我 们 能 和 否 仍然 得 到 任意 大 的 伸 出 长 度 ? 
将 1/1+1/3+…+1/ (2n+1) 用 调和 数 表示 出 来 . 
说 明 怎 样 从 (6.74 ) PU, Gc y) 的 定义 得 出 递归 式 〈6.75 ) ， 并 求解 该 递归 式 . 
一 位 探险 者 在 一 座 岛 上 留 下 一 对 小 兔 . 如 果 一 个 月 后 小 免 长 成 成 年 的 大 兔 ， 又 如 果 每 一 对 成 年 的 
大 象 每 个 月 产 出 一 对 小 兔 ， 经 过 n 个 月 之 后 会 有 多 少 对 兔子 ? ( 两 个 月 后 有 两 对 ， 它 们 中 的 一 对 
是 新 生 的 . ) 求 这 个 问题 与 正文 中 的 “蜜蜂 树 ” 之 间 的 一 个 关系 . 

7 ”证 明 卡 西 尼 恒 等 式 (6.103) 是 (6.108) 的 特殊 情形 ， 也 是 (6.134 ) 的 一 个 特例 . 

8 “利用 斐 波 那 契 数 系 将 65 英 里 /小 时 转换 成 千 米 /小 时 的 近似 值 . 

9 ”8 平方 英里 大 约 等 于 多 少 平方 千 米 ? 

10 o 的 连 分 数 表示 是 什么 ? 


基础 题 


































































































11 当 nn 是 一 个 非 负 整数 时 ， 带 有 交错 符号 的 斯 特 林 轮 换 数 三 角形 的 行 和 允 ,(-1) H 等 于 什么 ? 











12 证 明 斯 特 林 数 有 与 (5.48 ) 类 似 的 反 演 规律 
a(n) -Ewe = fa -Ffi vs ; 


13 在 第 2 音 和 第 5 音 里 提 到 过 微分 算 子 D = UED. RIE 








Y =zD’+2zD,， 


H 8 f(z) = 8zf'(z) - ze) -z!f'(z)-zf'(z), MERRE (2°D* + 2D) f(z). 类 似 地 ， 可 以 
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证 明 全 =2D3i+3z2D2+2zD . 证 明 一 般 的 公式 : 对 所 有 n 宇 0 





z"D" = Fl; ye . 


(与 在 (5.109 ) 中 相同 ， 这 些 公式 可 以 用 来 在 形 如 》 az z^ f (z) 和 BO f (2) 这 样 的 微分 表 
达 式 之 间 转 换 . ) 
14 证 明 关 于 欧 拉 数 的 寡 恒 等 式 (6.37 ) . 






































310| 15 对 (6.37) 取 m 次 差分 来 证 明 欧 拉 恒 等 式 (6.39) . 

















16 4k fil n 取 遍 所 有 整数 的 集合 时 ， 双 重 弟 归 式 
A,,=a[n20]; 4,=0, k>0; 


n,0 













































































A, x = kA, + Arik- Qo k,n 是 整数 
的 通 解 是 什么 ? 
17 Oe FHS, Bn eod k <O WT AT, 
n| n-l n-l 
a | |= +n +[n=k=0], n,k 20. 
k k k-1 
n n-l| |n-1l 
b | -(n-k) + +[n=k=0], n,k 20 
k k k-1 
n n-l n-1l 
c| |=k +k +[n=k=0], n,k 20 
k k k-1 
18 证明 斯 特 林 多 项 式 满足 
(x+)Do,(x+1) 2 (x-^n)o, (x) * xo, (x). 
19 证 明 广 义 斯 特 林 数 满足 





























n xt+k x n xk - R 
2 x ME [Gare 整数 n>0. 
n xtk x du 

- -0, BF 
| x anneal D pel 0 ， 整 数 n>0. 


20 oki Y HO 的 封闭 形式 . 
21 证 明 : AR H,-a,/b,, Hepa, Tb, 是 整数 ， 则 分 母 记 是 208" 的 一 个 倍数 . 
1 

* 








提示 : Bree ug -一 


22 证 明 : 除了 当 z 是 负 整 数 之 外 ， 无限 和 式 


1 1 
Zi- 


对 所 有 复数 z 都 收敛 ， 并 证 明 ， 当 z 是 非 负 整数 时 ， 它 等 于 太 .. (这 样 一 来 ， 当 z 是 复数 时 ,我 
们 就 可 以 利用 这 个 公式 来 定义 调和 数 已 . ) 
23 当 按照 z 的 过 来 展开 时 ， 方 程 〈6.81 ) 就 给 出 z/(e’ -D 的 系数 . z / (e^ +1) 的 系数 是 什么 ? 











提示 : BURMA (E +(e! -1) =e”. 


























































































































24 证 明 : EIZ T a 2" 的 倍数 . 提示: TET, Qo) 和 也 ,Go 所 有 的 系数 都 是 2" 的 倍数 . 
25 方程 (6.57) 证 明了 了， 蠕虫 在 某 个 时 刻 N 时 最 终 必 将 到 达 橡 皮带 的 终点 ， 于是， 必定 会 有 第 一 个 
时 间 nn ， 它 在 4 分钟 之 后 比 在 n-1 分 钟 之 后 更 加 接近 于 终点 ， 证 明 n < 
26 利用 分 部 求 和 法 计算 S, = 7 Ak. 提示 : 也 考虑 有 关 的 和 式 > Hulk. 
27 证 明 关于 斐 波 那 契 数 的 ged 法 则 (6.111) . 
28 RURAL HSMP +h. 按照 (6.109), RIRA E, =EL. 这 里 是 前 几 个 卢 卡 斯 数值 
的 表 : 
n |o 1 2 4 5 6 7 8 9 10 11 R 13 
L | 2 1 3 4 11 18 29 47 76 123 199 322 521 
a 利用 成 套 方法 证 明 : 一 般 递归 式 
Q=a; Q-f; Q,-Q,,*Q,,. n»l 
的 解 2, TIJE F, DU L, 来 表示 . 
b XFL, 求 一 个 用 Y 以 及 $ 来 表示 的 封闭 形式 . 
29 证 明 关 于 连 项 式 的 欧 拉 恒等式 ， 即 方程 (6134). 
30 推广 (6.136)， 当 1 二 m 三 nn 时 ,对 增长 的 连 项 式 KK(x0…,% Xn EV Xoo) 求 出 表达 式 . 
作业 题 
31 对 于 用 下 降 究 给 出 的 上 升 容 的 表示 法 
v= >) pt , EX no. 
LLLA 求 出 封闭 形式 ， (例如 ，x = 841202 +3602 4240! ， 从 而 j^5- ) 
-1 =j 
32 在 第 5 章 里 ， 我 们 用 两 种 方法 展开 池上 式 | ] -| PEI) HATAR 




















n+k n+m+l)\ 大 | {m+l 
zl k H m eZen) 
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当 展 开 类 似 的 递归 式 M z : | + À -| 时 ， 会 出 现 什么 样 的 恒等式 ? 

















33 表 6-4 给 出 4 和 b 的 值 ， 对 下 一 个 情形 和 M ， 其 封闭 形式 ( 不 包含 斯 特 林 数 ) 是 什么 ? 











34 ”如 果 假 设 基本 递 推 关系 (6.35 ) 对 所 有 整数 上 和 nn 都 成 立 ， 又 如 果 对 所 有 <0 都 有 (o =0, Hf 


4 (i) 和 Cr) 等 于 什么 ? 
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35 
36 


37 


38 


39 
40 


41 


42 


43 


44 


45 


46 
47 


48 
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证 明 ， 对 每 个 e> 0 都 存在 一 个 整数 n>1 (Be HK) , iH, modl<e. 

是 否 有 可 能 用 这 样 一 种 方式 堆放 块 砖 站 :最 上 面 的 砖 不 在 最 下 面砖 的 任意 一 点 的 上 方 ， 而 一 个 
体重 等 于 100 块 砖 的 人 可 以 站 在 最 上 面砖 的 中 间 取 得 平衡 ， 而 不 会 使 这 堆 砖 翻 倒 ? 

用 调和 数 表示 2 (kmodm)/k(k+1) , 假设 m 和 nn 是 正 整数 ， 当 nn oe 时 ， 其 极限 值 是 什么 ? 









































求 不 定 的 和 式 x( eon 











Hn MH, RER Y, HI. 
证 明 1979 整 除 SEP (I /的 分 子 ， 并 对 1987 给 出 一 个 类 似 的 结果 ， 提 示 : 利用 高 斯 的 技巧 得 


k 


到 一 个 由 分 数组 成 的 和 式 ， 其 分 子 是 1979， 也 见习 题 4. 
Mn 是 整数 ( 有 可 能 是 负 的 ) 时 ， 将 和 式 z Pa 2 计算 成 封闭 形式 . 























AUR S 是 一 个 整数 的 集合 , ESH 是 “平移 ” 集 {x+1l|xe Sb. (L2, n 有 多 少 个 子 集 有 如 下 性 
质 : SU(S+D)={1,2,…,n+1}? 
证 明 : 无 限 和 式 
0.1 
+0.01 
+0.002 
+0.000 3 
+0.000 05 
+0.000 008 
+0.000 001 3 




















收敛 于 一 个 有 理 数 . 
证 明 卡 西 尼 恒等式 (6.106 ) AY: WR k Mm 是 整数 ， 并 使 得 
个 整数 n ,使 得 k=+tF, VE meotF,,. 

利用 成 套 方法 求解 一 般 的 递归 式 


X, =a; 和 = X,-X,,*X,,*yn*ó. 











m! —km—k? 


=1 ,那么 就 存在 一 

















cos36? 和 cos72。 等 于 什么 ? 
证 明 














并 在 p 为 素数 时 利用 此 恒等式 求 出 F, mod p fl F, mod p 的 值 . 
WEB]: 通过 将 与 之 相 邻 的 变量 合并 在 一 起 ， 可 以 从 连 项 式 多 项 式 中 去 掉 取 值 为 零 的 参数 ; 
































K,(n, x 0,x, ss X.) 


?7*m-1? 


-K, 10 X XS FXp Xman Xn) , I«m«n. 


啊 ， 那 些 都 是 素数 年 


份 . 


ej 
& 
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49 求 数 bas 的 连 分 数 表示 . 
50 对 所 有 正 整 数 n 用 递归 式 
f(D=1; 
fQn)- f(n); 
fQn+l) 2 f(n)* f(n*1). 
定义 f(n). 
a 对 什么 样 的 nx ，f(n) 是 偶数 ? 
b 证 明 f (n) 可 以 用 连 项 式 表示 . 


考试 题 
51 设 p 是 一 个 素数 . 


a 证明 :; 对 1<k<p MEMELE 






























































b 证 明 : 


> 


一 1 
nekeptil^. E (mod p) . 


c 证 明 : WR p>2, ， 则 有 prre [eo Gandini: 
P 











d 证 明 : WR p>3, ien | =0 (mod p°). 
提示 : 考虑 pr. 

52 JW H,'5 JW a, / 这样 的 最 简 分 数 . 
a 证 明 : 如 果 p 是 素数 ,那么 p\b, S pXa,,,)- 
b 求 出 所 有 使 得 a 能 被 5 整除 的 n>0. 














53 40<m<nh}, RD) CD'H, 的 封闭 形式 . 提示 : 习题 5.42 有 一 个 和 式 , 它 没有 因子 H,. 





54 设 n>0. 这 一 题 的 目的 是 要 证 明 B,, 的 分 母 是 满足 (p 一 ])\(2n) 的 所 有 素数 p 的 乘积 . 
a 当 p 是 素数 且 m>0 时 , UES, (p)+[(p-1)\ m] 是 p 的 倍数 . 
b 利用 a 的 结果 ， 证 明 





























y+ y [EDOD p neg 


Pp 是 素数 P 
提示 : 只 要 证 明 如 果 P 是 任意 一 个 素数 ， 那 么 分 数 B, +[(p -DD \(2n)]/p 的 分 母 不 能 被 乙 整 除 就 
够 了 . 
CHEM: B, 的 分 母 总 是 6 的 奇数 倍 ， 且 对 无 穷 多 个 n ， 它 等 于 6. 
55 通过 对 


x) 


求 和 并 关于 x 微分 , 证明 (6.70) 是 一 个 更 加 一 般 的 恒等式 的 推论 . 





















































314 




















264 第 6 章 特殊 的 数 


56 将 Dee ae | k- m) 计算 成 关于 m on ESTER. OHRT AE k = m 之 外 所 有 的 整数 上 


RAIL) 
57 “5$ 阶 围 包 二 项 式 系数 ”由 


(HC a] n 


以 及 H) -[t-0p d. HQ, EEB n 行 中 最 大 的 数 与 最 小 的 数 之 差 : 


smi) ele) 


寻求 并 证 明 Q, 与 斐 波 那 契 数 之 间 的 关系 . 
58 RH D Riz" MD Foz" 的 封闭 形式 关于 量 严 ,4 所， ， 你 能 得 出 什么 结论 ? 
59 WEB]. 如 果 m 和 是 正 整数 ， 那 么 存在 一 个 整数 x ,使 得 =m (mod3”). 

60 求 所 有 正 整数 n ,使 得 +1 或 者 -1 是 一 个 素数 . 


61 证 明 恒等式 
































E, P 
: 23-—2, WEE RI]. 
ko Py E, 
n Fe an 
Dl Pz 等 于 人 A? 


62 A =¢"+O"WURB=¢"-o". 

a 求 常数 w AB, HEX n Z0 A, =04_,+BA_,RB,=aB,_,+BB,,. 
b Hi F, M L, aN A, FB, (见习 题 28 ) . 
c 证 明 2 1/(£,, *D-B,/ A... 


d 求 出 Y 1/(5,,, 一 DD) 的 封闭 形式 . 























附加 题 

63 {1,2,---,n} 有 多 少 个 排列 zx,…z 恰 有 个 指标 j 使 得 
a 对 所 有 i<j 有 Zz<z? 这样 的 j 称 为 从 左 到 右 最 大 数 . ) 
b xz, >jj?〈 这 样 的 j 称 为 超过 数 . ) 

















64 当 将 分数 | /2 ，| 约 成 最 和 分 数 时 ， 它 的 分 母 是 什么 ? 
65 证明 恒 等 式 
1 1 n k 
[dores Dass = A ) 


k n! 








n 


66 网 拉 三 角形 的 第 FHA 


Jetta 


67 证 明 





ej 
& 
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nctl|(n—k pais] M 
>a fa ep). 
68 证 明 (i) B i) ， 并 求 出 (4) 的 封闭 形式 . 


69 求 出 》 KH, 的 封闭 形式 . 
70 ”证 明 习 题 22 的 复 调和 数 有 徊 级 数 展开 式 H. = > 
71 证 明 : 通过 考虑 无 穷 乘 积 


T + ie" ER 
k 


k21 z! 








CI HV". 


nz 




















HU n SALE 24 n — eo 时 的 极限 , 证 明 方程 (5.83 ) 的 广义 阶乘 可 以 写成 上 述 形 式 . 指出 =e) 与 
习题 22 中 一 般 的 调和 数 有 关 . 
72 ”证明 正切 函数 有 窜 级 数 (6.92) ， 并 对 z/sinz 和 In((tanz)/z) 求 出 相应 的 级 数 . 
73 WH: 对 所 有 整数 n 宇 1 ，zcotz 等 于 
z zZz 2 z l zt+kn 2 
3 cot z i tan m + > 3 cot a + cot i A 
guum ms Oe mdi) 9 2 
并 指出 ， 对 固定 的 上 , 24 n — oe 时 第 大 个 求 和 项 的 极限 是 2z / (2? - K^). 
74 REŽ T) 5j 1/ cosz 的 系数 之 间 的 关系 . 
75 证 明 : 正切 数 和 1/cosz 的 系数 出 现在 以 下 述 图 形 为 开始 部 分 的 无 限 三 角形 的 边 上 : 





















































61 61 56 46 32 16 0 
每 一 行 包 含 上 一 行 的 部 分 和 ， 方 向 交替 地 从 左 向 右 和 从 右 向 左 . 
提示 : 考虑 震级 数 (sinz + cosz) / cos(w- z) 的 系数 . 
76 求 出 和 式 


> (-1)' 上 


大 








的 封闭 形式 ， 并 指出 ， 当 7 为 偶数 时 它 等 于 零 . 
77 “4m 和 nn BRR, n SOR, o (m) 的 值 当 m<0 时 由 (6.52 ) 给 出 ， 当 m>n 时 由 (6.53 ) 给 出 ， 
而 当 m=0 时 则 由 (6.101 ) 给 出 .证 明 : 在 其 余 情 形 ， 我们 有 


e, (m) 




















(一 p m-l 


m!(n- m)! 





m |B ey 
ak | EA nS m>0. 
NAT 
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79 
80 


81 


82 


83 


84 


85 


86 
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证 明 将 斯 特 林 数 、 伯 努 利 数 以 及 卡 塔 兰 数 联 系 在 一 起 的 下 述 关 系 式 : 
n [n*-k|( 2n \(-1) T 2n| 1 
*| k s k+l -2 n ku 


证 明 : 64 = 65 的 四 块 棋盘 悖 论 也 可 以 经 重新 组 装 来 证 明 64 = 63. 



























































整数 x 和 y 能 使 得 m 尽 可 能 地 大 ? 





由 递归 式 =x, 4 =y AR A, = ALL + 4 ,定义 的 序列 对 某 个 m 有 4 21000 000. 什么 样 的 正 


正文 中 描述 了 一 种 方法 ， 它 可 以 将 包含 五, 的 公式 变 成 只 包含 五 和 五 ,的 公式 ， 于 是 自然 会 问 : 
当 这 样 两 个 “化 简 的 ”公式 形式 上 不 相同 时 ， 它 们 能 否 是 相等 的 . 设 P(x,y) 是 关于 x M y 的 一 个 
整 系数 多 项 式 ， 求 使 得 对 所 有 n> 03868 PE, F,) = 0 成 立 的 必要 充分 条 件 . 








说 明 怎样 加 正 整数 可 以 在 辈 波 那 契 数 系 中 行 得 通 . 



































AUR. A 5 AER, 那么 是 否 有 可 能 一 个 满足 斐 波 那 契 递 归 式 4 =A, + AL ,的 序列 (4,) 中 不 包含 


素数 ? 
Bem 与 是 正 的 奇数 . 求 出 
S. = SE , San = x 
0 Punkin t En iz Fu, F, 











的 封闭 形式 . 
提示 : 习题 62 中 的 和 式 是 Sh- Sons O So- Sins- 
刻画 所 有 满足 下 述 条 件 的 N : 对 SO , EVAR AS F, mod N 构成 {0,1 
习题 59. ) 
设 C,C,,… 是 一 个 非 零 整数 序列 ， 对 所 有 正 整 数 m 和 n 有 

ged(C,,,C,) =C, 


ged(m,n) * 


WEH: 广义 二 项 式 系数 


K CC Cai 
k C C,C, Cl 























…,N 一 1} 的 完全 集 .( 见 





全 都 是 整数 . [ 特别 地 ,根据 ( 6.111 )， 按 照 这 种 方式 从 斐 波 那 契 数 作出 的 裴 波 那 契 项 系数 


( Fibonomial coefficient ) 是 整数 . | 


证 明 : 在 矩阵 乘积 


TEP 





以 及 行列 式 
x 1 0 0: 0 
-l x 1 0 0 
0 -l x, 1 : 

det| . 

: -1 

1 
0 0 -- -] x 


中 有 连 项 式 多 项 式 出 现 . 
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88 推广 (6.146 ) , 4a 是 任意 一 个 正 无 理 数 时 ， 求 与 生成 函数 2h! 有 关 的 连 分 数 . 

89 设 w 是 (0.D 中 的 一 个 无 理 数 ， 并 设 aa, a, 是 其 连 分 数 表 示 式 中 的 部 分 商 . 证 明 : CH 
n7 K(a,--,a,) BH [D(o,n)| «2 ， 其 中 忆 是 第 3 章 里 定义 的 偏差 . 

90 设 0, 是 Stern-Brocot 树 的 第 层 的 最 大 的 分 母 ，( 于 是 , 根据 第 4 章 里 的 图 有 (0.,0,0.,0.0…)= 
(1,2,3,5,8,…) . ) 证 明 Q, = F,,,. 












































研究 题 











91 将 MH 的 定义 推广 到 nn RR Hi E HH AA? 





92 ”如 同 在 习题 52 中 那样 ， 将 HL, SR a, / b, 这 样 的 最 简 分 数 . 

a 对 某 个 固定 的 素数 p ， 是 否 有 无 穷 多 个 n WE p\a,? 

b 是 否 有 无 穷 多 个 nn 满足 b=1cm(1,2,…,n) ? (n2250 fl n 21000 是 两 个 这 样 的 值 . ) 
93 HEHH y FI e” 是 无 理 数 . 














94 假设 当 n<0 或 者 k<0 时 有 | |= 0 ， 对 两 个 参数 的 递归 式 


n 
k 








一 1 
Hant Bkt |+ln=k=0], nk 20 











f + fk it 
= (Qi 
a V k 





的 解 发 展 一 种 一 般 性 的 理论 .( 二 项 式 系 数 、 斯 特 林 数 、 欧 拉 数 以 及 习题 17 和 习题 31 中 的 数列 都 
是 其 特殊 情形 . ) 什么 样 的 特殊 值 (a, B. y, or^, B^, y^) 可 以 得 到 能 用 来 表示 通 解 的 “基本 解 ”? 

95 寻求 一 个 有 效 的 方法 来 延 拓 从 超 几 何 项 到 普通 项 的 Gosper-Zeilberger 算 法 ， 它 或 许 会 含有 斯 特 
林 数 . 
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GENERATING FUNCTIONS 
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众所周知 ,处理 数列 最 强 有 力 的 方法 就 是 使 用 “生成 ”那些 数列 的 无 穷 级 数 . 我 们 已 经 
学 习 了 许多 数列 并 且 见 过 一 些 生成 函数 , 现在 就 来 深入 探讨 生成 函数 , 来 见识 它们 是 如 何不 
同 寻常 地 有 用 . 








7.1 多 米 诺 理论 与 换 零 钱 DOMINO THEORY AND CHANGE 


生成 函数 足够 重要 ， 且 对 我 们 许多 人 来 说 也 足够 新 颖 ,所 以 当 我 们 开始 更 加 密切 地 审视 它 
们 时 ， 有 必要 使 用 一 种 轻松 的 方式 ， 因 此 我 们 在 本 章 开始 用 一 些 娱乐 活动 和 游戏 来 阐述 生成 函 
数 . 我 们 将 要 研究 这 些 思想 的 两 种 应 用 ， 一 种 应 用 涉及 多 米 诺 牌 ， 而 另 一 种 应 用 涉及 便 币 . 

HI 2x1 ZXM ARTE ui 2x n 矩形 有 和 多少 种 不 同 的 方式 7,? 我 们 假设 多 米 诺 牌 都 
是 完全 相同 的 (要么 是 因为 它们 全 都 正面 向 下 , 要 么 是 因为 有 人 让 它们 不 可 分 辨 ,比方 说 将 
它们 全 都 涂 成 了 红色 )， 因 此 只 有 它们 的 方向 ( 垂直 或 是 水 平 ) 是 我 们 所 在 意 的 ， 而 且 我 们 
可 以 想象 是 在 对 多 米 诺 形 状 的 瓷砖 进行 操作 . 例如 , 覆盖 一 个 2x3 矩形 有 三 种 铺设 方式 , 即 
| BARE, HAT, =3. 

为 了 对 一 般 性 的 7 找到 封闭 形式 , 我 们 通常 做 的 第 一 件 事 就 是 观察 小 的 情形 . 当 n=1 时 
显然 只 有 一 种 铺设 方法 ， 即 0; 而 当 n=2 时 有 两 种 ， 即 四 和 日 

当 z=0 时 ， 如 何 呢 ? 一 个 2x0 的 矩形 有 多 少 种 铺设 方式 呢 ? 这 个 问题 的 含义 并 不 是 
马上 就 能 弄 清楚 的 , 不 过 我 们 在 以 前 曾 见 过 类 似 的 情况 : 有 零 个 物体 的 排列 C 即 空 排列 ), 


所 以 01=1， 从 nn 件 东西 中 选取 零 个 东西 有 一 种 方式 ( 即 什么 也 不 选取 ), | jeu 把 





























































































































n 

0 
空 集 划 分 成 零 个 非 空子 集 有 一 种 方式 , 但 是 不 存在 将 一 个 非 空 集合 划分 成 零 个 非 空子 集 的 
方法 ， 所 以 [Pl =m=0]. 根据 这 样 的 推理 可 以 得 出 结论 : TH OR ANE ui 


一 个 2x0 矩形 ， 即 不 用 多 米 详 牌 履 盖 ， 于 是 页 =1. 这 就 破坏 了 当 n=1,2 和 3 时 已 经 成 立 
的 简单 模式 了 =n, 但 是 , 由 于 按照 问题 的 合理 逻辑 克 应 该 是 1， 因 而 它 的 模式 无 论 以 何 种 
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“让 我 来 数 一 数 有 多 
少 种 方法 . ” 
一 一 E.B. 勃 朗 宁 


大 胆 走 向 先前 没有 
铺设 过 的 地 方 . 
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方式 表现 都 可 能 是 注定 的 . ) 事实 证 明 ， 只 要 我 们 想 求 解 一 个 计数 问题 ， 恰 当地 理解 零 的 
情形 都 是 有 用 的 . 

再 看 一 个 小 的 实例 , n = 4. 铺设 这 个 矩形 的 左边 有 两 种 方法 : 放置 一 个 垂直 的 多 米 诺 
牌 ， 或 者 放 两 个 水 平 的 多 米 诺 牌 . 如 果 我 们 选用 一 个 垂直 的 牌 ， 其 部 分 解 就 是 L_ ]， 而 剩 下 
的 2x3 和 矩形 可 以 用 工种 方式 覆盖 . 如果 我 们 选用 两 个 水 平 的 多 米 诺 牌 ， 其 部 分 解 避 可 以 用 
了 种 方式 完成 从 而 了 = 7, + 也 = 5. (这 五 种 铺设 方式 是 LI， , HII . ) 

我 们 现在 知道 前 五 个 7 的 值 : 









































































































































n |01234 
yf 12.23 








这 些 数 看 起 来 像 斐 波 那 契 数 ， 且 不 难看 出 其 中 的 缘由 : 用 来 确立 也 = T, + T, 的 推理 很 容易 推 
ART, 2T, +T, (对 n 宇 2 ) 于 是 ,除了 初始 值 尺 =1 和 也 =1 与 斐 波 那 契 数 的 情形 稍 有 不 
同 外 , 我 们 这 里 得 到 一 个 与 斐 波 那 契 数 同样 的 递归 式 . 不 过 这 些 初 始 值 是 连续 的 斐 波 那 契 数 
FFF, ， 所 以 诸 数 了 恰好 是 斐 波 那 契 数 向 上 移动 一 位 : 

已 = Fs ? nzo. 


(我 们 把 这 视 为 也 的 一 个 封闭 形式 ， 因 为 斐 波 那 契 数 相当 重要 ， 所 以 我 们 认为 它们 是 “已 知 
的 ”. 而 五 ,本身 也 有 一 个 用 代数 运算 表示 的 封闭 形式 ( 6.123 ) ) 注 意 ,这 个 方程 确认 了 置 7 =1 
是 明智 的 . 

但 是 这 一 切 与 生成 函数 又 有 何 关 系 呢 ? 好 的 ,我 们 就 要 谈 到 它 了 一 一 男 外 一 种 计算 7 的 
方法 . 这 种 新 方法 以 一 种 大 胆 的 想法 为 基础 .我 们 来 考虑 所 有 可 能 的 2xz 铺设 方式 的 “和 ” 
(对 所 有 7 2 0 ), 并 称 之 为 7 : 


T= |+0+0+H: | | pe, (7.1) 


(其 中 右边 的 第 一 项 “|” 表 示 一 个 2x0 矩形 的 零 铺 设 . ) 这 个 和 式 7 包 含 诸多 信息 .由 于 它 ， 
我 们 可 以 作为 一 个 整体 来 证 明 有 关 7 的 结果 ， 而 不 是 强制 我 们 对 单个 项 ( 用 归纳 法 ) 来 证 明 
它们 ， 所 以 它 是 有 用 的 . 

这 个 和 式 中 的 项 表示 铺设 方式 , 它们 是 组 合 的 对 象 . 当 有 无 穷 多 种 铺设 方式 相 加 在 一 起 
时 , 我 们 不 愿意 过 于 操心 它们 是 否 合法 , 一 切 都 能 做 得 严格 ,不 过 现在 的 目的 是 要 拓展 我 们 
的 观念 ， 超 越 传统 的 代数 公式 . 

我 们 已 经 把 这 些 模式 加 在 了 一 起 , 还 可 以 将 它们 相 乘 一 一 通过 毗连 . 例如 , 我 们 可 以 将 
铺设 方式 [与 日 相 乘 得 到 新 的 铺设 方式 [日 . 注意 , 乘法 是 不 可 交换 的 , 这 就 是 说 , 乘法 要 考虑 
次 序 : 四 与 后 是 不 同 的 乘积 . 

利用 乘法 的 这 个 记号 不 难看 出 ， 零 铺设 起 着 特殊 的 作用 一 一 它 是 乘法 的 恒 等 元 ， 例 如 ， 


| x = x | = 


现在 可 以 利用 多 米 诺 牌 算术 来 处 理 无 限 和 式 了 了 : 
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( 14+04+0)+H+-::-)+8¢C1+0+04+H+-:::) 
T+ 日 7. (7.2 ) 
每 一 种 适用 的 铺设 方式 都 在 每 一 等 式 的 右边 恰好 出 现 一 次 , 故而 我 们 做 的 都 是 合理 的 , 即便 
忽略 了 第 2 章 里 关于 “绝对 收敛 ”的 警示 .这 个 方程 的 最 后 一 行 告诉 我 们 : 7 中 的 每 一 种 铺 
设 方 式 要 么 是 零 铺设 ,要么 是 一 个 垂直 多 米 诺 牌 后 接 7 中 男 外 某 种 铺设 方式 , 要 么 是 两 个 水 
平 多 米 诺 有 牌 后 接 7 中 另外 某 种 铺设 方式 . 

所 以 ， 现 在 我 们 尝试 对 7 求解 该 方程 ， 用 |7 代替 左边 的 7 并 从 方程 的 两 边 减 去 右边 的 
最 后 两 项 ， 我 们 得 到 

CI -U-H) T= | (7.3) 

为 了 做 一 致 性 检查 ， 这 里 给 出 展开 的 形式 : 




















































































































































































































































































































最 上 面 一 行 中 的 每 一 项 , 除了 第 一 项 之 外 都 被 第 二 行 或 者 第 三 行 中 的 某 一 项 所 抵消 , 故而 我 





们 的 方程 是 正确 的 . 
到 目前 为 止 , 给 出 所 研究 方程 的 组 合意 义 还 是 较为 容易 的 . 然而 , 现在 为 了 对 7 得 到 一 
个 紧 竣 的 表达 式 ， 我 们 要 跨越 组 合 的 分 水 岭 ， 基 于 对 代数 的 信赖 ,我 们 用 | -— U 一 日 除 方 




















程 (7.3 ) 的 两 边 ， 得 到 
| 
| (7.4) 
(乘法 不 是 可 交换 的 ， 而 我 们 并 没有 对 从 左边 除 还 是 从 右边 除 加 以 区 分 ， 所 以 我 们 又 面临 欺 
骗 之 嫌疑 .在 我 们 的 应 用 中 这 是 不 成 问题 的 ， 因为 | 与 每 一 项 相 乘 都 是 可 交换 的 .我 们 不 必 
过 分 吹 毛 求 症 ， 除 非 放任 不 蚜 的 想法 导致 储 论 出 现 . ) 
下 一 步 是 将 这 个 分 数 展开 成 索 级 数 ， 这 里 要 利用 法 则 


T= 


























=l+z+z +z +. 





l-z 
ZEE | 是 我 们 组 合算 术 的 乘法 恒 等 元 , 起 着 乘法 恒 等 元 数 1 的 作用 , 而 U+ 日 则 扮演 z 的 角 
色 . 于 是 我 们 得 到 展开 式 















































































































































































































































我 有 直觉 : 这 些 和 式 
LZA, REZ 
诺 牌 足够 小 . 


现在 我 迷失 方向 了 . 
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这 就 是 7, 不 过 其 中 的 铺设 方式 es 从 出 的 次 序 不 同 . 在 这 个 和 式 中 , 每 个 铺设 方式 都 
恰好 出 现 一 次 ， 例 如 ， 在 ( ) "的 展开 式 中 出 现 . 
通过 对 其 进行 压缩 ,忽略 我 人 -不 感 兴趣 的 细节 ， 就 可 以 从 这 个 无 限 和 式 中 得 到 有 用 的 信 
A. 例如 ,我 们 可 以 想象 这 些 模式 不 烙 在 一 起 ， 晶 单个 的 多 米 诺 牌 可 以 相互 交换 ， 那么 一 个 
人 这 样 的 项 就 变 成 了 [由己 4， 因 为 它 包 含 4 个 垂直 的 和 6 个 水 平 的 多 米 诺 牌 .将 同类 项 
搜集 到 一 起 就 给 出 了 级 数 

T= | L4 2 B49 2 ^ 43 (7? 24 B hepa 
HEW I T ER USC BRE XP AI PE, BUA), 有 一 个 垂直 的 和 两 个 水 平 的 多 米 诺 牌 ; 
Ziu, 3 [P oP Ra =A, LALLA .我们 基本 上 将 0 和 叫 当 作 通 常 的 ( 可 交换 的 ) 变 
量 来 处 理 . 

利用 二 项 式 定 理 ， 可 以 对 7 中 可 交换 约定 下 的 系数 求 出 封闭 形式 : 
| 
I- (0+) 
























































































































































































































































































































































= |+¢ 2) + (D+ c?» (04+ 2) 34 






























































Il 
— 
N 
六 一 
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j.mz0 


BUS EF m (CR Rj, RENEW, patose uit J- 0.) 我 们 得 出 























[ "i 是 用 ,7 个 垂直 的 多 米 诺 牌 和 2m SEY ZO eR TL 2x (j + 2m) 和 矩形 的 方 






























































法 数 . 例如 , 我 们 最 近 考 虑 过 2x10 矩形 的 铺设 方式 ， 其 中 含有 4 个 垂直 的 和 6 个 水 平 
的 多 米 诺 牌 , 总 共有 "es 种 铺设 方法 , 故而 在 可 交换 的 约定 下 , 7 TUR ES. 


我 们 甚至 可 以 忽略 多 米 诺 牌 的 方向 以 压缩 更 多 的 细节 . 假设 我 们 不 关注 水 平 /垂直 分 类 ， 

而 只 想 知道 2xn 的 铺设 总 数 .( 实际 上 ， 这 就 是 我 们 一 开始 就 试图 要 寻求 的 数 T . ) 我 们 可 

以 用 一 个 简单 的 量 z EFC 和 吕 ， 从 而 将 必要 的 信息 搜集 起 来 . 我 们 或 许 还 可 以 用 1 代替 |， 
这 就 得 到 









































gol. (7.6) 


2 
]-z-z 








除了 分 子 中 失去 一 个 因子 z , 这 就 是 关于 斐 波 那 契 数 的 生成 函数 ( 6.117 ), 所 以 我 们 断定 7 中 
z' 的 系数 是 五 ,. 


























CD 原来 书 中 对 垂直 和 水 平 的 多 米 诺 牌 加 以 区 分 ， 而 现在 为 了 再 次 压缩 不 重要 的 信息 ， 就 简化 为 不 再 区 分 垂直 
和 水 平 的 多 米 诺 牌 ， 用 英文 表示 为 disoriented， 恰 好 与 “迷失 方向 ”意义 相同 ， 故 作者 以 此 自嘲 表示 幽默 . 
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紧凑 的 表达 式 1 人 1 =- 0- 日 ) 和 1 I U0- 局?), 以 及 我 们 对 7 推导 出 来 的 1/(1-z-z?) 
都 称 为 生成 函数 ( generating function )， 因 为 它们 生成 了 我 们 感 兴趣 的 系数 . 
附带 指出 ,我们 的 推导 暗 指 : 恰好 用 m 对 水 平 多 米 诺 牌 铺设 2xn 矩形 的 方法 数 是 


让 如 下 :因为 有 /=n-2m 个 秋 直 的 多 米 小 ， 故 而 按照 公式 有 


PUR) 


种 方式 进行 铺设 . ) 在 第 6 章 里 我 们 注意 到 ， i "s 是 长 度 为 n 且 包 含 m 个 划 的 摩尔 斯 码 数列 










































































的 个 数 , 事实 上 容易 看 出 ，2xn 和 矩形 用 多 米 诺 有 牌 铺设 的 方法 数 直 接 与 摩尔 斯 码 数列 相对 应 ( 铺 
设 Ej “eee” JEXT) ”从 而 多 米 诺 铺设 与 第 6 章 里 研究 过 的 连 项 式 多 项 式 密切 相 
X. 世界 真 的 很 小 . 

我 们 已 经 用 两 种 方法 求解 了 了 问题 . 第 一 种 方法 是 猜 出 答案 并 用 归纳 法 证 明 它 , 这 要 容 
易 一 些 ; 第 二 种 方法 是 利用 多 米 诺 模式 的 无 限 和 式 ， 提炼 出 感 兴趣 的 系数 ， 这 需要 更 高 的 技 
I5. 但 是 , 我 们 利用 第 二 种 方法 仅仅 是 因为 把 多 米 诺 牌 当 作 代数 变量 一 样 来 使 用 是 一 件 很 有 
趣 的 事 吗 ? 不 ,引进 第 二 种 方法 的 真正 原因 在 于 , 无 限 和 式 的 方法 威力 更 加 强大 . 第 二 种 方 
法 对 许 许 多 多 的 问题 都 适用 ， 因 为 它 并 不 要 求 我 们 做 出 令 人 难以 置信 的 猜想 . 

我 们 再 向 上 提升 一 个 档次 , 推广 到 一 个 超出 我 们 猜测 能 力 的 问题 : 用 多 米 诺 牌 铺设 一 个 
3xn 和 矩形 有 和 多少 种 方法 U, ? 

这 个 问题 的 前 面 几 种 情形 告诉 我 们 很 少 的 信息 . 零 铺设 给 出 U =1. n=1 时 , 没有 合适 
的 铺设 方式 ， 因 为 一 个 2x1 多 米 诺 牌 不 能 填 满 一 个 3x1 和 矩形 ， 而 两 个 2 x 1 多 米 诺 牌 又 放 不 
TF. n=2 的 情形 容易 手动 完成 ， 它 有 三 种 铺设 方法 巴 、 加 以 及 量 ， 所 以 U, =3. (想到 它 ， 
我 们 就 已 经 知道 这 个 结果 了 ， 因 为 上 一 个 问题 告诉 我 们 =3 ， 而 铺设 一 个 3x2 矩形 的 方法 
数 与 铺设 一 个 2x3 矩形 的 方法 数 是 一 样 的 . ) 当 n=3 时 , 与 n=1 时 一 样 , 没有 铺设 方法 . 我 
们 可 以 通过 快速 穷 举 搜索 或 者 从 更 高 的 水 平 来 看 问题 , 从 而 使 我 们 确信 无 疑 : 一 个 3x3 XEJE 
的 面积 是 奇数 ， 故 而 我 们 不 可 能 用 面积 是 偶数 的 多 米 诺 牌 将 它 覆 盖 . 〈 同样 的 讨论 显然 对 任 
何 奇 数 的 n 也 适用 . ) 最 后 ， 当 n= 4 时， 看 起 来 有 大 约 十 多 种 铺设 方法 ， 如 果 不 花 时 间 确 保 
列 出 的 铺设 方式 的 完整 性 ， 很 难 确定 其 精确 的 个 数 . 

所 以 让 我 们 来 尝试 用 上 一 次 取得 成 功 的 无 限 和 式 方法 : 












































































































































































































































U = | +H HH -+ | Eel (7.7) 
每 一 个 非 零 的 铺设 都 是 由 叫 ， 或 者 0 ， 或 者 四 开头 的 ， 但 不 巧 的 是 ， 这 三 种 可 能 中 的 前 两 种 
并 不 能 简单 地 析出 因子 并 再 次 将 U 留 给 我 们 . Dit, U PULSE A AY LAS JN 
cy, 其 中 

V ml t | 
是 一 个 失去 左下 角 的 残缺 3xn 矩形 的 所 有 和 多米诺 牌 铺 设 方式 之 和 . 类 似 地 , U "RET 开头 的 
项 的 和 可 以 写成 J 4 ， 其 中 
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A=U4 -H - E] 


















































由 所 有 缺 了 左上 角 的 矩形 铺设 方式 组 成 .级 数 4 是 矿 的 镜像 ， 这些 分 解 使 得 我 们 可 以 写成 







































































U= | V+ AG U. 

我 们 也 可 以 分 解 V 和 A ， 因 为 这 样 的 铺设 只 可 能 以 两 种 方式 开始 : 
y =} y+ 5y 
A=7U+H A 
































现在 ， 关 于 三 个 未 知 数 (UL V 以 及 A ), 我 们 有 三 个 方程 .为 了 求解 它们 ， 可 以 首先 用 含 
AU 的 项 解 出 VV 和 A ， 然 后 再 将 结果 代入 关于 U 的 方程 : 

y-(1-55) "U, A=(1-B) "nU; 

U= I«&(1-55) ""u-«lT (I-ET ) lqU* ERU. 
fide As BEAT VAR U ， 这 给 出 紧凑 的 公式 




























































































































































































G= - — (78) 
-ba - Eb) "D - IF q- 87) 7p - 






















































































tania, RE HD (T4) 定义 了 7 一样， 这 个 表达 式 定义 了 无 限 和 式 U . 

AR ea, 下 一 步 是 考虑 交换 性 ， 当 我 们 将 所 有 的 多 米 诺 牌 拆 解 开 来 并 且 上 
没有 弄 错 的 话 , 用 正 ”项 都 很 好 地 得 以 简化 

则 表达 式 的 语言 ,我 

们 可 以 记 ，U= ([L 
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FRIRE, &R— 


























































































































































































































































































































1 
1 et U lel estie) toT ewe ute 
达 式 与 生成 函数 之 E lsg 
间 必 定 有 某 种 联系 . T (1- YY - a 
] (- = 
i 1- 2l 5-257 
1 a? AD 2 ae 3 
j= TES (1- = (I ey 
2p 
= (] — que 



































= X uu Dk — k+3m 
k,m=0 m 


( 这 一 推导 值得 仔细 审视 . 最 后 一 步 用 到 公式 (1 w) ^" = z." re , 即 恒等式 ( 556) ) 























我 们 仔细 观察 最 后 一 行 ,以 便 看 出 它 能 告诉 我 们 什么 . 首先 , 它 说 的 是 每 个 3xz 和 矩形 的 铺设 
要 用 到 偶数 个 垂直 的 多 米 诺 牌 . 此外， 如 果 有 2 个 垂直 的 多 米 诺 牌 ， 就 必定 至 少 有 大 个 水 
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平 的 ,水 平 多 米 诺 牌 的 总 数 必定 是 上 +3m ( 对 某 个 m 三 0 ) 最 后 , 用 2 个 垂直 的 和 大 +3mz 


个 水 平 的 多 米 诺 牌 的 铺设 方法 数 恰 好 是 C id 








DE. 








现在 我 们 能 来 分 析 在 开始 观察 3xz 问题 时 存疑 的 3x4 HBV. “n= ATE, IRA 








是 12， 故 而 总 共 需 要 6 个 多 米 诺 牌 .其 中 有 2k 个 垂直 的 和 大 +37 个 水 平 的 (对 某 个 大 和 六 )， 
Mili 2k+k+3m=6. 换 句 话说 ， 即 +m=2. 如 果 我 们 没有 用 垂直 的 , BARk=0Am=2, 


可 能 的 方法 数 是 C : 站 =1 (这 计 入 的 是 铺设 方法 E 量 ) 如 果 我 们 用 两 个 垂直 的 ,那么 EL=1 












































Am=l, &( T p cesis 又 如 果 我 们 用 到 四 个 垂直 的 , 那么 k=2 且 m=0，,， 有 











MELLE 总 数 共 有 忆 -1. 一般 来 说 ， 如 果 n 是 偶数 ， 这 一 推理 表明 




















2 2 
EPELI ga "HO MEL 
2 m n/2-k 
B n/2+k k n=m \ nm 
253 ae -XÍ P y (7.9) 











与 以 前 相同 , 我 们 可 以 用 z RREA , 这 样 就 得 到 一 个 生成 函数 , 它 不 区 分 不 
同 种 类 的 多 米 诺 牌 。 其 结果 就 是 























U= 1 = 1-z 
1-z2ü-2y!-z2ü-z2y!-z2 1-42 +z‘ 
ART TEC TEES EBL, HAS 
U Z1 U,z *U,z^ +Uz +U gz" ++, 


这 是 数 U, 的 生成 函数 .( 在 这 个 公式 的 下 标 和 指数 之 间 有 一 种 令 人 奇怪 的 错 配 ,不 过 容易 加 
以 解释 ， 例 如 ，z? 的 系数 是 U,。 ， 它 计算 的 是 3x6 矩形 的 铺设 方式 ， 这 就 是 我 们 所 想 要 的 ， 
因为 每 个 这 样 的 铺设 都 包含 9 个 多 米 诺 牌 . ) 

我 们 可 以 继续 分 析 (7.10 ) 并 得 到 系数 的 一 个 封闭 形式 ， 不 过 还 是 将 它 保留 到 这 一 章 的 
后 面 , 待 我 们 有 更 多 经 验 之 后 再 来 讲述 会 更 好 一 些 ， 所 以 我 们 暂时 离开 多 米 诺 这 个 话题 , 进 
入 下 一 个 已 广告 过 的 问题 ， 即 “ 换 零 钱 ” 

付 50 美 分 有 多 少 种 方法 ?我们 假设 必须 用 1 美 分 硬币 © 、5 美 分 硬币 @ 、1 角 硬币 @ 、 
25 美 分 硬币 多 以 及 50 美 分 硬币 多 支付， 乔治 波 利 亚 8 曾经 以 富有 教 益 的 方式 指出 这 个 问 
题 可 以 用 生成 函数 来 解决 ， 这 使 得 该 问题 广为人知 . 

我 们 来 建立 表示 给 出 换 零 钱 所 有 可 能 方式 的 无 限 和 式 , 正如 我 们 对 表示 所 有 多 米 诺 模 式 
的 无 限 和 式 进 行 研究 以 试图 解决 多 米 诺 牌 问题 一 样 . 最 简单 的 方法 是 先 研究 较 少 的 几 种 硬 
TH, 所 以 首先 假设 除了 1 美 分 的 硬币 之 外 别 无 其 他 辅币 . 所 有 用 某 个 数目 的 1 美 分 ( 仅 有 的 美 
分 ) 作为 换 零 钱 的 方法 总 数 可 以 写成 


(7.10 ) 




































































啊 ， 是 的 ， 我 记得 什 
么 时 候 我 们 有 过 半 
个 美元 . 


王国 的 硬币 . 


实际 上 有 多 少 1 美 分 
硬币 ? 如 果 n 大 于 
10” ， 我 打赌 在 “ 真 
实 世 界 ” 中 有 
pg. < 
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P= 1+@+@@+OOO+ OOOO: … 
= 1+@+@?7+@?4+O@tee-. 
第 一 项 表示 没有 用 人 硬币 ， 第 二 项 表示 用 一 个 1 美 分 人 硬币， 然后 是 两 个 1 美 分 硬币 ， 三 个 1 美 分 
硬币 ， 如 此 等 等 ， 现 在， 如 果 人 允许 我 们 既 可 以 使 用 1 美 分 硬币 ， 又 可 以 用 5$ 美 分 硬币 ， 所 有 可 
能 的 表示 方法 之 和 就 是 
N= P+@©P+ ©© P+ GOO@P+ OOOO P+ 
=(23+©+©7+ ©3+ ©*+- yp, 
因为 每 一 种 支付 都 要 从 第 一 个 因子 中 选取 某 个 数目 的 5 美 分 硬币 ， 从 P 中 选取 某 个 数目 的 1 
美 分 硬币 .( 注意 ，N KAS P0 9) - (D 9)! € (D Y e, 因为 这 样 一 个 和 式 包 
含 多 于 一 种 的 许多 类 型 的 支付 方式 . 例如 , 项 (中 +@@) -0X0 - O9) - XD «- 6X6) TE COO) 和 
OOD 处 理 成 不 同 的 项 , 但 是 我 们 想 把 每 一 组 硬币 仅仅 列 出 一 次 , 而 不 关心 其 中 硬币 的 次 序 . ) 
类 似 地 ， 如 果 还 允许 用 10 美 分 的 硬币 ， 我 们 就 得 到 无 限 和 式 
D = (W+@ + M*+ 0+ M*+- WW, 
SEERA, A TROO’O'=WVOOOOOODOOOD 这 样 的 项 ， 其 中 的 每 一 项 
都 是 换 零钱 的 一 种 不 同 的 方法 . 再 将 25 美 分 、50 美 分 分 别 加 入 到 可 选用 的 范围 之 中 就 给 出 
2 = (XB+@+@ + ++ D; 
C-(5€ 0? + 60? + 60^ + ---)Q. 
我 们 的 问题 就 是 求 C 中 恰好 值 50 美 分 的 项 数 . 

一 个 简单 的 技巧 就 能 很 好 地 解决 这 个 问题 : FATT EH REO, Hz FORO, Hz" 
REO ， 用 三 代替 @9， 而 用 z 字 代替 690， 这 样 每 一 项 都 被 代 替 了 ， 其 中 闻 是 原来 那 一 项 
的 币值 . 例如 ,项 60 @ © © CD ABA serve =z71. 支付 13 美 分 的 四 种 方法 ,就 是 @ (D : 、 
& D'. ©’? 以 及 ,它们 每 一 个 都 简化 为 2 ”， 因 此 ， 在 用 z 替 代 之 后 ，z" 的 系 
数 是 4. 

RP. N, D, Q, 和 C, 是 在 分 别 允 许 用 价值 至 多 为 1!、5、10、25 和 50 美 分 硬币 支付 
n 美 分 的 方法 数 . 由 我 们 的 分 析 得 知 ， 这 些 就 是 在 相应 的 帘 级 数 

P l¢zt7ivist toe, 

N (1 Pi | z | z’ 7 eee ) P, 

D (147104270 4 294 79...) N, 

Q ( 1 z% z9 z^? 7100 E sss ) D, 

C (1 7 7100 | Z150 | 7200 | e) Q. 
中 z" 的 系数. GDR, MTA n SOMA P -1. 稍微 思考 一 下 就 能 证 明 有 N, =[n/5|+1: 要 
用 1 美 分 和 5 美 分 硬币 支付 n 美 分 ， VEROS, MI, Be BA | n/5 | 个 5 美 分 ， 
之 后 就 只 有 一 种 方式 提供 1 美 分 硬币 所 需要 的 个 数 . 于 是 已 和 N, fH, m D... O, FIC, 的 值 
变 得 越 来 越 复杂 . 






























































































































































(D 真实 世界 里 硬币 是 有 限 的 ， 如 果 金 额 太 大 ， 将 不 可 能 用 硬币 兑换 . 
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处 理 这 些 公式 的 一 种 方法 是 ， 要 知道 1+z”"+z”+… 正好 就 是 1/(4-z") ， 从 而 我 们 可 

以 记 
P =1/(1-z), 

N =P/(1-z), 
D=N (1-z"), 
Q =D/(1-2*), 
C =@Q/ (1-2). 

用 分 母 来 乘 ， 就 有 
(1-z)P 
(1-2) N 
(1=2") D =N, 
(1-27) QO =D, 
(1-2°)C =Q. 


现在 我 们 可 以 让 这 些 方程 中 z 的 系数 相等 ， 这 就 得 到 递归 关系 ， 由 它们 可 以 很 快 计算 出 所 
要 的 系数 : 


Pa = Prit+[n = 0], 
Nn = Nn-s + Pas 
D, = Drio t Nn, 
Qn = Quos + Dn, 
C, = Carso t Qne 


例如 , D-(1-27)0 F z" 的 系数 等 于 QO, 一 0, ,; ,故而 必定 有 0, 一 0, ss = D, ,如 断言 的 一 样 . 
例如 ， 我 们 可 以 将 这 些 递归 式 展 开 ， ERO, =D, +D, +D, ,+D +…， 当 下 标 变 
成 负数 时 此 式 终止 . 这 种 非 迭 代 的 形式 很 方便 ， 因 为 每 个 系数 都 只 用 一 次 加 法 计算 ， 如同 在 
帕斯卡 三 角形 中 那样 . 
我 们 用 这 个 递归 式 来 求 Co. 首先 , Co = C, + 0, ,故而 我 们 想 知 道 Qp. T Oo = O,5 + Dey 
且 O,=0,+D,,， 所 以 我 们 又 想 知 道 Do M D. XE D, KRI Dp. Dor Dan Dss Dos 
D, IR Naos Ngo cy NMAX. 这 样 一 来 ， 简 单 的 计算 就 能 确定 所 有 必要 的 系数 





Il 


ll 
a 











n|0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
pq 11 1 1 1 1 1 1 1 1 
N,|1 23 4 5 6 7 8 9 10 1 
D,|1 24 6 9 12 16 25 36 
Q,|1 13 49 
C, |] 1 50 





上 表 中 最 后 的 值 给 出 了 答案 Co: 恰好 有 50 种 方式 留 下 50 美 分 小 费 . 
XT C, 的 封闭 形式 呢 ? 将 这 些 方程 相 乘 在 一 起 就 给 出 紧凑 的 表达 式 





(没有 考虑 用 信用 
HIM) 


pa : : : : (7.11 ) 


l-zi-21-z2"1-251-2""' 
但 是 ， 怎 样 从 这 里 得 到 z^ 的 系数 却 并 不 显然 .所幸 的 是 有 一 种 方法 ， 在 这 一 章 的 后 面 我 们 
将 要 回 到 这 个 问题 . 

如 果 考 虑 这 样 一 个 问题 : 假设 我 们 所 生活 的 国度 铸造 了 每 一 个 正 整 数 钱币 单位 的 硬币 
(0,0,0, ++), 而 不 仅仅 只 有 前 面 那 五 种 允许 的 硬币 , 那么 就 会 出 现 更 为 精巧 的 公式 . 对 
应 的 生成 函数 是 分 式 的 一 个 无 穷 乘 积 

1 
1-20-z»1-2)- ' 


而 当 这 些 因 子 完全 乘 开 之 后 ，z” 的 系数 称 为 p(n) ， 即 n 的 划分 (partition ) 的 个 数 . n 的 一 
个 划分 是 将 n 表示 成 正 整 数 之 和 的 一 个 表示 ， 不 考虑 次 序 . 例如 ，5 有 7 种 不 同 的 划分 ， 即 















































5=4+1=3 


从 而 p(5)=7. (还 有 p(2)=2、p(3)=3 、p(4)=5 以 及 p(6)=11， 从 前 面 这 些 看 起 来 ， 就 
好 像 p(n) 总 是 素数 ， 但 是 p(7) =15 ， 就 破坏 了 这 一 模式 . ) 对 p(n) 没有 封闭 形式 ,但 是 划 
分 的 理论 是 数学 中 一 个 侥 有 趣味 的 分 支 ， 其 中 有 许多 非 同 寻常 的 发 现 . 例如 ， 拉 马 努 金 曾经 
通过 对 生成 函数 做 巧妙 的 变换 , 证 明了 p(5n+4)=0 (mod5) 、p(7n+5)=0 (mod7) 以 及 
p(iln+6)=0 (mod11) ( 见 参考 文献 Andrews[11， 第 10 章 ] ). 


2=3+1+1=2+2+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1 




















7.2 基本 策略 BASIC MANEUVERS 


现在 ， 我 们 来 更 仔细 地 观察 使 得 需 级 数 更 加 强 有 力 的 技术 . 
首先 就 术语 和 记号 说 几 句 .通用 的 生成 函数 有 


G(z) =g +gZ+gZ t= Y gs 
nz 











(7.2) 


的 形式 , 我 们 说 G(z) ( 或 者 简称 为 G ) 是 数列 (g,,g,g,,…) ( 也 称 为 (8,》 ) 的 生成 函数 . G(z) 
中 "的 系数 g, 常 记 为 | z” |G(z) ， 像 5.4 节 中 那样 
(7.12 ) 中 的 和 式 取 遍 所 有 的 n 宇 0, 但 是 我 们 常常 发 现 将 和 式 延 拓 至 取 所 有 整数 更 加 方 
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fü. 直接 令 g ,=g,=…=0 即 可 做 到 这 一 





(£858,777) , 


就 好 像 对 取 负 数 的 n ，g, 不 


点 ， 在 这 种 情形 下 ， 我 们 仍然 可 以 谈论 数列 
曾 存在 一 样 





当 我 们 处 理 生成 函数 时 ， 会 出 现 两 种 “封闭 形式 ”对 G(z) ， 我 们 可 能 会 有 一 个 用 z 表 
示 的 封闭 形式 ,或 者 会 对 g, 有 一 个 用 n 表示 的 封闭 形式 .例如 ， 斐 波 那 契 数 的 生成 函数 就 
有 封闭 形式 z/ (1-z-z*) ， 斐 波 那 契 数 本 身 还 有 封闭 形式 g" -9")/V5 .上 下 文中 会 说 明 指 
的 是 哪 一 种 封闭 形式 . 

现在 还 要 对 看 问题 的 视角 谈 几 句 话 ， 生 成 函数 G(z) 显现 为 两 种 不 同 的 实体 ， 这 依赖 于 
我 们 怎样 去 看 待 它 ， 有 时 候 它 是 一 个 复 变 量 z 的 函数 , 该 函数 满足 微 积分 书 中 所 证 明 过 的 所 
有 标准 性 质 ， 而 有 时 它 只 是 一 个 形式 客 级 数 ， 其 中 z 的 作用 是 一 个 占 位 符号 例如， 在 上 一 
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节 里 的 第 二 种 方法 , 我们 见 过 若干 个 例子 , 在 这 些 例 子 中 z 是 由 某 种 对 象 所 组 成 的 一 个 “和 
式 ” 中 一 个 组 合 对 象 的 某 个 特征 的 替代 物 . 这 样 ，z" 的 系数 就 是 以 那 种 特征 出 现 n 次 的 组 合 
对 象 的 个 数 . 

当 我 们 把 G(z) 视 为 一 个 复 变量 的 函数 时 ， 它 的 收敛 性 就 成 为 一 个 问题 . 我 们 在 第 2 章 里 
说 过 ,无 穷 级 数 > gz CHOSE) 收敛 当 且 仅 当 存 在 一 个 有 界 常数 4 ， 使 得 对 任何 W ， 有 
RAR >,_,_,|g,z"| 永 远 不 会 超过 4 . 这 样 一 来 就 容易 看 出 ,如 果 > 8,z” 对 某 个 值 z= z, 
收敛 ， 那么 它 也 对 所 有 满足 |z|<|zo| 的 z 收敛 ， 此 外 ， 我 们 必定 有 lim, ,|g,z?|=0， 因 此 ， 
按照 第 9 章 的 记 法 ， 如 果 在 z, 处 收敛 ,就 有 g, = ol(h/ ad . MR, WR g, =0(M"), 
则 级 数 > gz 对 所 有 |z|<1/M KS CRORE EBB OE) SEAR SESE. 


nz 


但 是 对 我 们 的 目的 来 说 , 收敛 性 通常 会 转移 我 们 的 注意 力 , 除非 我 们 打算 研究 系数 的 浙 
























































近 性 状 . 我 们 可 以 严格 地 证 明生 成 函数 所 做 的 几乎 每 一 个 运算 都 能 作为 形式 徊 级 数 上 的 运算 
是 合法 的 ， 而 且 这 样 的 运算 即便 在 级 数 不 收 敛 时 也 是 合法 的 ，( 有 关 的 理论 可 以 在 Bell[23]， 
Niven[282] 以 及 Henrici[182， 第 1 章 ] 等 文献 中 找到 . ) 

此 外 ,即使 不 考虑 所 有 告 诚 ,日 未 采用 任何 严格 的 合理 步 又 推导 公式 , 我 们 一 般 也 都 可 
以 采用 推导 的 结果 并 用 归纳 法 予以 证 明 . 例如 , 斐 波 那 契 数 的 生成 函数 仅 当 |z|<17/4 = 0.618 
时 才 收敛， 但 是 我 们 并 不 需要 知道 什么 时 候 证 明了 公式 及 = 多 -分 ] V5. -BRATAN 
这 个 公式 ， 如 果 我 们 不 相信 形式 寡 级 数 的 理论 ， 就 可 以 直接 验证 ， 于 是 ,我 们 在 这 一 章 里 忽 
略 了 收敛 性 问题 ， 与 其 说 它 有 帮助 ， 还 不 如 说 它 是 一 个 障碍 

有 关 看 问题 的 视角 我 们 就 谈 这 么 多 . 接 下 来 要 来 观察 我 们 对 生成 函数 进行 改造 的 主要 工 
具 一 一 相 加 、 平移 、 改 换 变 量 、 微 分 、 积 分 以 及 相 乘 ， 在 下 面 ， 除 非 有 别 的 规定 ,我们 都 假 
BE F(z) 和 G(z) 是 数列 (/,) 和 (g,) 的 生成 函数 ， 我 们 还 假设 ， 对 于 取 负 值 的 x fA g, 的 
值 均 为 零 ， 因 为 这 会 给 我 们 省 去 有 关 求 和 界限 的 争论 . 

RUG, KF AIG 的 常数 倍加 在 一 起 时 : 


&F(z)+ BG(z)= ay fz" +p). g,z" 
- (af, * Bg)". (7.13) 






















































































这 给 出 了 数列 (gf,+ Bg,) 的 生成 函数 . 
平移 一 个 生成 函数 并 不 太 困难 .将 G(z) 向 右 平移 mn 位 ,也 就 是 说 , 要 构造 前 而 有 m 个 0 
的 数列 (0,…,0, g0,g1,…) = (Sy) 的 生成 函数 ， 我 们 直接 用 z" KR: 


z"G(z) - Mg,z"" =} 8, uz. SSmo. (7.14) 














(D 在 美国 购买 床 热 ， 常 会 附着 写 有 “请 勿 去 掉 此 标签 ， 否 则 将 受 法 律 惩 处 ”的 标签 ， 至 于 标签 作 何 用 途 以 及 
为 何不 能 撕 去 标签 ,一般 无 人 知晓 .普通 人 也 不 愿 尝试 这 样 做 ， 以 免 陷入 不 可 预料 之 纠纷 














如 果 物 理学 家 可 以 
时 而 把 光线 看 成 为 
波 ， 时 而 把 光线 看 成 
为 粒子 ,那么 数学 家 
也 能 用 两 种 不 同 的 
方式 看 待 生 成 函数 


即使 我 们 从 弹簧 床 
热 中 去 掉 标签 . 
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这 就 是 在 第 6 章 求 斐 波 那 契 数 的 封闭 形式 时 ， 与 加 法 一 起 为 推导 出 方程 4-z-z2)F(z)=z 而 
用 过 的 运算 (两 次 ) 

将 G(z) 向 左 平移 w 位 ， 也 就 是 说 ， 要 构造 前 面 m 个 元 素 被 删除 的 数列 (8,,g,,， 
Saas’) = (gi,) 的 生成 函数 一 我 们 减 去 前 m 项 ， 然 后 用 z" 来 除 : 








一 一 eee m-l 
G(z) £o zd 8 -12 = b gz"" - ia . ( 7.15 ) 
Z n=m 1 三 0 


(除非 gs =…= g,,, =0， 否 则 我 们 不 能 将 最 后 那个 和 式 扩 大 到 对 所 及 求 和 . ) 
用 常数 倍 代 蔡 z 是 男 一 个 小 技巧 : 
G(ez) 2 V g, (ez = V e'g,z^, (7.16) 


这 就 得 到 了 数列 (e^ g, ) 的 生成 函数 ， 特 殊 情形 c= -1 特别 有 用 |. 
我 们 常常 会 希望 将 一 个 因子 挪 下 来 放 到 系数 里 .借助 微分 ， 我 们 能 做 到 : 


G'(z)2g,*2g,z*3g,z += Y o*Dg,az : (7.17) 


向 右 移 一 位 就 给 出 一 个 有 时 更 为 有 用 的 形式 
zG'(z)- Ding, 2" , (7.18) 




















这 就 是 数列 (ng, 的 生成 函数 ， 重 复 微 分 ,我们 可 以 用 的 任何 想 要 的 多 项 式 乘 g . 
微分 的 逆 运 算 一 一 积分 使 我 们 可 以 用 n 来 除 它 的 项 : 
[Gar = gta elm Tec > : (7.19 ) 
( 注意， 常数 项 是 零 . ) 如 果 我 们 想 要 的 是 (g, /n) 而 不 是 (g, 1n) 的 生成 函数 ， 首 先 应 该 向 
左 移 一 位 ， 在 积分 中 用 (G(D)-g)/ 代 蔡 GCD 
最 后 ， 看 看 怎样 将 生成 函数 相 乘 在 一 起 : 
F(z)G(z)=(fot fzt+fyz gy gztg,z-9-) 
= (fog) t Ug + ASdZ+ Ug, + fig + hee + 


= [Dies | . (7.20) 


如 同 我 们 在 第 5 章 里 注意 到 的 ， 这 给 出 了 数列 (n) 的 生成 函数 ， 即 (f,) RI e, ) 的 卷 积 
(convolution ) 的 生成 函数 .和 式 及 = 9^, fig, , 可 以 写成 有 =》 fg, ， 因 为 当 k<0 时 
f=0 ,而 当 k>n 时 g,,=0. 乘法 / 卷 积 要 比 其 他 的 运算 稍微 复杂 一 点 , 但 它 很 有 用 一 一 
它 是 如 此 有 用 ， 以 致 于 我 们 将 要 用 整个 7.5 节 来 介绍 关于 它 的 例子 . 





























CD 旁 注 的 英文 是 “Ifear d generating function dzs”， 甚 双关 谐音 是 “I fear the generating function disease”. 
8 8 8 8 
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乘法 有 若干 特殊 的 情形 值得 我 们 把 它们 本 身 作 为 运算 加 以 考虑 . 我 们 已 经 看 到 其 中 的 一 
个 : 4F(z)=2" i, 我们 得 到 平移 运算 (7.14 )、 在 那 种 情形 ， 和 式 及 变 成 单独 一 项 g ，，， 
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因为 除了 f, =1 之 外 ， 所 有 的 大 都 是 0， 








当 F(z) 是 熟悉 的 函数 110- 习 =1+ 2422 e 时， 就 会 出 现 男 一 种 有 用 的 情形 ， 此 时 所 
有 的 f. OXER 0 ) 都 是 1， 我 们 就 有 重要 的 公式 
5:59 -XXs«]e-X(Xa) (721) 





用 1/(-z) 来 乘 一 个 生成 函数 ， 就 得 出 了 原来 数列 的 累积 和 式 数 列 的 生成 函数 . 

表 7-1 总 结 了 目前 为 止 我 们 讨论 过 的 运算 .为 了 有 效 地 运用 这 些 运 算 ， 建 立 生 成 函数 的 
一 整套 强 有 力 的 方法 以 备 以 后 使 用 是 很 有 帮助 的 . 表 7-2 列 出 了 最 简单 的 结果 ， 我 们 可 以 以 
那些 结果 为 出 发 点 并 解决 相当 多 问题 . 
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表 7-1 生成 函数 运算 
QF(z)+ BG(z) Mf, + Bg,)2" 
z"G(z) = Y Ernz” ， 整数 m 三 0 
G(Z) — 8) —&2 By iz = Ys z" 整数 m 宇 0 
z" a ntm , 
G(cz) = X e'g," 
G(z) = Yn*Dg,z" 
zG(z) = Ying," 
[ooa = Yl z 
s mno i 
F(26() = > (Due. 小 
n k 
1 
——G() = X(X«) 
l-z n \k<n 


表 7-2 中 的 每 一 个 生成 函数 都 足够 重要 ， 
的 特殊 情形 ， 
忆 起 来 并 不 很 困难 . 


例如 数列 (1,2,3,4,…) ， 它 的 生成 函数 1/ (1- 

















在 表 7-2 的 中 间 位 置 ， 





ARE, EUERE (no [777 


应 该 记 住 .它们 中 有 许多 是 男 外 一 些 生成 函数 


其 中 有 许多 可 以 利用 表 7-1 中 的 基本 运算 从 其 他 公式 中 很 快 推导 出 来 ， 因 而 记 





zy 常常 是 有 用 的 ， 这 个 生成 函数 大 概 出 现 
m 


regata rao (1 Uem 


Jse- 2 时 的 特殊 情形 ， 我们 可 


pos 


提示 : 如 果 该 数列 由 
二 项 式 系 数组 成 ， 那 
么 它 的 生成 函数 通 
常 都 包含 一 个 二 项 
Altz. 


好 的 ,好 的 ,我 已 经 


被 说 服 了 . 
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以 如 同 在 (7.21 ) 中 那样 通过 取 累 积 和 式 ， 即 用 (1-z) 来 除 1/1Q-z)， 从 而 从 41,11,1…) 的 生 
成 函数 将 它 推导 出 来 ,或 者 利用 (7.17 )， 用 微分 法 从 (1,1,1,1,…) 将 它 推导 出 来 . 








表 7-2 简单 的 数列 及 其 生成 函数 





数列 (1,0,1,0,…) 是 另外 一 个 其 生成 函数 可 以 用 多 种 方法 得 出 的 例子 . 在 恒等式 


$z" =1/d-z) PA 








Hz Rz, Wl o AR 


























数 列 生成 函数 封闭 形式 
<1,0,0,0,0,0,…> pee [n 2 0]z 1 
<0,...,0,1,0,0,…> > auno mE z" 

1 
<1,1,1,1,1,1,…> XM a? 
i l-z 
1 
<1,-1,1,-1,1,-1,.…> _ [-l]"z 
NES 2 
<1,0,1,0,1,0,---> Y pw = 
"n —Z 
<1,0,…,0,1,0,…,0,1,0,…> Dm dz z 
—Z 
有 
x1,2,3,4,5,6, 7 (n Dz" TEM 
Yen iu 
<1,2,4,8,16,32,.…> oz 1 
sd 1-2z 
4 
<1,4,6,4,1,0,0,…> Ea y +z)" 
=n 
c\(e C 
Le 5 lee " i 
人 ia G Zu a (+z) 
+1 +2 +n-1 

2 3 n=0 n (l-z) 

<1,¢,c’,c3,...> X cz 1 
TU nz0 l-a 
m+l) (m+2) (m+3 m+n 1 
l, , ; ght " d 
111 1 
057,7, Lye 1 
人 2°3°4 ) Die? is 
Oe i CD, 
oi 23 4 ) Xa — Z In(1+z) 
111 1] 1 
| - & z 
( 276724120 Di e 


得 出 公式 Y 2” =1/4-2) ， 我 们 还 可 以 对 数 

















列 (1,—1,1,-1---) 应 用 累积 求 和 法 ， 此 数列 的 生成 函数 是 1/4+z) ， 由 此 得 到 
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1/(+z)l-z)=1/(l-z’). 还 有 第 三 种 方法 , 它 基于 提取 任何 一 个 给 定数 列 的 标号 为 偶数 的 
项 (g,,0,g;,0,84,0,…) 的 一 般 性 方法 : 如 果 把 G(-z) 加 到 G(+z) 上 ， 就 得 到 





G(z)+G(-z)= Y e, (1+ CD") 2” = 2Y e, p Be" ， 





G(z) CL - Ys . (7.22) 
可 以 类 似 地 提取 标号 为 奇数 的 项 


G(z) E -F gpa, (7.23) 





在 g, =1 和 G(z) =1/ (1-2) 的 特殊 情形 ，(1,0,1,0,…) 的 生成 函数 是 





1 if 1 1 1 
pote) du = 


= 








我 们 来 尝试 对 斐 波 那 契 数 的 生成 函数 使 用 这 一 提取 技巧 . 我 们 知道 
> 2" =z/(l-z-2°), 因此 


1 = 
252 -H : : 


+ 
I-z-z? l+z-z° 
_1 Z 十 2 一 2 一 z 十 2 十 23 本 z 
2 (1-2) -7z 1-32 +24 
这 就 生成 数列 (5,0, F,,0, F,,---) , BOSE E NBO (FF, LEE.) = (0,1,3,8,…) 就 有 简 
单 的 生成 函数 











Yr,” =——. (7.24) 
" 1-3z+z 


7.3 ÆJI SOLVING RECURRENCES 


现在 ， 我 们 集中 关注 生成 函数 的 一 个 最 重要 的 用 途 : 求解 递归 关系 . 

给 定 一 个 满足 某 个 递归 式 的 数列 (g,) ， 我 们 要 对 g, 寻求 一 个 用 表示 的 封闭 形式 ， 通 
过 生成 函数 来 求解 这 个 问题 有 4 步 ， 这 些 步骤 几乎 都 相当 机 械 ， 可 以 在 计算 机 上 编程 实现 . 

(1) 用 这 个 数列 中 的 其 他 元 素 写 出 一 个 表示 g, 的 单个 方程 ， 这 个 方程 应 该 对 所 有 整数 
都 成 立 , 假设 g +g, =…= 0 

(2) 用 z* 乘 该 方程 的 两 边 ， 并 对 所 有 的 4 求 和 ， 左 边 就 给 出 和 式 gz, MEERE 
数 G(z) ， 右 边 的 处 理应 该 使 得 它 变 成 包含 G(z) 的 另外 一 个 表达 式 . 
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(3) 解 所 得 到 的 方程 ， 得 到 G(z) 的 封闭 形式 . 
(4) 将 G(z) RIT EBACE z" 的 系数 ， 这 就 是 g, 的 封闭 形式 . 
这 个 方法 能 成 功 , 是 因为 以 单个 函数 G(z) 表示 出 整个 数列 (g, ) 时, 许多 做 法 都 有 可 能 实现 . 
例 1 ”再 探 斐 波 那 契 数 
我 们 重 做 第 6 章 给 出 的 斐 波 那 契 数 的 推导 .在 那 一 章 里 我 们 学 习 了 一 种 新 的 方法 ， 从 而 
摸索 出 一 条 路 ， 现 在 我 们 可 以 更 系统 地 来 做 .给 出 的 递归 式 是 
g=03 gl; 
28,=8,1+8,;， Nn 之 2. 
我 们 要 根据 上 面 的 4 个 步骤 求 出 g, 的 封闭 形式 . 
第 (1) 步 告诉 我 们 要 把 递归 式 写成 关于 g, 的 “单个 方程 ” 我们 可 以 写成 
0, nzx0; 
g, = l, n=l; 


gt n»l. 

但 这 是 蒙骗 ， 第 (1) 步 实际 上 是 要 给 出 一 个 不 包含 按照 不 同情 况 分 列 的 公式 ， 单 个 方程 

En = 8na F Sn-2 
对 nn 宇 2 有 效 ， 当 nn 三 0 时 它 也 成 立 AARIA g =0 以 及 ga =0 ) 但 是 当 n=1 时 , R 
们 在 左边 得 到 1， 而 在 右边 却 得 到 0. 幸运 的 是 这 个 问题 容易 解决 ， 因 为 可 以 在 右边 加 入 
[n=1]， 这 就 当 n=1 时 增加 了 1， 而 当 nz1 时 不 发 生 改 变 ， 所 以 我 们 就 有 

By = Bai E.» +[n=1], 
这 就 是 第 (1) 步 所 要 的 方程 . 

现在 第 (2) 步 要 求 我 们 将 关于 (g, ) 的 方程 变换 成 关于 G(z) = 》 gz" 的 方程 . 这 项 工作 并 

不 困难 : 


G(z) = gez = eee + fo +》 [7 =1]z’ 










































































= Zez” + Ze,” +z 
=zG(z)+z°G(z)+z. 
在 这 种 情形 ， 第 (3) 步 也 很 简单 ， 我 们 有 
A 
Cia l-z-z2 


得 到 这 个 结果 当然 毫 不 奇怪 . 
第 (4) 步 是 关键 的 一 步 ， 在 第 6 章 里 ， 我 们 靠 突然 闪现 的 灵感 完成 了 这 一 步 ， 现 在 让 我 们 

放 慢 脚 步 ， 以 便 在 遇 到 更 困难 的 问题 时 能 够 安全 通过 第 (4) 步 ， 当 我 们 将 z/(-z-z?) 展开 成 

REBORN, 2" 的 系数 [2"]- 一 一 是 什么 ? 更 一 般 地 ， 如 果 给 定 任何 一 个 有 理 函 数 


2 
—2 
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HF PAO AUIS, 那么 系数 [z”"]R(z) 是 什么 呢 ? 
有 一 类 有 理 函 数 ， 其 系数 特别 适宜 ， 即 


二 
— a 2 "jr (725) 


(1- pz) aom 





( p=1 的 情形 出 现在 表 7-2 中 ,用 oz RE z 并 乘 以 a ,我们 得 到 一 般 的 公式 . ) 一 个 与 (7.25 ) 
相像 的 由 孔 数 组 成 的 有 限 和 式 








S(z)= á — + 22 — +t us — (726) 
(l-az)" (1-45z)* (1- o2)" 
也 有 很 好 的 系数 
m +n m, +n m +n 
zio -«[ ys Jos eal Jer. (727) 
m, m, m, 

我 们 要 证 明 每 个 满足 R(0) # eo 的 有 理 函 数 R) 都 可 以 表示 成 

R(z) = S(z)+T(z), (7.28 ) 





其 中 S(z) 形 如 (7.26 ), 而 7(z) 则 是 一 个 多 项 式 . 于 是 , 对 系数 [z"]R(z) 就 有 一 个 封闭 形式 . 求 
S(z) 和 7(z) 就 等 价 于 求 R(z) 的 “部 分 分 式 展开 式 ”. 

DX. Cz 取 值 1/ 9,,---,1/ 0, WA S(z) Sos. 这 样 一 来 ， 如 果 我 们 希望 成 功 地 将 R(z) 表 
示 成 S(z)+7T(z) 这 种 形式 ， 需 要 求 的 数 o, 就 必定 是 数 w 的 倒数 ， 这 里 O(@)=0.( 记 住 
R(z)=P(z)/O(z), Hp PMO RAS, DOS O(z) 20 P R(z) =~. ) 

(ewe O(z) 形 如 

Q(2-2qy*tquzt-tq,z", 其 中 qo 90H q, #0. 
其 “反射 ”多 项 式 
Q'(z) 2 qz" t qz" t+ dy 
5 Q(z) 有 重要 的 关系 : 
Q'(2-24,4G-0)--(z-9,) © QC) = Go 0-02): - 9,2) - 
Fie, OT 的 根 是 2 的 根 的 倒数 ， 且 反之 亦 然 . 这 样 一 来 ， 通 过 对 反射 多 项 式 O^ (z) HT A 
子 分 解 ， 我 们 就 能 找到 要 寻求 的 数 o, . 
例如 ， 在 斐 波 那 契 数 的 情形 中 ， 我 们 有 
Q(z)-1-z-z^, Q'(z)ez' -z-1. 
0" 的 根 可 以 通过 在 二 次 求 根 公式 (-bp 二 Yb? 一 4ac)/24 "PH (a,b,c) = 0,71, 1) 得 到 ， 我 们 求 


得 它们 是 



















































































打开 书 在 这 一 页 , 会 
给 你 父母 留 下 深刻 


印象 . 
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ó- 和 6 





EN: 
Hm 


iti Q^(z) = (z -óXz -ó) VU Q(z) - (1-02) - dz). 
一 旦 我 们 找到 了 诸 数 p ， 就 能 接 下 去 求 出 甚 部 分 分 式 展开 式 . 如 果 所 有 的 根 都 不 相同 ， 
就 最 简单 不 过 了 ， 所 以 让 我 们 首先 考虑 特殊 情形 ， 我 们 也 许 会 正式 地 陈述 并 证 明 一 般 性 的 


+ FH. 
结果 . 


不 同根 的 有 理 展 开 定理 
WR R(z) = P(z)/O(z) , 其 中 Q(z)= a(0- a2): (0- 0,2) MER Co... 0,) FIA AHI, 又 
如 果 P(z) 是 一 个 次 数 小 于 1 的 多 项 式 ， 那 么 














其 中 a, = TPPU pa) . 
Q (1/ p,) 


WEB]: a, a, 是 所 说 的 常数 如果 RE) = P(z)/ O(z) 等 于 


(7.29 ) 





[z"]R(z) =a, 0) 4+:+ a pr 5 


a, a, 
+-+ ; 
l-Az l- oz 
那么 公式 (7.29) 成 立 ， 而 通过 证 明 当 z 一 1/0, 时 函数 7(z) = R(z)-S(z) 并 非 无 限 ， 就 能 证 
明 R(z)= 5S(z) .因为 这 就 表明 有 理 图 数 7(z) 从 不 为 无 限 ， 因 此 7(z) 必定 是 多 项 式 . 我 们 还 
能 证 明 ， 当 z 一 %w 时 有 7(z) 30, WAM T(z) ENSE. 
Ka, =1/pi， NTE lim, T(z) #00, Hs WEB] lim, ,, (za, )T (z) =0 就 够 了 ， 
AA T(z) dé z 的 有 理 函 数 . 从 而 我 们 和 希望 能 证 明 


S(z)= 











lim(z—@, )R(z) = lim (z -%,)S(2) - 


EAU RSF lim... a,(2-@,)/ (1- 2) --a, |p,» EDN Q0. - p.) -- o, - o). Bo 
jeki(z-a)-9,2) 0. TIBHEHCDSATERI, Ze NOME 








P(z) = P(a,) lim z—0n = Pa) . 
Q(z) ma OZ) O(a) 











lim(z-@) 


这 就 证 明了 定理 . 
回 到 斐 波 那 契 数 的 例子 ， 我 们 有 P(z) =z WR O(z) =1-2-2 -ü-éz)1-éz), ， 故 而 
O(z)=-1-2z, H 


-oPQü/p)  -1 p 


Qüu/p) -1-2/p p*2. 


根据 (729), [z"]R(2) 中 内 WA BORE 6/(94-2) =1/ V5 , Thi o R9 CUL E 97 (9-2) = 
-1/ V5 . 于 是 此 定理 告诉 我 们 ， = (从 -ó")/N5 , TEM (6.123) 中 给 出 的 那样. 

当 O(z) 有 重 根 时 ， 计 算 变 得 更 加 困难 ， 不 过 我 们 可 以 加 强 这 个 定理 的 证 明 来 证 明 下 面 
更 一 般 的 结果 . 
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有 理 生成 函数 的 一 般 展 开 定 理 
如 果 R(z) = P(z)/O(2), HA OZ)=4.(l- az) --0-2027^ , THK (o) 各 不 相 
同 ， 又 如 果 P(z) 是 一 个 次 数 小 于 qd) d, NAUK, MBA 
[2"]R(z)= f+ +f, Brno, (7.30) 
其 中 每 一 个 f) 都 是 一 个 次 数 为 d, -1 且 首 项 系数 为 
a= (P y P(1/ p,)d, 
|. QAP) 
PU/ p,) 
- A - (7.31) 
(d, -D'al Ja (l-p,; Ip) 
的 多 项 式 . 这 可 以 通过 对 max(d,,---,d,) 用 归纳 法 ， 并 利用 以 下 事实 加 以 证 明 : 
a(d -1! _a(d,-))! 
(1-,z)" (1- oz)" 
fe PR, OAT A, PE ADS ERE A- o, z)^ 整除 . 


例 2 带 几 分 随机 性 的 递归 式 
我 们 已 经 见 过 一 些 一 般 性 的 方法 ， 现 在 准备 解决 新 的 问题 .我 们 尝试 求 出 递归 式 






































R(z)- 



































& =& =1; 
g, =Z, +28 +(-D” onc (7.32 ) 
的 封闭 形式 .首先 列表 给 出 小 的 情形 ， 这 总 是 一 个 好 主意 ， 此 递归 式 使 得 我 们 容易 做 到 : 
n 0 1 2 3 4 5 6 7 
(-1y"| 1 -1 1 -1 1 -1 1 E 
gn 1 1 4 5 14 23 52 97 








没有 明显 的 封闭 形式 ， 而 且 这 个 数列 甚至 没有 列 人 Sloane 所 著 的 Handbook rp, d 
而 ， 如 果 我 们 想 要 发 现 它 的 解 ， 就 需要 经 过 那 4 个 步骤 . 
第 (1) 步 容易 ， 因 为 我 们 只 需要 插入 修正 因子 以 修复 当 n <2 时 的 结果 .方程 





En = Ea B 28,5 + (-1)"[n > 0]+[n = 1] 
注意 : z" elc 
对 所 有 整数 都 成 立 ， 现 在 我 们 可 以 执行 第 (2) 步 ; ge 


G(z)= ez" = yee + 2), Z, Z + ` (-1)" z" + £ z” 
n n n 1 三 0 


n=l 


= zG(z)+2z°G(z)+ : 
l+z 


TZ. 








(附带 指出 , 我 们 用 " TUBE T (-D"[n = 0] , 从 而 由 二 项 式 定理 得 到 | 2" =(1+z)". ) 


第 (3) 步 是 初等 代数 ， 它 给 出 
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G(z) = 1+z(1+2z) = l+z+z° E 
(1-z)n-z-2z) (1-2z)(0-4z) 
而 这 要 留 到 第 (4) 步 . 
分 母 中 的 平方 因子 有 一 点 麻烦 ， 因 为 我 们 知道 重 根 要 比 不 同 的 根 更 复杂 ， 而 这 里 有 重 
JR. 我 们 有 两 个 根 p, =2 Fl, = -1 ， 一 般 的 展开 定理 (7.30) 告诉 我 们 ， 对 某 个 常数 c 有 


g, =42"+(a,n+c)(-1)", 


n 











其 中 
_1+1/2+1/4 7 | 1-44) d 


(«1/270 9° 7 1-2/(-1) 30 





1 





( 当 分 母 有 适宜 的 因子 时 ,( 7.31 ) 中 关于 a, 的 第 二 个 公式 比 第 一 个 更 容易 使 用 . 除了 给 出 值 
为 零 的 因子 之 外 ， 我 们 在 R(z) 中 处 处 直接 用 z=1/ pi 代入 ， 并 用 (4 -D! 来 除 ， 这 就 给 出 


n" gt 的 系数 ) 代入 n= 0 ， 晋 下 的 常数 最 好 取 值 为 = ， 于 是 答案 是 














7 1 2 
E nal np. (7.33) 
£ 75 E Jr ) 


检查 =1 An = 2 的 情形 没 坏 处 ， 只 不 过 是 确认 我 们 没有 大 出 问题 ， 或 许 我 们 还 应 该 试 一 斌 
n=3 ， 因 为 这 个 公式 看 起 来 有 点 古怪 ， 它 是 正确 的 ， 没 有 问题 ， 
我 们 可 否 通过 猜测 来 发 现 (7.33) 呢 在 更 多 地 列 出 一 些 数值 之 后 ， 我 们 可 能 发 现 ， 当 


n 很 大 时 有 ga = 28, ， 再 加 上 大 胆 和 运气 ， 我 们 甚至 有 可 能 猪 出 常数 了 了 ， 但 可 以 肯定 的 是 ， 


用 生成 函数 作为 工具 更 加 简单 ， 也 更 可 信赖 . 
例 3 ”相互 递归 数列 
有 时 我 们 有 两 个 或 者 更 多 的 递归 式 , 它们 相互 依赖 . 这样， 我们 就 能 对 它们 两 者 都 求 出 
生成 函数 ， 并 利用 四 步 解法 的 简单 推广 来 求解 它们 . 
例如 , 我 们 回 到 这 一 章 早 些 时 候 探讨 过 的 3xz 和 矩形 的 多 米 诺 覆 盖 问 题 . 如 果 我 们 只 想 知 
道 用 多 米 详 牌 覆盖 一 个 3xz FEI A ETT, ， 而 不 把 这 个 数 分 成 是 垂直 的 多 米 诺 牌 还 是 
水 平 的 多 米 诺 牌 不必 像 以 前 那样 做 得 那么 细致 .我 们 可 以 仅 建立 递归 式 
U,=1, U,=0; W=0, V=1; 
U,-2V,,*U,,. V=U,,+V 


ix H V, 是 用 (3n--])/2 个 多 米 诺 牌 覆盖 去 掉 一 个 角 的 3xn 算 形 的 方法 数 . 与 前 面相 同 ， 如 果 
我 们 考虑 在 矩形 左边 可 能 的 多 米 诺 牌 的 图 形 , 容易 发 现 这 些 递归 式 . 这 里 是 n BU NI (IST U, 
fil V, R48 : 
































n=2. 


n-l 


























n 0 1 2 3 4 5 6 7 
Un 1 0 3 0 11 0 41 0 (7.34 ) 
V, 0 1 0 4 0 15 0 56 





我 们 来 按照 四 步 解 法 求 出 封闭 形式 .首先 (第 (1) 步 )， 对 所 有 的 n 有 








342 














343 








U, = 2V, TU * [n = 0] , V, = U,, +V,- 9 


从 而 (第 (2) 步 ) 
U(z)=2zV(z)+zU(z)+1, V(z)=zU(z)+zV(z). 


现在 (第 (3) 步 ) 我 们 必须 要 求解 有 两 个 未 知 数 的 两 个 方程 , 这 很 容易 ,由 于 第 二 个 方程 给 出 
V(z)=2U(z)/(1-z°) ， 我 们 就 求 得 


2 


l-z 
Uo aa V(z)= (7.35 ) 


1-42? 424° 

















CE (7.10) PRIKAZI U (z) 得 到 过 这 个 公式 ， 不 过 是 用 了 代替 了 守 ， 在 那里 的 推导 中 ， 
n 是 多 米 诺 牌 的 个 数 ， 而 现在 它 则 是 矩形 的 宽度 . ) 

4 BE 1- Az? + 于 是 于 的 函数 ,这 就 使 得 Us = 0 ,万 , =0 ,它们 本 应 如 此 ， 当 我 们 对 分 
母 进行 因子 分 解 时 , 通过 保留 z? 可 以 利用 z? 的 这 个 很 好 的 性 质 : 我 们 不 需要 将 1-4z? ez 
程 代入 四 个 因子 (1L- p,z) 的 乘积 之 中 ， 因 为 形 如 (1L- 0,2) 的 两 个 因子 足以 将 系数 告诉 我 
们 ， 换 句 话 说， 如果 考虑 生成 函数 














1 
W@)= Mot Mz Wiz’ + ( 7.36 ) 


FEA V(z) = zW(z) AKU -Q-zW(z), Ami, =W, RU, =W, -W 研究 更 
简单 的 函数 万 (z) ， 我 们 可 以 节省 些 时 间 和 力气 . 

1-4z+z? 的 因子 是 (z-2-V3) f (z-2443) ， 它 们 可 以 写成 (1-Q+V3)z) 和 
(1-(2-v3)z), 因为 这 个 多 项 式 是 它 自己 的 反射 ， 于 是 事实 表明 ， 我 们 有 





=W, Mo. sy 373 c sy 


Un =W, -W Bar 3B ay 


n 


_ C443)" | Q-43y 
3-43 3443 — 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 关于 3xn 多 米 诺 铺设 方法 数 的 封闭 形式 . 
附带 指出 ， 注 意 第 二 项 总 是 在 0O 和 1 之 间 ， 我 们 就 能 化 简 有 关 UU;, 的 公式 ， 数 UU,, 是 一 个 
整数 ， 所 以 有 


(7.37) 




















U,, = (7.38 ) 





3-45 


事实 上 ,另外 一 项 (2-V3)"71G+V3) 当 n 很 大 时 极 小 , 因为 2- V3 = 0.268 .如 果 我 们 试图 在 
数值 计算 中 使 用 (7.380, 那么 就 需要 对 此 加 以 考虑 . 例如 ， 当 要 计算 (2+V3)071(G3 -V3) 时 ， 
相对 较为 昂贵 的 名 牌 袖 珍 计算 器 会 给 出 413 403.000 5， 九 位 有 效 数 字 是 正确 的 ,但 是 真实 的 


e nzo. 

















我 知道 打滑 的 地 板 
也 是 有 风险 的 . 


现在 我 们 也 在 进行 
压缩 的 推理 . 
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数值 要 比 413 403 略 小 一 点 , 并 非 稍 大 于 这 个 数 . 于 是 取 413 403.000 5 的 顶 会 得 到 错误 的 结果 ， 
正确 的 答案 U,, = 413 403 是 用 舍 入 法 取 离 它 最 近 的 整数 得 到 的 . 顶 可 能 是 有 风险 的 . 

例 4” 换 零钱 的 封闭 形式 

结束 换 零 钱 这 个 问题 时 , 我 们 只 是 计算 了 支付 50 美 分 的 方式 数 . 现在 我 们 尝试 计算 换取 
1 美元 , 或 者 100 万 美元 有 多 少 种 方法 ,同样 仅 允许 用 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 、25 美 分 以 及 50 
美 分 . 

早先 导出 的 生成 函数 是 























gazd 4 | 1 04 


legis 51-z 1-z I=" * 
这 是 z 的 一 个 分 母 次 数 为 91 的 有 理 函 数 . 这 样 一 来 , 我们 就 能 将 分 母 分 解 成 91 个 因子 ,并 对 
n 美 分 换 零 钱 的 方法 数 GC 提供 一 个 有 91 项 的 “封闭 形式 ”但 是 这 样 考 虑 起 来 太 令 人 恐怖 
了 .在 这 样 一 个 特殊 的 情形 下 ， 我 们 难道 就 不 能 比 一 般 方法 所 提供 的 做 得 更 好 一 些 吗 ? 
当 注 意 到 分 母 几乎 是 z) 的 函数 时 ， 我 们 马上 就 会 觉得 有 一 线 希 望 ， 我 们 刚刚 所 用 的 技巧 
是 注意 到 1-4z”+z Ze z^ 的 函数 从 而 对 计算 加 以 简化 , 如 果 我 们 用 (dQ+z+z +z -zü-z) 
来 代替 1/(-3 ， 那 么 这 一 技巧 就 能 应 用 于 C) : 









































l+z+z°’+z +z 1 1 1 1 
C(z)- : Z - : 5 10 25 50 
l-z l-z l-z 1-2 1-z 
=(1+z+2° +z 4+2*)C(z°) j 
x 1 1 1 1 1 
C(z) = 


l-z1l—-z1-2? 1-25 1-2" 


压缩 的 函数 C(z) 的 分 母 的 次 数 只 有 19， 这 要 比 原来 的 分 母 更 容易 处 理 . C(z) 这 个 新 的 表达 
式 顺 带 指 出 有 Cy, = Cpa = Cones = Coney = Coy ig 的 确 ， 回 想起 来 这 一 组 方程 是 显然 的 : 53 美 
分 小 费 与 50 美 分 小 费 的 换 零钱 方法 数 是 相同 的 ， 因 为 1 美 分 硬币 的 个 数 是 事先 就 已 经 确定 的 
( 模 5 ). 

但 是 C(z) 仍然 没有 以 分 母 的 根 为 基础 的 真正 简单 的 封闭 形式 ， 计 算 C(z) 系数 的 最 容易 
方法 可 能 是 认识 到 分 母 的 每 一 个 因子 都 是 1-z" 的 一 个 因子 ， 从而， 我们 可 以 记 


















































CO 其 中 A(z) = 4 + Az ASI. (7.39) 


对 和 欲 知 详情 的 读者 而 言 ，4(z) 的 实际 值 是 
(+2+:+2) +2 ++ zË z) 
=1+2z+4z +62° +9z^ +13z +18z° +242’ 
431z* +392? +45z" +522" +57z° +632" +672" +69z" 


+69z'° +672" +6328 +5729 +522” +452”! +392" +3127 
424774 +182” +132% 4.9277 +6273 +4z” 422% +27). 
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k+4 


最 后 , 由 于 1/(1-z"》 Dal A 


a , 故而 当 n=10g+r 以 及 0 三 r<10 时 , 我 们 可 以 如 
下 来 确定 系数 Č, =[z"]C(z) : 


k+4 
čar = DA 4 Juocercint 7 
j,k 


+4 +3 +2 +1 
- 4, » Jens (*; Jens Jens I (740) 


给 出 10 种 情形 ， 对 x HEME AE. (EE, Sb EI SL, 
是 一 个 非常 好 的 封闭 形式 . 
例如 ， 我 们 可 以 利用 这 个 表达 式 推出 C, = Cu, 的 值 . 此 时 >= 0 且 有 


Co [Des [en e) 
q 4 4 4 4 
j VIS dn 5 4 EE is hey 6 5 4 
nsox ptione ^ |+ 45 时 =50 ， 换 1 美元 的 方法 数 是 (小 (es =292 Til 
换 100 万 美元 的 方法 数 则 是 


2 000 004 2 000 003 2 000 002 2 000 001 
4 +45 4 +52 4 +2 4 


= 66 666 793 333 412 666 685 000 001. 








这 
它 








例 5 ”发散 级 数 
现在 ， 我 们 尝试 对 由 
gy 71; 
g, ENZ, n>0 
定义 的 数 找到 一 个 封闭 形式 ， 在 用 几 纳 秒 ( nanosecond ) 对 此 探究 之 后 , 我 们 意识 到 g 正 是 — 人 们 已 经 在 谈论 飞 
n! ， 实 际 上 ， 第 2 章 里 描述 的 求 和 因子 方法 立即 就 使 人 想到 这 个 答案 但是， 我们 尝试 用 生 。 ZC femtosecond) T. 
成 函数 来 求解 这 个 递归 式 ， 就 是 要 来 看 看 会 发 生 什 么 ，( 一 个 强 有 力 的 技术 应 该 能 解决 这 样 
一 个 容易 的 递归 式 ， 也 能 解决 其 他 我 们 不 能 如 此 轻易 就 猜 出 其 答案 的 递归 式 . ) 
方程 








En = ng, +[n = 0] 
对 所 及 都 成 立 ， 这 就 导出 
G(z) =) g," = Yong, 2" +2". 


n=0 


为 完成 第 2) 步 ， 我们 想 要 用 G(z) 来 表示 Z ng, uz" ， 而 表 7-1 中 的 基本 策略 使 我 们 想到 这 可 
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能 与 导数 Gz) = Y, ng zr 有 关 ， 所 以 ， 我 们 就 转向 那 种 和 式 : 
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G(z)=1+ £ (nt+l)g,2""" 
=1+ » ng,z"- £ Cr 
=1+ 262) + 2G(2) ; 
让 我 们 利用 小 n 的 g, 值 来 检查 这 个 方程 .由 于 





G-lez42z +62 +24z*+---, 
G= 1+4z +1827 +967 十 …， 
我 们 有 
2G = 27° +42 +18z +967 +, 
zG=z +z +2z +6z +247 +, 
l=1. 
这 三 行 加 起 来 等 于 G , 到 目前 为 止 我 们 很 顺利 . 附带 指出 ,我 们 常常 发 现 用 “G ”代替 “G(z)” 
会 很 方便 ， 当 不 改变 z 的 时 候 ， 这 个 多 出 来 的 “(z) ”会 使 公式 变 得 杂乱 . 
接 下 来 是 第 (3) 步 , 它 与 以 前 做 过 的 有 所 不 同 ， 因为 我 们 有 一 个 微分 方程 需要 求解 . 这 是 
“很 快 ” 那 正 是 医生 一 个 我 们 可 以 用 5.6 节 中 的 超 几 何 级 数 技术 处 理 的 微分 方程 ， 那 些 技 术 并 不 太 糟 糕 .( 不 熟悉 
在 给 我 打针 之 前 所 ” 超 几 何 的 读者 不 必 担 忧 一 一 很 快 会 懂 的 . ) 























说 的 话 ， 想 一 想 ， 首先 必须 避免 常数 1， 所 以 我 们 在 两 边 求 导数 : 

“ 超 几 何 ” 听 起 来 很 

像 “皮下 注射 ”. G’=(z2G’+zG+1) =(2zG’+2’G’)+(G+zG’) 
=2°G"+3zG'+G. 


第 5 章 的 理论 告诉 我 们 用 算 子 2 来 改写 它 ， 由 习题 6.13 我 们 知道 

0G -2zG', QG-2zG'vzG'. 
这 样 一 来 ， 我 们 想 要 的 微分 方程 的 形式 就 是 

OG =20°’G+2z20G+2G = 2z(8+1)G. 
根据 (5.109), 满足 g, =1 的 解 就 是 超 几何 级 数 FL;2) . 

第 (3) 步 要 比 我 们 所 期 待 的 更 多 ,但 是 既然 我 们 知道 函数 G 是 什么 ， 第 (4 步 就 容易 了 一 一 
超 几 何 级 数 的 定义 (5.76) 给 出 震级 数 展开 式 : 
1 1 2l 
fiai 


G(z)=F Z 223 = > mlz”. 


nz n! nz 











这 就 证 实 了 我 们 已 知 的 封闭 形式 ， 即 g, = nt. 
注意 ， 这 项 技术 即便 当 G(z) 对 所 有 的 非 零 z 都 发 散 时 也 给 出 正确 的 答案 .数列 n! 增 长 
得 非常 快 , 项 |n!z"| 当 nn 一 ~ 时 趋向 于 ， 除 非 有 z = 0， 这 表明 形式 竹 级 数 可 以 用 代数 的 








D “HEJL” (hypergeometric ) 与 “皮下 注射 ”( hypodermic ) 的 英文 单词 发 音 相 近 . 
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方式 来 处 理 ， 而 不 必 担心 其 收敛 性 . 
例 6 ”完全 返回 的 递归 式 
最 后 ,我们 将 生成 函数 应 用 到 图 论 中 的 一 个 问题 ， 一 个 阶 为 n 的 扇 ( fan ) 是 一 个 以 














{0,1,…,n} 为 顶点 且 有 2n 一 1 条 边 所 定义 的 图 : 顶点 0 与 其 他 nn 个 顶点 中 的 每 一 个 都 连 有 一 条 
边 ， 而 对 1 三 <n ， 顶 点 大 与 顶点 上 +1 连 有 一 条 边 ， 例如 一 个 阶 为 4 的 扇 ， 它 有 5 个 顶点 和 7 
条 边 : 


e 
一 ID ww A 














我 们 感 兴趣 的 问题 是 : 在 这 样 一 个 图 中 有 多 少 棵 生成 树 ? 一 棵 生成 树 (spanning tree) 是 一 




















个 包含 所 有 项 点 的 子 图 , 它 还 包含 足够 多 的 边 以 使 得 这 个 子 图 是 连通 的 , 然而 又 不 包含 太 多 
的 边 以 至 于 出 现 回 路 (cycle ) ”事实 证 明 , 一 个 有 n+1 个 顶点 的 图 的 每 一 棵 生成 树 都 恰好 有 
































n 条 边 ， 如 果 少 于 nn 条 边 ， 这 个 子 图 将 是 不 连通 的 ; 而 多 于 nn 条 边 ， 它 又 会 有 一 条 回路 .图 
论 的 书籍 对 此 有 证 明 . 


在 一 个 阶 为 地 的 扇 中 出 现 的 22 -1 条 边 中 选取 7 sue 


方法 并 不 总 是 能 够 得 到 一 棵 生成 树 . 例如 ， 子 图 


2n-1 


n 


| 种 方法 , 但 是 这 些 选取 的 


有 4 条 边 ,但 它 不 是 一 棵 生成 树 ， 它 有 一 条 回路 从 0 到 4 到 3 再 到 0， 且 在 {1,2} 与 其 他 顶点 之 间 
不 连通 . 我 们 起 要 计算 实际 上 在 | ”| 种 选取 中 有 和 多少 能 够 得 到 生成 树 
让 我 们 看 几 个 小 的 实例 ， 对 =1.2 以 及 3 计算 生成 树 的 个 数 是 极其 容易 的 


FPFF 




















a 
fiel 3 fes 
( 如果 我 们 总 是 将 顶点 0 画 在 左边 , 那么 就 不 需要 标 出 顶点 了 . )n =0 的 情形 又 如 何 呢 ?” 首 先 ， 









































S 有 =1 似 乎 是 合理 的 , 但 是 我 们 要 取 f, = 0, 因为 存在 一 个 阶 为 0 的 肩 ( 它 应 该 有 27m -1= -1 
条 边 ) 是 令 人 怀疑 的 . 

四 步 解 法 告诉 我 们 , 要 寻求 f, 的 对 所 有 都 成 立 的 递归 式 . 通过 观察 最 上 面 的 顶点 ( 顶点 ) 
是 如 何 与 生成 树 的 其 他 项 点 相连 接 的 ， 我 们 就 能 得 到 一 个 递归 式 ， 如果 它 不 与 顶点 0 相连 接 ， 它 
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直到 n-1 这 部 分 ) 的 六 桔 生成 树 中 的 任意 一 棵 都 能 补充 成 为 整个 图 的 一 棵 生成 树 ， 反 之 则 项 
点 1 与 0 相连 接 ， 于 是 存在 某 个 数 k 三 使 得 顶点 n,n 一 1…,k 直接 相连 结 ,但 是 上 与 4-1 之 间 
没有 边 存在 . 这 样 在 0 与 {n -1,…, 丰 之 间 就 不 能 有 任何 的 边 ,否则 就 会 出 现 一 条 回路 ， 于是, 如 
果 大 =1， 则 生成 树 就 被 完全 确定 了 ， 而 如 果 大 > 1 ， 则 产生 {0,1,…,k -全 上 的 生成 树 的 /选取 
方式 中 的 任何 一 种 ， 都 将 得 到 整个 图 的 一 棵 生成 树 ， 例 如 当 n=4 时 这 一 分 析 所 产生 的 结 


Ad hoa hs 


对 nn 三 1 成 立 的 一 般 方程 是 
h=fhathathothstootfAti. 
(最 后 面 的 那个 “1” 看 起 来 就 是 f ， 似 乎 应 该 就 取 f, =1 ， 但 是 我 们 仍然 紧 持 这 里 的 选择 . ) 
稍 做 一 些 改变 就 足以 使 得 该 方程 对 所 有 整数 n 都 成 立 : 
fo fata ft In 0]. (741) 

















这 是 一 个 从 f, , 经 过 所 有 前 面 的 值 “ 完 全 返回 ”的 递归 式 ， 故 而 它 与 我 们 在 这 一 章 里 见 到 的 
其 他 递归 式 不 同 ， 当 我 们 求解 快速 排序 递归 式 (2.12) 时 ， 我 们 用 到 一 个 特殊 的 方法 以 避免 
第 2 章 里 一 个 类 似 的 右边 的 和 式 ， 也 就 是 说 ， 我 们 从 另外 一 个 递归 式 中 减 去 一 个 递归 式 得 到 
Ga A). 这 个 技巧 现在 也 避 开 了 ， 正 如 它 在 求解 (2.12 ) 时 所 达到 的 效果 那样 ,但 是 
我 们 将 会 看 到 生成 函数 允许 我 们 直接 处 理 这 样 的 和 式 .( 这 是 它们 做 的 一 件 好 事 ， 因 为 我 们 
不 久 将 会 看 到 远 为 复杂 的 递归 式 . ) 
第 (1) 步 结束 了 ， 第 (2) 步 我 们 需要 做 一 件 新 事情 : 
F(z)= MEX = Sam t» fz'k « n] [n 20] 

















= zF(z) * >. fuz Vn sj" 和 
k n 一 和 
Z 
l-z 


Z 





=zF(z)+ F(z)Y. z+ 
m>0 








= 2F(z)+ F(z) ——+—_. 
l-z l-z 
H 


这 里 的 关键 技巧 是 将 z" WER z, XP TRERGOCT- — SURISCRSELTI F(z) 表示 ， 正 
如 第 (2) 步 中 所 要 求 的 那样 . 
现在 第 (3) 步 是 简单 的 代数 计算 ， 我 们 求 得 




















F(z)= 





Z 
1-3z+z° 


dell PIC PERI A ABA, RCE Un o BI SEB RREK (7.24). 所 以 , 不 
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经 过 第 (和 0) 步 ， 对 于 扇 的 生成 树 问 题 ， 我 们 已 经 找到 了 一 个 有 点 令 人 惊讶 的 答案 


de = Pas 1 之 0 . 


7.4 特殊 的 生成 函数 SPECIAL GENERATING FUNCTIONS 








(7.42 ) 


如 果 我 们 知道 许多 不 同 需 级 数 的 系数 ,那么 四 步 程序 中 的 第 (4) 步 就 变 得 容易 多 了 . 表 7-2 


中 的 展开 式 是 相当 有 用 的 , 这 个 表 可 以 一 直 扩 充 下 去 ,还 可 能 有 许多 其 他 类 


型 的 封闭 形式 . 因 


此 ,我 们 应 该 用 另外 一 张 表 加 以 补充 表 7-3 列 出 了 在 第 6 章 里 考虑 过 的 “特殊 的 数 ” 对 应 的 






































FEB. 
表 7-3 ”特殊 的 数 的 生成 函数 
1 m+n 
= H,,,—H 
da i = Bon zl a | 
Z g” 
= B 
e-1 2. "nl 
fof Rt 
1- (Fpa + Faz t CD" z E) 
! k 
> m| klz —€ X 
x ki ü-z) n=0 
er Zz = n| a 
@) (2)0 -22)..0 mz) M 
= m 
+1)...(z 4 1 7 
Z z(z+1)...(z+m—1) X. 
niz 
c—Y =m! 
) x 
n |z" 
In = m! — 
-=Z aa 
Zz z 
E ~ zale its | 
2 = »£ 
l-e” 2 m-n 
P ny 2" 
e = m 
z(? n! 
we) 一 n| mz" 
i Eb n! 
1 n] „z 
= w" 
(1-z)" x n! 
]-w n m z" 
eo PM. n! 


(743) 


(7.44) 


(745) 


(7.46) 


(7.47) 


(748) 


(7.49) 


(7.50) 


(7.51) 


(7.52) 


(7.53) 


(7.54) 


(7:55) 


(7.56) 
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表 7-3 是 我 们 所 需要 的 资料 库 . 这 个 表 里 的 恒等式 不 难 证 明 ， 所 以 无 须 加 以 详 述 ， 这 个 
表 主 要 是 在 我 们 遇 到 新 的 问题 时 提供 参考 的 .第 一 个 公式 (7.43 ) 有 一 个 很 好 的 证 明 ， 值 得 
在 这 里 一 提 . 我 们 首先 考虑 恒等式 


1 xtn), 

(1- zy! -X| n } ? 

并 关于 x 对 它 微分 . Fa zy EF em pL aL dx ZA BAM ERIT In (1 (1-2). 而 
在 右边 ， ud 的 分 子 是 (x+n)…(x+1) ， 而 dy/dxz 将 它 分 解 成 项 ， 它 们 的 和 等 价 于 用 











1 1 
deep =H, -H, 
x+n x+1 ! 








Rui [7" J. so CREAM Cras). fe HOU RIE H, = H, UU ROUUS. 
n 


顺便 说 一 句 ， 这 种 对 一 个 复杂 的 乘积 求 微分 的 方法 〈 仍 保留 它 是 一 个 乘积 )， 通 常 要 比 
将 导数 表示 成 和 式 更 好 一 些 . 例如 ,将 























S (erem eee) = (ett eee [e 


的 右边 写成 和 式 就 非常 杂乱 . 
表 7-3 中 的 一 般 恒 等 式 包括 许多 重要 的 特殊 情形 . 例如 , “4m — OE, (7.43 ) 就 简化 成 为 
及 ,的 生成 函数 : 


l nl 


l-z l-z 
这 个 方程 还 可 以 用 其 他 方法 推出 ， 例 如 ， 我 们 可 以 取 In(1/(1-z)) 的 每 级 数 并 用 1-z 来 除 ， 
就 得 到 累积 和 式 . 


HAR (751) 与 (752 ) An ái Up al á VE) "nm 
m-n n m-n n 

时 它们 有 不 确定 的 形式 010， 然 而 ， 利 用 (6.45) 中 的 斯 特 林 多 项 式 ， 有 种 办 法 能 给 它们 
以 适当 的 意义 ， 因 为 我 们 有 


m m-1 
| W 上 (-1)"" n'mo, (n-m) ; (7.58) 
m-n n 
| d (E mem. (7.59) 
m-n n 


于 是 ，( 751 ) m MISERERI READY. e^ 1n Wu 


1 
l-n nj. 
成 是 

















X (7.57) 

















Z 
In(1 + z) 





1 1 
=-) (-z)o,(n-l-21*c2z-—z ++. 
之 yo, (n-) oo a 
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恒等式 (7.53 ) (7.54), (7.55) UR (7.56) 是 二 重生 成 函数 或 者 超级 生成 函数 ， 因 为 
它们 都 有 GOw,z) = D pa Ena" ABS. w 的 系数 是 关于 变量 z 的 生成 函数 ，z" 的 系数 是 
关于 变量 w 的 生成 函数 .恒等式 (7.56 ) 可 以 表达 成 更 为 对 称 的 形式 


"e mnl ny 
m NUS Mi, (7.60 ) 
We = ze” m (m+n+1)! 











7.5 #44 CONVOLUTIONS 


两 个 给 定数 列 (fo. fo) = (5) 和 (go,g1,…)=(g,) 的 卷 积 ( convolution ) 是 数列 我 曾经 一 直 认为 , 盘 
(t fo hte) (Yo fta) RUTESATS DART 2APPOLASEERESL, BOUOERTE nma 
们 的 生成 函数 的 乘积 相对 应 ， 这 个 事实 使 得 许多 和 式 变 得 易于 计算 ， 如果 不 是 卷 积 ， 这 些 和 “所 发 生 的 事情 ，" 
式 是 很 难处 理 的 . 

例 1 ERMER 

我 们 尝试 计算 习 " 瑟 ,的 封闭 形式 、 这 是 ( 忆 ) 与 其 自身 的 卷 积 ， 所 以 这 个 和 式 必定 
EFE 中 的 系数 ， 其 中 忆 (z) 是 ( 忆 ) 的 生成 函数 ， 所 有 我 们 要 做 的 就 是 计算 出 这 个 系数 
iti. 

生成 函数 F (2) Je zzz) , 这 是 多 项 式 的 商 , 而 一 般 的 有 理 函数 的 展开 定理 告诉 我 
们 ， 其 答案 可 以 由 部 分 分 式 表示 得 出 ， 我 们 可 以 用 一 般 的 展开 定理 (7.30 ) 并 苦 干 一 番 ， 或 
者 利用 以 下 事实 


Ey ee S| 
s (s (cs cx] 


2d 1 = : ate : 
5| (1-2) (1-¢2)(1-¢z) (1-62) 












































i ` (n+1)ġ"z" 一 É X E az” + E X (n+ Dó'z" : 
5 n=0 5 n=0 5 1 三 0 


我 们 尝试 用 斐 波 那 契 数 来 表示 封闭 形式 ， 以 替代 用 少 和 乡 表示 答案 .记得 有 %+0=1， 我 们 
就 有 





n An n l l 

9" *ó em 
2-(¢+¢)z _ Bs 
(1-óz) - óz) 1-z-z 





-[7] 


因此 








CD “盘旋 ”和 “ 卷 积 ”对 应 同一 个 英文 单词 convolution. 


为 它 是 如 此 美妙 . 
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F(2)? = DX £D, - FE) ERG 
z0 


nz nz 


于 是 就 得 到 所 寻求 的 答案 


Abn -(n*VF, 


TRE. (7.61) 
k-0 5 





例如 ， 当 n=3 时， 这 个 公式 的 左边 给 出 轧 及 + 及 + 书 + 书局 =0+1+1+0=2， 而 右边 是 
(6F, -4F,)/5=(18-8)/5=2. 

例 2 ”调和 卷 积 

一 种 称 为 “抽样 排序 ”( samplesort ) 的 计算 机 方法 的 有 效 性 依赖 于 和 式 





k\ 1 " 
Tan E b | | , 整数 m,n 之 0 
l 0<k<n\N n-k 


的 值 ， 习 题 558 通 过 一 种 稍 显 艰深 的 双重 归纳 法 ， 并 利用 求 和 因子 得 到 了 这 个 和 式 的 值 ， 如 
果 意 识 到 7 正好 就 是 (eal X23 和 nde] 的 卷 积 中 的 第 项 ， 它 的 计算 就 要 


m m m 

















容易 得 多 .这 两 个 数列 在 表 7-2 中 都 有 简单 的 生成 函数 : 


n z" z" 1 
“三 ; =In . 
z (一 2 2, n l-z 


nz 


于 是 ， 根 据 (7.43) 就 有 


z" 1 TEE 1 
m,n = ml In = = [z ] e ml In = 
(l-z) l-z (l-z) l-z 


=(H,- it, " ) 


实际 上 ， 有 更 多 的 和 式 可 以 归结 为 这 一 类 的 卷 积 ， 因 为 对 所 有 x 和 s 有 
1 1 1 1 1 


In . In : 
(1 M zy" 1 =z (1 E zy" (l = zy"? 1 RT 


& 2" 的 系数 相等 就 给 出 一 般 的 恒等式 


rrkYstn-k r+stnt+l 
> k n 一 天 (H,,, -H,) = n (Fossa =H n) bi ( 7.62 ) 
k 


m 









































这 个 公式 几乎 好 得 让 人 怀疑 其 是 否 真 实 . 但 是 至 少 在 n= 2 时 检验 正确 : 
r+l1l\f(s4+l) 1 r+2)/s+0 1 1 
一 + 十 
| 1 | 1 所 | 2 | 0 E +) 
B 7 十 9 十 3 | 1 " 1 
E 2 r+s+3 rt+s+2) 
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像 s=0 这 样 的 特殊 情形 与 一 般 情形 同样 值得 注意 . 
还 有 更 多 的 东西 .我 们 可 以 利用 卷 积 恒等式 


r+k\(stn—-k r+stn+l 
> (a eared eee 
YE H, BEA, REF H, 与 大 无 关 : 


r+k)\(st+tn-k r+stntl 
>, Hay = (H irni Lo +H,) 2 ( 7.63 ) 
k n-k n 


k 











还 有 更 多 ， 如 果 + 和 s 是非 负 整 数 1 Mm , sunt (^t ee). 用 


stn-k Tm À . ch 
af " ) 然后 就 能 将 k 变 成 k-1， 将 n 变 成 n-m-1， 这 就 得 到 


n- 
2 (kYn—k +1 
3 y. -| Jette ? PAN IL m,nz 0. ( 7.64) 
m 


per l+m+1 

















在 第 2 章 里 ， 即 便 是 这 个 恒等式 当 ! m = 0 的 特殊 情形 也 是 我 们 难以 处 理 的 ! ( 见 (236) ) 
我 们 取得 了 很 大 的 进展 . 

UNES SEES 

如 果 我 们 求 出 (/,) 和 (g,) 的 卷 积 ， 然 后 再 将 此 结果 与 第 三 个 数列 (h,) 求 卷 积 ， 就 得 到 
一 个 数列 ， 它 的 第 项 是 


> Fah; - 


j+k+l=n 














这 个 三 重 卷 积 的 生成 函数 自然 就 是 三 重 乘积 F(z)G(z)H(z) . 用 类 似 的 方式 ,一 个 数列 (g,) 与 
其 自身 的 m 重 卷 积 的 第 n 项 是 

















SiS En > 


ky thy tek, =n 
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而 它 的 生成 函数 则 是 G (z)" . 

我 们 可 以 将 这 些 结果 应 用 到 先前 考虑 过 的 扇 的 生成 树 问题 之 中 (7.3 节 例 6 ) 事实 证 明 ， 
还 有 男 外 一 种 方法 计算 阶 为 n 的 扁 的 生成 树 的 个 数 六 ， 这 种 方法 基于 顶点 {1,2,…,n} 之 间 树 
边 的 构造 : 顶点 大 和 顶点 上 +1 之 间 的 边 有 可 能 被 选取 作为 树 的 组 成 部 分 , 也 有 可 能 不 被 选 到 ， 
选取 这 些 边 的 每 一 种 方法 都 使 得 由 相 邻 顶点 组 成 的 菜 些 块 相连 通 . 例如 n=10 时 ,我 们 或 许 
会 使 11,2} 、{3} 、{4,5,6,7} 以 及 {8,9,10} 连通 : 


























(D 正文 中 提 到 “ 相 邻 顶点 组 成 的 块 "， 是 数学 中 一 种 “具体 的 块 ”( concrete block )， 这 个 英文 词组 的 另 一 含义 
是 “混凝土 砖 ” 


混凝土 砖 ， " 
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$10 
$9 
e8 
.7 
$6 
@5 
e4 
e3 
@2 
0e ei 


通过 向 顶点 0 添加 边 ， 可 以 做 出 多 少 棵 生成 树 ?我 们 需要 将 0 与 那 四 块 中 的 每 一 块 连接 起 
来 . 有 两 种 方法 将 0 与 {1,2} 连接 起 来 ， 有 一 种 方法 将 它 与 {3} 连接 起 来 ， 有 四 种 方法 与 
{4,5,6,7} 连接 ， 有 三 种 方法 与 {8,9,10} 连接 ， 即 总 共有 2x1x4x3 = 24 种 方法 . 对 所 有 可 能 
作成 块 的 方法 求 和 ， 就 给 出 了 生成 树 总 个 数 的 下 述 表 达 式 : 

f= >》 Beet. (7.65 ) 


m>0 kytky te +k, =n 
ky sky sk >0 








Pan, f, =4+3x1+2x2+1x3+2x1x1+1x2x1+1x1x2+1x1x1x1=21. 
这 就 是 数列 (0,1,2,3,…) 的 加重 着 积 之 和 (对 m=1,2,3,… ), BIE C) 的 生成 函数 是 


epu zY UT ERE G(z) 
F(z)-G(z)*G(z) *G(z) + I-G)' 


其 中 G(z) 是 (0,1,2,3,…) 的 生成 函数 ， 也 即 z/(1-z) .因而 我 们 有 




















Z Z 
(1-zy -z 7 1-3z4z2? ' 
这 个 结果 与 前 面相 同 . 这 里 对 (/,) 所 用 的 方法 更 有 对 称 性 , 且 比 我 们 早先 所 用 的 复杂 递归 式 
更 有 了 吸引 力 . 

pa 用 作 卷 积 的 递归 式 

这 个 例子 特别 重要 . 事实 上 , 它 是 说 明生 成 函数 在 求解 递归 式 时 很 有 用 的 “经 典 例子 ”. 

假设 我 们 有 n+1 个 变量 x,x,…,x, ,它们 的 乘积 要 通过 做 次 乘法 来 加 以 计算 . 在 乘积 
XX an 中 有 多 少 种 插入 括号 的 方法 C, ,使 得 乘法 的 次 序 完全 被 指定 ?例如 ， 当 n=2 时 
有 两 种 方法 ，xo a) 和 (x x)-x,. n=3 时 有 五 种 方式 


Xo ( 00 .25)) ， a (C896. ， (Xp 3): 05 733) ， 
(x, Qn x)) 7 [6x es 


从 而 C, 22, C,=5, RILA C, 210 C, 21. 

我 们 用 7.3 节 的 四 步 解法 ， 对 于 这 些 C ， 它 们 的 递归 式 又 是 什么 呢 ? 关键 的 事项 在 于 ， 
当 n>0 时 ,在 所 有 括号 外 面 都 恰好 有 一 个 运算 “.”， 这 就 是 将 每 一 项 维系 在 一 起 的 最 后 的 
FE. 如果 这 个 “.” 出 现在 x 与 x 之 间 , BAC, MOTE x, x, 完全 加 上 括号 ， 且 有 
C，, ,种 方法 把 zx x, 完全 加 上 括号 ， 从 而 


F(z)- 
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C=CC tCC, ++C, Co, n>0. 


n-l n-l 


现在 , 我 们 看 出 这 个 表达 式 是 一 个 卷 积 ， 而 且 知 道 怎样 来 修改 这 个 公式 ， 使 得 它 对 所 有 的 整 
Bln 都 成 立 : 
C, =} COE. (7.66) 








现在 完成 了 第 (1) 步 .第 (2) 步 告诉 我 们 用 z" KAIF A : 
je 
zo. roy 
EN 
= TM . 2C(2) +1. 
ME, DICE 在 生成 函数 的 世界 里 ， 卷 积 变 成 了 乘积 ， 生活 中 充满 了 令 人 惊叹 的 事 . 
第 (3) 步 也 容易 .我 们 用 二 次 求 根 公式 对 C(z) 求解 : 
1 土 VL-4z 
2z 








C(z)= 

















但 是 我 们 应 该 选取 + 还 是 - 呢 ? 这 两 种 选 法 都 得 到 一 个 满足 C(z) = zC(z) +1 的 函数 ,但 是 
其 中 仅 有 一 种 适合 我 们 的 问题 .积极 思考 是 最 好 的 ,我 们 或 许 会 选取 + , 但 是 很 快 就 会 发 现 
这 一 选取 给 出 C(0) 2o ,这 与 事实 矛盾 .( 正确 的 函数 C(z) 应 该 有 C(0) = C, 21. ) 于 是 我 们 

















1 一 4z 





C(z) = 


最 后 是 第 (4) 步 ，[z"]C(z) 等 于 什么 ?二 项 式 定理 告诉 我 们 
uic zey Je 4z) zs A eue 42)! 


利用 ( 5.37 )， 从 而 就 有 


= -1/2 
1-M-4z 25) (42)! 
^ 2: Stk eH 


-1/2)(-4zy' 2n) z” 
-Z| n je > rat 
ES 
n+l 

在 第 5 章 里 我 们 就 预料 到 这 个 结果 ， 那 时 候 我 们 引入 了 卡 塔 兰 数组 成 的 数列 
(11,2,5,14,--)=(C,)- 这 个 数列 出 现在 许多 个 起 初 看 起 来 毫 不 相干 的 问题 中 “ ,因为 许多 情 
形 都 会 出 现 与 卷 积 递 归 式 (7.66 ) 相对 应 的 递 推 的 结 











n 


加 括号 的 方法 数 C 就 是 "i 








作者 的 玩笑 话 


故而 用 作 卷 积 的 递 
归 式 将 我 们 引导 到 
经 常 循环 的 卷 积 . 
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例如 ， 让 我 们 考虑 下 面 的 问题 : 有 多 少 个 由 +1 和 -1 组 成 的 数列 (a,a,,…,a;,) 有 性 质 
Qj tà,t:ta,,-0, 
且 它们 所 有 的 部 分 和 


Q,0, t d,, d +a, tit à, 


都 是 非 负 的 ? +1 必须 出 现 n 次 ，-1 也 必须 出 现 n 次 . 通过 将 它 的 部 分 和 数列 s, = > a 描 
绘 成 的 函数 ， 我 们 可 以 将 这 个 问题 用 图 形 予 以 表示 : n=3 的 五 个 解 是 


VO OO 


这 些 解 是 宽度 为 27 的 “山脉 ”, 它们 可 以 用 形 如 以 及 \\ 的 直线 段 画 出 . 事实 表明 恰好 有 C, 
种 方式 做 这 件 事 , 且 这 些 数 列 可 以 通过 以 下 方式 与 括号 问题 联系 起 来 : 对 整个 公式 增加 一 对 
额外 的 括号 , 使 得 恰好 有 nn 对 括号 与 4 次 乘法 相对 应 . 现在 用 +1 代替 每 一 个 “.”, 而 用 -1 代 
蔡 每 一 个 “”， 并 将 其 他 的 一 切 都 消除 掉 ， 例 如， 根据 这 一 规则 ,公式 x (05 2) Q5 +4) 
3552805] (+1, 1, 71,1, 1, 71, 71, 1) EI T ER. SE o ox xs ax DRS ELI SC E TR 
指出 的 n=3 的 五 座 山 脉 相对 应 . 

此 外 ,只 要 对 数列 计数 问题 稍 做 改 述 ， 就 能 给 出 简单 得 令 人 惊奇 的 组 合 解 ， 它 避免 了 用 
生成 函数 : 有 多 少 个 由 +1 和 -1 组 成 的 数列 (wo,w,a，…a ) 具有 性 质 









































a,+a,+a,+-+a,,=1, 
此 时 要 求 所 有 的 部 分 和 
dy; Ag +a, ao ta HS oh ty Ay PS E, 
都 是 正 数 ? 显然 这 些 正 是 上 一 个 问题 中 的 数列 ， 只 是 在 前 面 多 加 了 一 个 元 素 m =+1. 新 问 


题 中 的 数列 可 以 用 简单 的 计数 方法 计数 , 它 要 用 到 1959 年 由 GeorgeRaneyb0 发 现 的 一 个 了 不 
起 的 事实 : 如 果 (x,x,,…,x, ) 是 任何 一 个 其 和 为 +1 的 整数 数列 ， 那 么 它 的 循环 移 位 








(Gi) ， DES 2o edes (CA 
中 恰好 有 一 个 满足 所 有 的 部 分 和 都 是 正 数 .例如 数列 (3,-5,2,-2,3,0) ， 它 的 循环 移 位 是 
(3,-5,2,-2,3,0) — (-2,3,0,3,-5,2) 
(-5,2,-2,3,0,3)  (3,0,3,-5,2,-2) V 
(2,-2,3,0,3,-5) — (0,3,-5,2,-2,3) 
其 中 仅 有 一 个 经 检查 全 部 是 正 的 部 分 和 | 
Raney 引 理 可 以 用 简单 的 几何 方法 来 证 明 . 我们 将 此 数列 周期 性 地 延 拓 下 去 得 到 一 个 无 
穷 数 列 
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(M LUE MEM UN re Pe , 





PEMA k > 038015 wx ox. 如果 我 们 现在 将 部 分 和 % = ox, dox, 描绘 成 为 n 的 函 
Mw, PAs, 的 图 就 有 “平均 斜率 ”1/m ， 因 为 5,,,=s,+1. 例如 ， 与 数列 
(3, 一 5,2, 一 2,3,0,3, 一 5,2,…) 对 应 的 图 形 的 开始 部 分 是 : 




















整个 图 形 包 含 在 两 条 斜率 为 1/m 的 直线 之 间 ， 在 此 图 中 m=6. 一 般 来 说 ,这些 边界 线 在 m 。 啊 , 如 果 股票 价格 只 
个 点 组 成 的 每 一 个 周期 里 恰好 与 图 相 切 一 次 ， 因 为 斜率 为 1/m 的 直线 在 每 m 个 单位 长 里 与 能 像 这 样 不 BE 
坐标 为 整数 的 点 仅仅 接触 一 次 . 唯一 的 较 低 交点 是 该 周期 中 仅 有 的 具有 如 下 性 质 的 位 置 : 从 
这 个 位 置 开 始 , 所 有 的 部 分 和 都 将 是 正 数 , 因为 该 曲线 上 每 一 个 其 他 点 在 m 个 单位 之 内 都 有 
一 个 交点 在 其 右边 . 
运用 Raney 引 理 ， 我 们 容易 对 由 +1 和 -1 组 成 的 其 部 分 和 全 为 正 数 且 总 和 为 +1 的 数列 “(计算 机 科学 家 们 


eee 2nt+1) 人。 ] 请 注意 : 当 要 计算 一 
(aga) FTF 有 | J so, tea iik, et LI, Raney pone 
n 




















A nl 个 因子 的 
乘积 时 ， 这 个 问题 中 


引 理 告 诉 我 们 ， 这 些 数列 中 恰恰 有 1/ (2n +D) 个 有 全 为 正 的 部 分 和 . (将 所 有 N=] 个 Kd p lode 
这 样 的 数列 以 及 它们 所 有 的 2m +1 MRS RP NX Qn D PER. HH, BE 
个 解 ， 在 每 一 列 中 ， 每 个 解 恰好 出 现 一 次 ， 于 是 在 该 阵列 中 恰好 有 Qn e D 个 不 同 的 解 ， 小 +1, dio 


每 个 解 都 出 现 22+1 次 . ) 具有 正 的 部 分 和 的 数列 的 总 个 数 是 都 将 它 -1. ) 


Wa 1 网 1 
= =. 
n 2n+1 n jn+l 
(55 带 妈 重 卷 积 的 递归 式 
通过 观察 由 +1 和 (1-m) 组 成 的 其 部 分 和 全 为 正 数 且 其 总 和 为 1 的 数列 (a,,…,a,, 》, 我 们 


可 以 将 刚刚 考虑 过 的 问题 加 以 推广 . 这样 的 数列 可 以 称 为 m-Raney 数 列 ， wm A- m) H k 
K, 而 +1 出 现 mn+1--k X, RIRE 























k(l-m)+(mn+1-k)=1, 


an eae: A 7 nt am) 出 现 4 次 ,而 村 出 现 mn+1-n 次 ，Raney 引 理 千 
n 


(计算 机 科学 家 们 
请 注意 : 栈 解 释 现 在 
是 对 一 个 m- 进位 的 
运算 适用 , 而 不 是 对 
早先 考虑 过 的 二 进 
制 乘法 运算 适用 . ) 
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诉 我 们 ， 所 有 部 分 和 缘 为 正 数 的 数列 的 个 数 恰 为 
t l (7) IN (7.67) 
n jmn-«l n })(m-\)n+1 


























所 以 这 就 是 m- Raney 数 列 的 个 数 . 我们 称 这 是 一 个 富 斯 - 卡 塔 兰 (Fuss-Catalan ) 数 CW， 
为 数列 (ct?) fe 是 首先 由 N. L 富 斯 于 1791 年 研究 的 〈 在 卡 塔 兰 参与 此 项 研究 之 前 许多 
年 ) REF SBR C, = Ep. 

既然 我 们 已 经 知道 了 答案 (7.67 ), 那 就 来 参与 Jeopardy 并 解决 一 个 导出 它 的 问题 吧 . 在 
m=2 的 情形 ， 问 题 是 这 样 的 :“ 什 么 数 C, 满足 递归 式 C, = 9 ,CC t=]? ”我 们 将 
尝试 在 一 般 情形 下 找寻 一 个 类 似 的 问题 〈 类 似 的 递归 式 ) 

长 度 为 1 的 平凡 数列 (+1) 显然 是 一 个 天 -Raney 数 列 . 如 果 将 数 (1-m) WEE m MEA 
m- Raney 数 列 的 数列 之 右边 ,我们 就 得 到 一 个 新 的 m- Raney 数 列 ,在 它 的 部 分 和 增加 到 +2 , 
然后 是 +3,…,+m 以 及 +1 时 , 其 部 分 和 一 直 保 持 是 正 数 . 反 过 来 , 我 们 可 以 证 明 , 如 果 n>0， 
那么 所 有 的 m- Raney 数 列 (a,,…,a,,) 都 以 此 种 方式 唯一 地 出 现 : 最 后 一 项 ww 必定 是 
(l-m). X$1<j<mn, WAM s, =at ta EM, Hos =m, Hs, ca, =1. 设 
k Æ< m 且 使 得 % = 1 成 立 的 最 大 指标 ， 设 态 是 使 得 % = _2 成 立 的 最 大 指标 ， 如 此 等 等 ， 从 
而 对 <k imn URIS jm ms, =j Us, > .由 此 推出 ,= mn ， 而 且 可 以 毫 无 困难 
地 验证 ， 子 数列 (ay. 74, 4) ; (a, 7, i) ; sa ors a) 中 的 每 一 个 都 是 m- Raney 数 
列 . xp Xue dE fa Bg E nun, sun, , YEA kam +l, k-k =m,+1, =, 

























































































k, Skai z mn, +1 x 
这 样 一 来 ， io n — 就 是 下 面 两 个 有 趣 问题 的 答案 :“ 对 所 有 的 整数 n ， 由 递 
n n 
归 式 
p -| > ae? eje - 0] (7.68 ) 
定义 的 数 CO 等 于 什么 ?” ” WR G(z) 是 一 个 满足 
G(z) = zG(z)" +1 (7.69 ) 


WRAL, WBA [I 1GCG) 等 于 什么 ? ” 
注意 ， 这 些 问 题 并 不 容易 . 通常 在 卡 塔 兰 数 的 情形 ( m =2 )， 我 们 用 二 次 求 根 公式 和 
二 项 式 定理 对 G(z) 以 及 它 的 系数 解 出 了 (7.69); 但 当天 =3 时 , 标准 的 技术 手段 对 于 如 何 求 


























O Jeopardy 是 美国 全 国 广播 公司 主办 的 一 个 家 喻 户 晓 且 极 受 欢迎 的 智力 问答 节目 ,收视 率 非常 高 ， 自 2006 年 开 
始 在 专门 的 网 站 www.jeopardy.com 上 开发 了 同名 的 网 上 智力 问答 节目 . IBM Asst EOD 
( DeepQA ) 并 于 1997 年 成 功 挑 战国 际 象棋 大 师 卡 斯 帕 洛 夫 之 后 ， 又 于 2009 年 开发 了 有 自然 语言 能 力 的 超级 
计算 机 华 生 ( Watson), 计划 让 它 参加 Jeopardy 这 档 电 视 节 目 ， 再 次 向 人 类 的 智力 发 起 新 的 挑战 2011 年 2 月 
14 日 ， 超 级 计算 机 华 生 与 两 位 人 类 超级 选手 Ken Jennings! X Brad Rutter 第 一 次 在 Jeopardy 大 赛 中 打 成 平手 ; 
而 在 2 月 16-17 日 的 比赛 中 ， 华 生 则 以 远 远 高 于 这 两 位 人 类 选手 的 得 分 赢得 比赛 . 
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解 三 次 方程 G=zG +1 没 有 给 出 任何 线索 . 所 以 , 在 问 这 个 问题 之 前 就 把 这 个 问题 转 成 更 容 
易 回 答 的 形式 了 . 

然而 , 我 们 现在 已 经 能 够 提出 更 加 困难 的 问题 并 推导 它们 的 答案 了 . 关于 下 面 这 个 问题 
又 如 何 呢 :“ 如 果 7 是 一 个 正 整 数 ， 且 G(z) 是 由 (7.69 ) 定义 的 究 级 数 ， 那 么 [z”"]G(z) 等 于 
什么 ? ”我 们 刚刚 给 出 的 论证 方法 可 以 用 来 证 明 [z"]G(z) 是 长 度 为 mn+1 且 具有 如 下 三 个 性 
质 的 数列 的 个 数 : 

。 其 中 每 个 元 素 或 者 是 +1 ,或 者 是 (1-m); 

。 其 部 分 和 全 都 是 正 数 ; 

。 全 部 的 和 等 于 17. 
因为 将 这 1 个 有 m-Raney 性 质 的 数列 放 在 一 起 ， 我 们 就 能 以 唯一 的 方式 得 到 所 有 这 样 的 数 
列 ， 从 而 这 样 做 的 方法 数 就 是 

2, Gor ec =[2"]G(2). 

Raney 证 明了 他 的 引 理 的 一 个 推广 ， 此 结果 告诉 我 们 怎样 来 对 这 样 的 数列 计数 : 如 果 
(5,25, 7, x, 是 满足 对 所 有 j 淖 有 Xx, 三 1 的 任意 一 个 整数 数列 ， 且 + 十 …+X =1>0, 
那么 循环 移 位 













































































i ee 4 aa) 
中 恰好 有 1 个 有 全 部 为 正 的 部 分 和 . 

我 们 可 以 用 数列 (—2,1,71,0,1,1, 21, 1,1,1) 来 检验 这 个 命题 ， 它 的 循环 移 位 是 
(-2,1,-1,0,1,1,—1,1,1,1)  (1,-1,1,1,1,—-2,1,—1,0,1) 
(1,-1,0,1,,-111,1,-2)  (-1,1,1,1,-2,1,-1,0,11) 

( 
( 








(-LOLL-LLLL-21)  (1,1,1,-2,1,—1,0,1,1,—1) V 
((LL-LLLL-2,L-1)  (1,1,-2,1,-1,0,1,1,-11) 
(LL-L111,-2,1,-10)N (1,-2,1,-1,0,1,1,-1,1,1) 


仅 有 两 个 标 有 “\” 的 例子 有 全 部 为 正 的 部 分 和 .， 这 个 推广 的 引 理 在 习题 13 里 给 出 证 明 . 
一 个 由 +1l1 和 (1-m) 组 成 的 长 度 为 mn+/ 且 总 和 为 1 的 数列 中 ，(1-m) 必定 恰好 出 现 n 


次 推广 的 引 理 告诉 我 们 ， 在 这 | ”| 个 数列 中 的 7/ (om+ 放 有 全 部 为 正 的 部分 和 ， 因 此， 
这 个 难题 有 一 个 出 人 意外 简单 的 答案 : 对 所 有 整数 1> 0 都 有 


Eco (7.70) 


n mnl. 











记得 第 5$ 章 内 容 的 读者 可 能 会 产生 记忆 错觉 :“ 那 个 公式 看 起 来 很 眼熟 , 我 们 以 前 见 过 它 
nj? ”是 的 ， 的 确 见 过 ， 兰 伯 特 方程 (5.60 ) 说 的 是 
ins Gy = ("| r 


n nr. 
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Fie, (7.69) 中 的 生成 函数 G(z) 实际 上 必定 就 是 广义 二 项 级 数 多, (z) ， 十 分 肯定 的 是 ， 方 
FE (5.59) 是 说 
Bz)" - B,(z)" =z, 
这 与 
B (z)-1=2z8,(z)” 
是 一 样 的 . 
既然 我 们 已 经 知道 了 处 理 的 是 广义 二 项 式 , 那么 就 转 用 第 5 章 的 记号 吧 . 第 5 章 提 到 过 一 
批 恒等式 但 未 加 证 明 . 我 们 现在 就 可 以 填补 部 分 漏洞 ， 证 明 由 


B (2) = x" [| z" 


n jtn+l 


























所 定义 的 宕 级 数 多 (2) 有 惊人 的 性 质 ， 只 要 1 和 是正 整数 ， 就 有 
aor=zZ z 


" n intr. 





我 们 能 把 这 些 结果 推广 到 取 任 意 值 的 :和 > 吗 ? 当然 可 以 ， 因为 系数 | 2 x 
于 t 和 > 的 多 项 式 . 由 
By 2,50 LY (rin y _ y r" y 0-50) | 





n ! nz0 n! mz m 


21 








所 定义 的 CR RUSO RU e 的 多 项 式 ， 而 且 那 些 多 项 式 对 无 穷 多 个 ! RC 
= JA ， 所 以 这 两 个 多 项 式 数列 必定 完全 相等 . 
nvr 


第 5 章 还 提 到 了 广义 指数 级 数 


intl)" , 
sorer, 
nz . 





TE (5.60) 中 它 被 认为 同样 令 人 瞩目 的 性 质 : 


[Jeer «ren cm 


n! 
我 们 能 将 它 作 为 关于 多 (z) 的 公式 的 极限 情形 加 以 证 明 ， 因 为 不 难 证 明 有 
EEY =lim B,(z/ x)". 
7.6 ”指数 生成 函数 EXPONENTIAL GENERATING FUNCTIONS 


有 时 候 ， 数 列 (g, ) 会 有 一 个 性 质 相 当 复 杂 的 生成 函数 ， 而 与 之 相关 的 数列 (g, /zy 却 有 
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一 个 相当 简单 的 生成 函数 . 在 这 样 的 情形 下 , 我 们 自然 更 愿意 研究 (er, / n?) ,然后 在 最 后 用 n! 
相 乘 即 可 .这 种 技巧 常常 极为 有 效 ， 所 以 我 们 给 它 一 个 特殊 的 名 字 : 我 们 把 寡 级 数 


G(z)= Ya, — (222) 


称 为 数列 (g,,g1, 8g,,…) 的 指数 生成 函数 ( exponential generating function ) 或 者 简称 为 egf 之 
所 以 这 样 命名 ， 是 因为 指数 函数 e 是 数列 (1,1,1,…) 的 egf 



































表 7-3 中 有 许多 生成 函数 实际 上 就 是 egf 例如 ,方程 (7.50 ) Jedi, (m 1 ] mue 

















列 MINI D 的 指数 生成 函数 ， 这 个 数列 的 通常 的 生成 函数 要 远 为 复杂 (而且 还 是 


发 散 的 ) 
各 数 生成 函数 有 它们 自己 的 一 套 基本 运算 , 这 与 我 们 在 7.2 节 中 所 学 习 的 运算 相 类 似 . 例 
如 ， 如 果 用 z 来 乘 (g,) 的 egf， 我 们 就 得 到 


g" z" 


T = 280. 1 =n ng, is 


9: (n-)! A 
这 就 是 (0, En = (ng, i) 的 egf. 
对 (g0, 81,82 É 的 egf 关 于 z 求 导 就 给 出 


Ying, Z = Dae, 


T i (7.73) 
= n! (n -1)! la. n! 


这 就 是 (g,g,,…) 的 egf， 于 是 ,在 指数 生成 函数 上 的 微分 与 在 通常 的 生成 函数 上 的 左 移 位 运 
算 (G(z)- go)/z 相 对应.( 当 我 们 研究 超 几 何 级 数 (5.106 ) 时 ， 曾 经 用 过 指数 生成 函数 的 这 
一 左 移 位 性 质 . ) 指数 生成 函数 的 积分 给 出 
f? g" z" 
J, 28 37 2.8. mem zi (7.74) 


nzl 























这 是 一 个 向 右 移 位 ， 它 是 (0,gu gs) 的 指数 生成 函数 . 

与 通常 的 生成 函数 进行 运算 一 样 ， 对 指数 生成 函数 进行 的 最 有 趣 的 运算 是 乘法 ， 如果 
F(z) I G(z) J& (f,) All (g,,) HGR BAL PR, ABA F(z)G(z) = A(z) 就 是 数列 (h,) 的 指数 生 
成 函数 ， 这 个 数列 称 为 (f,) 和 (8g, ) 的 二 项 卷 积 (binomial convolution ): 


h,= 下 ies (7.75) 
































二 项 式 系数 出 现在 这 里 ， p(y |= mi enh)! 从 而 


h, = - Sk Sn-k 
n! fk! (n-k)! 





我 们 得 到 乐趣 了 吗 ? 
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Maz, (h,/n!) J&(f, nl) fli(g, /nl) 的 通常 卷 积 . 
二 项 卷 积 在 应 用 中 频繁 出 现 . 例如 ,我们 在 (6.79 ) 中 用 隐 含 的 递归 式 

















$C js =[m=0], PH mco 


AE X. SABA. WRH n ACE m 12 PEEL B, NEVE B9 9823 : 


j-0 











eee 所 有 nn 宇 0， (7.76 ) 
我 们 就 可 以 将 其 改写 成 一 个 二 项 卷 积 . 通过 引入 伯 努 利 数 的 指数 生成 函数 ， 即 
8(z)=》_,B,z"/n!， 我 们 可 以 把 递归 式 (7.76 ) 与 震级 数 联系 起 来 如 同 第 6 章 里 所 承诺 
的 ) (7.76) 的 左边 是 (B,) 与 常数 数列 (1,1,1,…) 的 二 项 卷 积 ， 从 而 左边 的 指数 生成 函数 是 
有 (z)e: ， 右 边 的 指数 生成 函数 是 纪 _ (B,t+[n=1])2"/nl= BB(z)+z， 这 样 一 来 我 们 必定 有 
B(z) e z/(e^ -1) ， 这 就 证 明了 方程 ( 6.81 )， 它 就 是 表 7-3 中 的 方程 (7.44 ). 
现在 我 们 再 次 来 审视 本 书 里 频繁 出 现 的 一 个 和 式 
S, (n) 20" +1" £2" e (n-1" = Yk”. 


Oxk«n 
































这 一 次 我 们 要 用 生成 函数 来 分 析 问 题 , 希望 它 会 突然 变 得 更 加 简单 . 我 们 将 把 n 看 成 是 固定 
的 ， 而 把 m EREZZE, BORER TAY H ME Y fuU 
S(z) =S,(n)+ S (n)z +S, (n)? += ` S, (n)z” 


mz 


WAR. Felt VALI (1k, ---) 的 生成 函数 是 


















































1 m m 
l-kz 2. ms 


mz 





从 而 通过 交换 求 和 次 序 得 到 


Saas >》 k= > 


mz 0<k<n 0<k<n 1-kz 


我 们 可 以 将 这 个 和 式 表示 成 封闭 形式 








1 1 1 1 
S(z) = + + 十 一 一 一 一 一 
e H= z!-1 a] 
1 
-—(H . em , (7.77) 
m A z 


但 是 我 们 不 知道 这 样 一 个 封闭 形式 怎样 展开 成 z A. 
指数 生成 函数 来 救 场 了 ， 我 们 的 数列 (S, (0), S, (0),8, (1), ---) 的 指数 生成 函数 是 











S(z,n) = S (m+ $0) $0) t= Ys. 
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为 了 得 到 这 些 系数 5, (n) ， 我 们 可 以 利用 (1 态 尼 >) 的 指数 生成 函数 ， 即 











faye 
z0 m! 
而 我 们 有 
S(z, n)= 之 三 P : 
后 面 这 个 和 式 是 一 个 几何 级 数 ， 故 而 有 封闭 形式 
sen - 51 (7.78) 
e 一 1 











找到 了 ! 我 们 需要 做 的 一 切 就 是 计算 出 这 个 较为 简单 的 函数 的 系数 , 由 此 我 们 将 知道 8, (n) ， 
因为 8 (n) = m [z" ]$(z,n) . 
这 里 就 是 伯 努 利 数 一 显 身手 之 处 ， 我 们 刚刚 注意 到 ， 伯 努 利 数 的 指数 生成 函数 是 




















大 
^ Z Z 
B(z-5B,—- , 
@) 2 Ekl e-l 
故而 可 以 记 
$e. = Be) 
Z 
z z zi z? zi z 
-| 
0! 1! 2! 1! 2! 3! 
和 式 S, (n) 等 于 ml! 乘 以 这 个 乘积 中 2” 的 系数 . 例如 ， 
n 
S, (n) -oa =| =n; 
n n 1, 1 
TE) a i 


2 


3 
CRO ie ee a mr Bea 
310! '2Uu! "1m! 3 2 6 


























这 样 一 来 ， 我 们 就 又 一 次 推导 出 公式 8:0) = 40-2 Jen. 而 且 这 是 所 有 推导 中 最 


简单 的 方法 : 仅 用 几 行 文字 就 对 所 有 的 m 求 得 5, (n) 的 一 般 性 状 . 
一 般 的 公式 可 以 写成 


S,,(n) = —(B, (n)- B, (0)) . (7.79) 














其 中 B, (x) 是 由 


BG) = a a (7.80) 
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所 定义 的 伯 努 利多 项 式 . 这 里 给 出 理由 : 伯 努 利多 项 式 是 数列 (B,,B,B,,…) 与 (1,xx,…) 的 
二 项 卷 积 ， 从 而 (By (x), B(x),B,(x),…) 的 指数 生成 函数 是 它们 的 指数 生成 函数 的 乘积 : 

















m 


和 z” Z Z ze” 
B(z,x)= > B,(x = x" — = : (7.81) 
(2,2) 之 ( T Fae m! e-l 








这 就 得 到 方程 (7.79 )， 因 为 根据 (7.78), (0,5, (0,2, (0),---) 的 指数 生成 函数 是 


= B(z,n)— B(z,0). 
e 一 | 





现在 我 们 转 到 另 一 个 问题 ， 指 数 生 成 函数 正 是 此 问题 所 需要 的 工具 : 在 一 个 有 nn 个 顶点 
们 ,2,…,n} 的 完全 图 (complete graph ) 中 有 多 少 棵 生成 树 ? 我 们 把 这 个 数 记 为 t, .完全 图 有 





5-1) 条 边 ， 每 一 条 边 连 接 一 对 不 同 的 顶点 ， 所 以 从 本 质 上 说 ,我们 是 要 寻求 用 -1 条 
线 连接 件 给 定 物体 的 方法 数 . 
RIITA L =t,=1. 还 有 t=3 ， 因 为 有 三 个 顶点 的 完全 图 是 一 个 阶 为 2 的 扇 ， 我 们 知道 


f,-3. 而 当 n=4 时 有 16 棵 生成 树 : 


Noses. du NaN 
LE ESSE Weg E (782) 


从 而 t=16. 

从 扇 的 类 似 问题 得 到 的 经 验 启发 了 我 们 , 解决 这 个 问题 的 最 好 方法 是 挑选 一 个 顶点 , 在 
略 去 与 这 个 特殊 的 顶点 连接 的 所 有 边 之 后 ， 观 察 生 成 树 所 连接 在 一 起 的 块 ， 也 就 是 连通 分 
支 .如 果 那 些 非 特殊 的 顶点 构成 严 个 大 小 为 石 ,后 …… 态 的 连通 分 支 ， 那 么 我 们 就 能 
kk, …k, 种 方式 将 它们 与 这 个 特殊 的 顶点 连接 起 来 ， 例如， 在 n=4 的 情形 ， 我 们 可 以 把 左 

















下 方 的 顶点 视 为 特殊 顶点 . (7.82) 的 最 上 面 一 行 指出 34 种 情形 ， 在 这 些 情形 中 男 外 三 个 顶 
点 以 种 方式 在 它们 之 间 连 接 ， 然 后 再 以 3 种 方式 与 左下 方 的 项 点 连接 . (7.82) 的 最 后 一 行 
Hil 2x1xtjt, < 个 解 ， 在 这 些 解 中 另外 三 个 顶点 以 6) 种 方式 被 分 成 大 小 为 2 以 及 1 的 连 
通 分 支 ， 还 有 一 种 情形 |。,， 在 此 情形 下 ， 另 外 三 个 顶点 相互 之 间 完 全 不 连通 . 

这 一 推理 方法 给 出 递归 式 





1 n-i 
Ee» Y | " Jehan ， 对 所 有 n>1. 


m»0 M ! ky bk, =n-1 k k,, Wee. 


n-1 


meon. 有 | T p JERR IAN BI kk 的 加 个 连通 分 支 指定 -1 


DER, H tty, …t 种 方式 把 那些 具有 生成 树 的 单个 连通 分 支 连 接 起 来 ， 甩 ,五 …,, 种 


方式 将 顶点 与 那些 连通 分 支 连 接 起 来 ; 我 们 再 用 ml 来 除 ， 因 为 希望 不 考虑 这 些 连通 分 文 
的 次 序 ， 例 如 ， 当 n=4 时 该 递归 式 是 
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1{{ 3 3 1 3. v4 E 
ac +7 12 2t, + 21 26t ta LL f | =3t,4+ 6t,t, f. 


关于 的 递归 式 初 看 起 来 令 人 生 上 其 ， 其 至 可 能 使 人 感到 可 怕 ， 但 是 它 实际 上 并 不 太 差 ， 
只 不 过 是 有 些 复杂 . 我们 可 以 定义 


























u, = nt, , 
然后 一 切 都 可 以 大 大 得 到 简化 : 
u 1 Wi We. Ur 


n ——...——, n>l. (7.83 ) 


X $ 
n! m>0 M ! ky tk ek, =n-1 k, ! k, ! k,, ! 


内 和 是 指数 生成 函数 U(z) 中 z^ B AO BUm URE, D n S 1 时 我 们 也 得 到 正确 的 公式 ， 如 果 
添加 与 m=0 的 情形 对 应 的 项 U(z)" .因此 对 所 有 n>0 就 有 

















u, n— l ^7 m n- T(z n T(z 
z-bUIY Oe" = [2 1 = [2" pe", 
` mz M. 





于 是 我 们 就 有 方程 
U(z) = ze. (7.84) 
有 进展 ! 方程 (7.84) 几乎 与 
Elz) - et 
很 像 了 ， 这 个 方程 定义 了 (5.59) fW] (7.71) PH SBR ES &(z). WH, RTA 
Ü(z) = z&(z). 
故而 我 们 可 以 很 快 写 出 问题 的 答案 : 


Ya 


t, = 一 = ey Ww =(n-])'[z" ]&(z) 2 n"? . (7.85) 
n n 


对 每 个 n > 0 ，{,2,…,n} EASE EH EA n" 7 PRE BO. 


7.7” 犹 利 克 雷 生成 函数 DIRICHLET GENERATING FUNCTIONS 
有 许多 其 他 方法 可 以 从 一 个 级 数 生成 一 个 数列 ， 至 少 原则 上 说 ， 任 何 一 组 满足 
DgK,(z)=0 > g,=0 (所 有 n ) 
的 “ 核 ”函数 K,(z) 都 能 使 用 ， 通常 的 生成 函数 用 K,(z)=z" ， 而 指数 生成 函数 用 
KG) oz" imi, RIUTSA FERR, RAHIRA n= 7. 


对 于 生成 函数 和 指数 生成 函数 来 说 ， 最 重要 的 另 一 种 选择 是 用 核 函 数 1/m: ， 它 适用 于 
Bon = 1 开始 而 不 是 从 = 0 FARBI (gg): 























7.7 FRAG ES 311 


Gy. ( 7.86) 


它 称 为 狄 利克 雷 生 成 函数 ， 简 称 dgf， 因 为 德国 数学 家 G. 工 . 狄 利克 雷 (1805—1859) RFE 
做 了 许多 工作 . 
例如 ， 常 数 数列 (1,1,1,…) 的 狄 利 克 雷 生成 函数 是 




















s =e. (7.87 ) 


azi M 


这 就 是 黎 曼 5 函数， 当 z>1 时 ， 我 们 也 称 它 是 广义 调和 数 五 2 . 
犹 利克 雷 生成 函数 的 乘积 与 一 类 特殊 的 卷 积 相 对 应 : 




















"P 1 
Pobo- Y Es Y Y f m= 


从 而 F(z)G(z) = A(z) 是 数列 
h= 9 fag, ld (7.88) 
的 狄 利克 雷 生成 函数 . 
例如 , 由 (4.55 ) RITENE >”. ud) [n 2 1] , 这 就 是 默 比 乌 斯 数列 (4(1D), u(2), uQ),---) 
S (LLL--) 的 犹 利克 雷 卷 积 ， 故 有 


M(2)E(2) ->"=- 


PAE, (uO, u2), U3), ++) 的 狄 利 克 雷 生成 函数 就 是 5(2)”. 
当 数 列 (g1,g;,…) 是 积 性 函数 (multiplicative function )， 也 即 



































1. (7.89 ) 


Emn “Emgan min 
时 , 狄 利克 雷 生成 函数 特别 有 价值 . 在 这 种 情形 下 , 对 所 有 n ，g, WEAR n IRAH g, 
的 值 来 决定 ， 我 们 能 将 其 狄 利克 雷 生成 函数 分 解 成 取 遍 素数 的 乘积 : 









































~ Z, Ep Ep 

aos Eee (7.90 ) 
PM, WATT n g, =1, REDRE C 函数 的 一 个 乘积 表示 : 

1 

fu) = T=} (7.91) 
默 比 乌 斯 函数 取 值 为 Up) = -1 ， 而 对 上 >1 有 AD) 20, IAM EASA SEE PR BCE 

M(z)= [| a-»». (7.92 ) 

7 是 素数 


这 当然 与 (7.89 ) 和 (7.91 ) 一 致 . chr o 函数 取 值 为 9p(p*)= p-p, Wm EAIA EE 
生成 函数 有 分 解 的 形式 
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$(z)- [] fis per |- II (E (7.93) 


7 是 素数 P -P =P 
我 们 得 到 结论 O(z) = C(z-1)/ F(z). 
习题 
热身 题 














1 一 位 古怪 的 多 米 诺 骨 牌 搜集 者 , 搜集 了 2 x n 个 骨牌 . 他 为 每 个 垂直 的 多 米 诺 牌 付 4 美元 ， 而 为 每 个 
水 平 的 多 米 诺 牌 付 1 美 元 . 根据 这 一 标准 ,， 有 多 少 种 铺设 恰好 值 m 美元 ?例如 当时 m=6 时 有 三 个 
解 : x 和 

2 ”给 出 数列 (2,5,13,35…)= (2" +3") 的 生成 函数 和 指数 生成 函数 的 封闭 形式 . 

3 > H/10 等 于 什么 ? 

4 "SERE P(z)/ Q(z) 的 一 般 展开 定理 并 不 完全 是 一 般 性 的 ， 因 为 它 要 求 P 的 次 数 小 于 0 的 次 
数 . 如 果 己 有 更 大 的 次 数 ， 将 会 发 生 什么 ? 

5 。 求 一 个 生成 函数 S(z) ， 使 得 


esee] a) 
基础 是 


6 WEH, WHR (7.32) 可 以 用 成 套 方法 而 不 用 生成 函数 求解 . 
7 “求解 递归 式 

go-l; 

2,72,,*28,5t:tngy, n>0. 































































































8 [z'J(Ind- 2) /ü-z)"" 等 于 什么 ? 

9 “利用 上 一 题 的 结果 计算 > HH,,. 

10 在 恒等式 (7.62 ) Po r=s=-1/2, PARAS (5.36) 相似 的 技巧 去 掉 所 有 出 现 的 1/2 .你 推 
导出 什么 样 惊人 的 恒等式 ? 

11 这 个 问题 的 三 个 部 分 是 相互 独立 的 ， 它 可 以 作为 处 理 生 成 函数 的 练习 .我 们 假设 A(z) = > az", 
B(z)=》 bz, COS cez, BIRGE n 其 系数 为 零 . 
a 如果 c, =>) a,b, ， 试 用 4 和 B AC. 


j+2k<n J 


b 如 果 nb, = 37 2a, /(n- )! , WA BRR A. 


























rtk 
k b, 








c WR ESO. Ha =" | 


k=0 


， 试 用 B 表示 A ; 然后 用 你 的 公式 求 系数 f(r) ， 使 得 





(D 第 10 题 中 “你 推导 出 什么 样 惊人 的 恒等式 ? ”的 英文 原文 是 What amazing identity do you deduce? 在 动漫 以 及 
喜剧 作品 中 ，amazing identity 的 含义 是 指 剧 中 人 物 “ 神 秘 而 令 人 惊讶 的 身份 ”Clark Kent 是 美国 著名 电视 剧 
Smallville(《 超 人 前 传 》 中 的 人 物 . 











我 推断 Clark Kent 真 
是 一 个 超人 . 


T 


你 说 的 “一 般 来 说 ” 
是 什么 意思 ? wR 
hg 
0, IRZ f(x) 的 次 
数 至 多 为 [n/m|. 


12 


13 
14 


15 


16 


17 


18 


19 


he Pasta: 
TER (L2, 2n] 排列 成 一 个 2xn 阵列 ， 使 得 行 和 列 按照 从 左 向 右 以 及 从 上 向 下 都 递增 的 次 序 排 
列 ， 这 样 有 多 少 种 方式 ?例如 ， 当 n=5 时 的 一 个 解 是 
1245 8 
3 6 7 9 10) 
UEAAZE (7.70 ) 前 面 陈述 的 Raney 的 推广 引 理 . 
用 指数 生成 函数 求解 递归 式 
so=0，8i=1， 
g,7-2ng,, M Jes , n»l. 


RRB o, 是 将 n 件 物品 划分 成 子 集 的 方法 数 . 例如 ww, = 5 , 因为 我 们 可 以 用 以 下 方法 对 { 信 2,3} 进 















































(23) {LUG}; {L3}UL}s {ULI}; (UU). 
证 明 m “> (fe. ， 并 用 这 个 递归 起 求 出 指数 生成 函数 P(e) = Y /中 的 封闭 形式 . 
两 个 数列 (4,) 和 人 ) 由 卷 积 公式 


GU ara a Gare 
ky +2k, nk, =n k k, k, 


联系 在 一 起 ,又 有 a,=0 以 及 b=1， 证 明 : 对 应 的 生成 函数 满足 In B) = A(z) 7 ACG") + 














$46) pe 
证 明 : 一 个 数列 的 指数 生成 函数 G (z) 与 通常 的 生成 函数 G(z) 由 公式 


| ` Ge "dt =G(z) 














联系 在 一 起 ， 如 果 这 个 积分 存在 的 话 . 
求 以 下 数列 的 狄 利克 雷 生成 函数 : 
ag,-dn; 
b g,=Inn; 
€ g, =[n 无 平方 因子 ]. 
将 你 的 答案 用 “ 函数 表示 出 来 .( 无 平方 因子 性 质 在 习题 4.13 中 定义 .) 
每 个 满足 有 =1 WERF O =Y 2" 按照 规则 
FEY = ads) 
定义 一 个 多 项 式 数列 fo) , HP f 0) 8 f, . MAOS. RRK, O UA n. 证 
明 : 这 样 的 多 项 式 总 满足 卷 积 公 式 























$0407 ay) ; 
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(84 DEMO) = mf, Gi 9). 









































































































































































































































( 表 5$-$ 和 表 6-8 中 的 恒等式 是 这 一 技巧 的 特殊 情形 ) 
20 如 果 一 个 震级 数 G(z) 存在 有 限 多 个 不 全 为 零 的 多 项 式 忆 (z)……,P,(z) ， 使 得 
P(z)G(z) + R(z)G'(z) +--+ P,(z)G(z) 20. 
那么 称 它 为 可 微 有 限 的 〈 differentiably finite) ， 如 果 一 个 数列 (2,2, 2.7) 存在 有 限 多 个 不 全 为 
AERA PC) pu) ， 使 得 对 所 有 整数 ,> 0 都 有 
PAMEn + pg tt p,Q0)g,, 70, 
那么 称 它 为 多 项 式 形式 递归 的 (polynomially recursive) . WEH: 一 个 生成 函数 是 可 微 有 限 的 ， 当 
且 仅 当 它 的 系数 数列 是 多 项 式 形 式 递归 的 . 

作业 题 

21 一 个 强盗 抢 动 了 一 家 银行 , 索要 由 10 美 元 和 20 美 元 组 成 的 5300 美元. 他 还 想 知道 出 纳 可 以 将 这 笔 钱 
付 给 他 的 方法 数 . 求生 成 函数 G(z) ， 对 于 它 这 个 数 是 [z™]G(z) ， 再 求 一 个 更 紧 竣 的 生成 函数 
G(z) ， 对 于 它 这 个 数 是 [z”]G(z) ，(a) 利 用 部 分 分 式 确定 所 要 求 的 方法 数 ; (b) 利 用 与 (7.39 ) 类 
似 的 方法 确定 所 要 求 的 方法 数 . 

22 设 P 是 将 多 边 形 “三 角 训 分 ”的 所 有 方法 之 和 : 

Bi 
ewe e 
第 一 项 表示 一 个 只 有 两 个 顶点 的 退化 的 多 边 形 ， 其 他 的 每 一 项 都 表示 一 个 被 分 割 成 三 角形 的 多 
Wwe. 例如 , 一 个 五 边 形 可 以 用 五 种 方式 进行 三 角 训 分 ，) 在 三 角 剖 分 的 多 边 形 4 和 B 上 定义 “ 乘 
法 ”运算 4AB ， 使 得 方程 
P= +PAP 
成 立 . 然后 用 “= ”代替 每 一 个 三 角形 ; 关于 将 一 个 半边 形 分 解 成 三 角形 的 方法 数 , 你 能 知道 什么 ? 

23 一 根 2x2xn 的 柱子 可 以 通过 多 少 种 方法 用 2x1x1 砖 块 建造 ? 

24 当 n 三 3 时 , 在 一 个 n 轮 中 有 和 多少 棵 生成 树 ? (n 轮 的 图 形 是 : 它 在 一 个 贺 上 有 个 “外 面 的 ” 
顶点 ， 每 一 个 这 样 的 顶点 都 与 第 (2+D 个 位 于 “中 心 ”的 顶点 相连 接 . ) 

25 设 m 三 2 是 一 个 整数 . 作为 z 和 m 的 函数 , 数列 (n mod m) 的 生成 函数 的 封闭 形式 是 什么 ? 利用 这 
个 生成 函数 ， 用 复数 n2" 来 表示 “nmodm ” (例如 ， 当 m=2 时 有 w=-l 以 及 
nmod2 -CD 2) 

26 二 阶 斐 波 那 契 数 (名 由 递归 式 





& =9; F=1; 


他 会 接受 2x BR 
诺 铺设 问题 的 解决 
方案 吗 ? 


建造 柱子 的 方法 数 
要 比 你 能 付出 钱 款 
的 方法 数 更 多 一 些 ， 
BA LAGE, at 
筑 工人 要 价 很 高 


27 


28 


29 


30 


31 


32 


Dn = Gra tS ob, n>l 
EM. T s, ME AY SE AB F, BF, dom o. 
2xn 矩形 的 一 种 多 米 诺 铺设 ， 也 可 以 被 视 为 在 一 个 由 点 组 成 的 2xz 阵列 中 画 出 n 条 不 相交 的 线 
的 方式 : 

Lael p 
WREATH AR OR, EAL, ROE TR SARE. 例如 ， 
如 果 上 面 的 线 与 如 下 的 线 


























e—e o oo o 


I l e—e e—e e—e oe, 
组 合 起 来 ， 结 果 就 是 


HEEL 





T 

DI 和 ieee gna 
组 合 起 来 也 得 到 同一 组 回路 . 但是， 如 果 在 第 一 个 图 案 中 交替 用 向 上 /向 下 /向 上 /向 下 /……' 的 箭头 
为 垂直 的 线 指定 方向 ， 而 在 第 二 个 图 案 中 交 蔡 用 向 下 /向 上 /向 下 /向 上 /…… 的 箭头 为 垂直 的 线 指定 
方向 ,我 们 就 得 到 从 欠 加 的 图 案 中 重新 构造 出 原来 图 案 的 唯一 一 种 方式 ， 例 如 ， 

lilt dl 
这 样 一 来 ,这 种 定向 回路 图 案 的 个 数 必定 是 T? = Fu, ,我 们 应 该 可 以 用 代数 方法 证 明 此 结论 . 设 2， 
是 定向 的 2xn 回路 图 案 的 个 数 . ORO, 的 递归 式 ， 用 生成 函数 对 它 求解 ， 并 用 代数 方法 推导 出 
Q, =P. 
(7.39) 中 4(z) 的 系数 满足 At AL + Anco 4,7100 (0 三 r<10 ). 对 此 给 出 一 个 “简单 的 ” 
斐 波 那 契 乘积 的 和 式 

sy de 


m»0 kk t++-+k,, =n 
Ky kash, >O 


等 于 什么 ? 
如 果 生 成 函数 G(z) 21/0 - az) - Bz) HAT SNR a / (1L oz) e b/ A- pz), HS G(z)" 的 部 分 
分 式 分 解 是 什么 ? 
下 整数 的 什么 样 的 函数 g(n) 满足 递归 式 
S g(d)oQn !d)-1, 


其 中 gg 是 欧 拉 g 函数 ? 
等 差 级 数 (arithmetic progression ) 是 一 个 无 限 的 整数 集合 
{an+b}={b,a+b,2a+b,3a+b,---}. 
如 果 每 个 非 负 整数 在 一 组 数列 的 唯一 一 个 数列 中 出 现 , 那么 这 组 等 差 数 列 {an+b},…, {a,,n+b,,} 
称 为 精确 覆盖 (exact cover ) .例如 ， 三 个 数列 {2n},{4n+ 直 ,{4n +3} 就 构成 一 个 精确 覆盖 . 证明， 
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WR {an+b,},---{a,n+b, | e—-MBE 2 Sa, Rma, 的 精确 覆盖， 那么 a ,= a. 
提示 : 利用 生成 函数 . 


oa 



























































































































































考试 题 
33 [w"z"](In(1 + z))/(l-wz) 等 于 什么 ? 
34 如 果 
G,(z)= Sr Fd y , 
REREAD GCW 的 封闭 形式 OXE m 是 一 个 固定 的 正 整数 ，) 
35 用 两 种 方法 计算 和 式 YS. 1/k(n-k) : 
a 将 求 和 项 展开 成 部 分 分 式 ; 
b 将 和 式 当 作 卷 积 处 理 ， 并 利用 生成 函数 . 
36 ix A(z) FE (a4,a,,45,4,--) 的 生成 函数 . HA, zm 表示 > ， d uz z” 
37 设 a, 是 将 正 整 数 n RAN ONES ATT C, ASI. 例如 um =4 ， 因 为 4 = 2+2 = 2+1+1 
= 1+1+1+1， 习 惯 上 ,我 们 取 a, 21. Hb, =" a, 是 前 面 若 干 个 a 的 累积 和 式 . 
a 做 出 一 张 直到 n=10 的 a 与 5 的 表 . 你 会 在 这 张 表 里 观 察 到 何 种 惊人 的 关系 ? (不 需要 证 明 . ) 
b 将 生成 函数 A(z) 表示 成 无 穷 乘 积 
c 利用 b 中 的 表达 式 证 明 a 中 的 结论 
38 求 出 二 重生 成 函数 
M(w,z)= ` min (m,n)w"z" 
的 封闭 形式 ， 针 对 固定 的 m 宇 2 推广 你 的 答案 ， 从 而 得 出 
M(z ,2,) = x min(n,:::,n,)zj +z" 
的 封闭 形式 . 
39 ”给 定 正 整 数 m Mn, RHK 
kb…k, 和 > kkk, 
的 封闭 形式 . 
例如 m=2 和 n=3 了 时， 相应 的 和 是 1x2+1x3+2x3 以 及 1xl1+l1x2+1x3+2x2+2x3+3x3. ) 
提示 : 生成 函数 (+az)…(1+q,z) 和 1/( 一 az)…(1 一 4,z) 中 z” 的 系数 是 什么 ? 
40 ”用 封闭 su Jor 1a F) (n-k)i. 
41 — BT n 的 上 -下 排列 (up-down permutation ) 是 整数 {1,2,…,n}) 的 一 个 交错 增加 和 减少 的 排列 


aa, dn a, : 


a <a, >a, «a». 


例如 ，35142 是 一 个 阶 为 5 的 上 -下 排列 ， 如 果 A, 表示 阶 为 n 的 上 -下 排列 的 个 数 ， 证明: (4,) 的 





42 


43 


44 


45 
46 


47 


48 


指数 生成 函数 是 (+sinz)/cosz . 

空间 探索 发 现 ， 火 星 上 有 机 物 的 DNA 由 5 种 符号 组 成 ， 而 不 是 地 球 上 DNA 的 那 4 种 元 素 ， 它们 被 记 
为 (a,b,c,d,e) . cd、ce、ed 和 ee 这 四 对 ,在 火星 的 DNA 序 列 中 从 来 没有 连续 出 现 过 ， 而 其 他 任何 
未 被 禁止 的 元 素 对 的 序列 都 是 可 能 出 现 的 . (于 是 ，bbcda 是 不 允许 的 ， 但 bbdca 就 没有 问题 . ) 
那么 可 能 有 和 多少 个 长 度 为 n 的 火星 DNA 序 列 ? ( 当 n=2 时 答案 是 21， 因 为 DNA 左 端 和 右 端 是 可 
以 辨认 的 .) 

一 个 数列 (g, ) 的 牛顿 生成 函数 定义 为 


(2)= Eef). 
求 定义 了 数列 (f,) 、(g,) 和 (m) 之 间 关 系 的 卷 积 公式 ， 这 些 数列 的 牛顿 生成 函数 由 方程 


F(2)G(z)=A(2) 联系 在 一 起 尽量 使 公式 简单 和 对 称 . 
Bq, E n PC Dux, | 相互 比较 时 可 能 的 结果 个 数 ， 例 如 g =13 ， 因 为 可 能 的 结果 是 












































X €«X,€«X,; X€«X,92X,; X€«X,X«X,; X HX, <X,; 
X ?27X,-X,; X 2X,€«X,; XXX €; 
X,X«X,2X,; X,X« X, «X, ; X 2 X4 «X, ; 


X,X«X,X«X,; X,X«X,2X,; X, «X, «X. 


求 指数 生成 函数 0(z) = quz" nMOS. FREI (a,) ，(b,) ，(c,)， 使 得 


a= Zra Ella Elre ， 所 有 n>0. 




















k=0 k 


计算 Y usum Ln]/mn’. 
用 封闭 形式 计算 


y wall 
OSkSn/2 27 f 
2 
提示 ; z-z + : (3: 2) 
27 3 3 


证 明 : (7.34) 中 给 出 的 3xn 多 米 诺 铺 设 的 方法 数 U, MV, , SATF V3 的 Stem-Brocot 树 中 的 分 
数 密切 相关 . 
对 某 些 满足 gcd(a,b,c,q)=1 的 整数 (a,b,c,d) ， 有 某 个 数列 (g,) 满足 递归 式 


\ 











ag, + bg.) 十 CS +d = 0 9 整数 7 = 0. 
对 介 于 0 和 1 之 间 的 某 个 实数 w ， 它 还 有 封闭 形式 
g,=|a+v2)"|, een 0. 








RH a,b,c,d Ua. 
这 是 一 个 关于 需 以 及 奇偶 性 的 问题 . 
a 考虑 由 公式 

a, =(1+ V2)" +(1- v2)" 
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定义 的 数列 (aapa) =(2,2,6,…)， 求 由 这 个 数列 所 满足 的 简单 的 递归 关系 . 
b 证 明 : 对 所 有 整数 7 >0 有 |(Q+V2)"| =n (mod2). 
c 求 一 个 形 如 (p+ Ja) / 2 的 数 w ,使 得 对 所 有 整数 x>0 都 有 | or" |=n (mod2) ,其 中 p 和 g 是 正 


整数 . 

















附加 题 
50 习题 22 续 ， 考 虑 将 一 个 多 边 形 分 解 成 多 边 形 的 所 有 方法 之 和 : 


51 


52 


53 

















9-2 */A«|[ ND 
WANOA ASNO N+ 


对 O 求 一 个 符号 方程 ， 并 用 它 来 求 在 一 个 凸 n 边 形 内 部 夯 不 相交 的 对 角 线 的 方法 数 的 生成 函 
数 . CREW z 的 函数 的 这 个 生成 函数 的 封闭 形式 ， 不 必 对 系数 求 封闭 形式 . ) 
证 明 : 乘积 




















gr? TI | (cor it 5 [] ?+ (cos? EI E 
IE jm m+l n+l 


ISkSn 


是 用 多 米 诺 牌 铺设 一 个 mx n FETE TT AE PR. (有 mn 个 因子 ,我 们 可 以 想象 它们 写 在 
这 个 矩形 的 mn 个 方 格 中 . 如 果 mn 是 奇数 ,中 间 的 那个 因子 就 是 零 . Wo 的 系数 是 用 j 个 垂直 的 
以 及 上 个 水 平 的 多 米 庄 牌 做 覆盖 的 方法 数 . ) 提示 : 这 个 问题 比较 难 ， 实 在 是 超出 了 这 本 书 的 范 
Fl. 你 可 能 会 希望 在 m=3 ，n=4 的 情形 验证 此 公式 . 

证 明 : 由 递归 式 


1Y af211-1TY 
so» b-i M) Dv), EX no 


定义 的 多 项 式 有 p,(y)= Y, 
















































































n 
m 








v n MZ 一 . MS m4 
y" 的 形式 ， 其 中 pese (1X msn). 提示 : 这 个 习题 很 
m 


有 指导 意义 ， 但 不 那么 容易 . 
五 边 形 数 数列 (1,5,12,22,…) 以 一 种 明显 的 方式 推广 了 三 角形 数 和 平方 数 : 

















设 第 个 三 角形 数 是 了 = n(n41)/2 ,第 MEERE P, 2 nn -D/2 , XEU, E (738) 
中 定义 的 3xn 多 米 诺 铺设 方法 数 ， 证 明 : 三 角形 数 Tw，，, 也 是 一 个 五 边 形 数 . 
提示 : 305. i W o ua +2. 














54 考虑 如 下 这 个 令 人 好 奇 的 构造 : 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 13 14 16 

1 3 6 10 16 23 31 40 51 63 76 90 106 

1 3 6 16 23 31 51 63 76 106 

1 4 10 26 49 80 131 194 270 376 

1 4 26 49 131 194 376 

1 5 31 80 211 405 781 

1 31 211 781 ga 
1 32 243 1024 ... 








( 从 包含 所 有 正 整 数 的 那 一 行 开始 .然后 每 隔 m 一 1 列 删 去 一 列 ， 这 里 m=5. 接 下 来 用 部 分 和 代 
蔡 剩 下 来 的 数 . 再 每 隔 (m 一 2) 列 删 去 一 列 ， 然 后 再 用 部 分 和 代替 剩 下 来 的 数 ， 如 此 一 直下 去 . ) 
利用 生成 函数 证 明 ， 最 后 得 到 的 结果 是 m 次 短 的 数列 .例如 ， 当 m=5 时 得 到 (15,25,35,45,…) , 
正如 最 后 一 行 给 出 的 那样 . 

55 证 明 : An REANO F(z) 和 G(z) 是 有 限 可 微 的 (如 在 习题 20 中 定义 的 那样 ) ， 那 么 F(z)+ G(z) 与 
F(z)G(z) 亦 然 . 



































研究 题 


56 WEH: 在 某 一 大 类 “简单 的 封闭 形式 ”中 ,对 于 (Q+z+z*) Pz" 的 系数 (作为 n 的 函数 ) 不 存在 
“简单 的 封闭 形式 ”. 

57 证 明 或 推翻 : 如 果 G(z) 的 所 有 系数 不 是 0 就 是 1， 又 如 果 G(z)? 的 所 有 系数 都 小 于 某 个 常数 M ， 那 
4 G(zy 的 系数 中 有 无 穷 多 个 等 于 零 . 
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离散 概率 


DISCRETE PROBABILITY 
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我 们 在 理解 所 生活 世界 的 诸多 方面 时 都 会 涉及 随机 性 . 如 果 我 们 假设 一 些 复杂 事件 是 由 
适当 的 公理 所 支配 的 ， 那么 借助 数学 的 概率 论 ( theory of probability )， 我 们 可 以 计算 这 些 事 
件 发 生 的 可 能 性 . 这 个 理论 在 科学 的 所 有 分 支 中 都 有 重要 的 应 用 , 而 且 它 与 前 几 音 介绍 的 技 
术 紧 密 关 联 . 

如 果 我 们 用 求 和 而 不 用 积分 就 能 计算 所 有 事件 的 概率 , 那么 概率 就 被 称 为 “离散 的 ”. 对 

TAR, 我 们 已 经 驾轻就熟 , 所 以 有 了 充分 准备 将 所 学 知识 应 用 于 某 些 有 意义 的 概率 以 及 平 
均值 的 计算 中 ， 这 不 值得 大 惊 小 怪 了 . 


























8.1 定义 DEFINITIONS 








概率 论 从 概率 空间 (probability space ) 的 思想 出 发 ， 概 率 空间 则 是 指 由 在 一 个 给 定 问 题 
中 可 能 发 生 的 所 有 事件 , 以 及 赋予 每 个 基本 事件 ( elementary event) we 一 个 概率 Pr(eo) 的 
规则 所 组 成 的 集合 Q ， 概 率 Pr(w) 必须 是 非 负 实数 ， 且 条 件 


Pp (8.1) 


在 每 一 个 离散 的 概率 空间 中 都 必须 满足 这样， 每 一 个 值 Pr(w) 都 必定 在 区 间 [0..1] 中 .我们 
把 Pr 称 为 概率 分 布 ( probability distribution )， 因 为 它 将 总 的 概率 值 1 分 布 在 各 个 事件 w 之 间 . 
来 看 一 个 例子 : 如 果 我 们 搓 一 对 人 般 子 ， 其 基本 事件 的 集合 只 就 是 D? = (LIL), LI, + 
HER, Hp 
D=, A, E, O, E, ER 
ERTI PORN TA OFF AT RET SINE. OCAR AROMA EAA, DNI 
此 这 个 概率 空间 总 共有 6° = 36 个 元 素 . 








































































































(D “Never say die” 是 一 个 习 语 ， 其 含义 是 “ 永 不 放弃 ”"。 在 英语 里 ,单词 die 兼 有 “山子 ”和 “死亡 ”这 两 个 
不 同 的 含义 . 
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(不 熟悉 概率 论 的 读 
者 很 有 可 能 会 从 费 
勒 对 这 一 学 科 的 经 
Ji 5] UP p 3 iL) 


永 不 放弃 ." 


如 果 一 个 立方 体 的 
所 有 面 都 是 完全 相 
同 的 , 我 们 还 怎么 能 
说 出 哪 一 个 面 会 朝 
上 呢 ? 


我 们 通常 假设 骨 子 是 “均匀 的 ”, 这 是 指 货 子 的 6 个 可 能 的 面 中 每 个 面 出 现 的 概率 都 是 < ， 


Q 的 36 种 可 能 结果 中 的 每 一 一 种 出现 的 概率 都 是 二 .我 们 也 可 以 考虑 “ 灌 铅 的 ”( loaded ) f 
子 ， 在 此 情形 下 有 不 同 的 概率 分 布 ， 例 如， 设 















































Pry) = Pr) = + 
4 
Pri [.]) Prd PrE PrE) 二 -一 
那么 ,Pn(4d)=1， 所 以 Pr 是 集合 D 上 的 一 个 概率 分 布 ， 且 我 们 可 以 根据 法 则 
Pr, (dd) = Pr (d) Pr, (d^) (8.2) 
1 


给 Q=D? WLR EWK. BM, PrE = reece 


> Pr (@)= Y Pr,(dd’)= > Pr,(d)Pr(d’) 
= 2 Pada, Pr (d^) -Ixl-l. 
PRANTL AT DBR AT, E 





























是 一 个 合法 的 分 布 ， 因 为 


" 





Pr, (dd’) = Pr (d)Pr (d^ , FEP Pr, (d) = < (8.3) 





在 此 情形 下 ， 有 Pro( 回 车 ) = ixis WREE “RKE CBRRUTSCT a SY 5305 





出 现 ， 因 为 它们 并 不 是 完全 对 称 的 ， We 5 通常 是 对 真理 的 绝 好 近似 
一 个 事件 (event ) 是 只 的 一 个 子 集 . ies 集合 
EE, OA, HAA, OO, HE, HE} 
XE “HHHX” (doubles are thrown ) 的 事件 ， Q 中 的 诸 个 单元 素 w 都 称 为 基本 事件 ， 因 为 
它们 不 可 能 再 分 解 成 更 小 的 子 集 ， 我 们 可 以 把 w 视 为 一 个 单元 素 事件 {0@}. 
一 个 事件 4 的 概率 由 公式 
Pr(we A) )- 2, Pro) (84) 


















































. K, MERO) 是 关于 中 的 任意 一 个 命题 ,那么 我 们 用 “Pr(R(w)) ”来 表示 使 


ME 的 所 有 Pr(@) BUR. Han, HP O6 25] 5] BAL RET T Hh Bh TP BS BE RS Ze 
] 1,1 ] 1,1 
SLE MOT eae 


DES Slt qnomm Lei 当 两 个 2r E H, EL ATTRE AIL hh VT.» 
ae ae Ge Ge ae ae < ， 但 是 当 两 个 航 子 都 是 具有 概率 分 布 Pr 的 灌 销 的 做 子 时 ,这 


























(D 正文 中 的 “loaded” 一 词 除 了 有 “ 灌 铅 的 ”含义 之 外 ,还 有 “子弹 上 膛 ” 之 意 ,而 子弹 上 了 膛 的 枪 是 有 可 能 
走火 伤 人 的 . 
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_1 1 1 1 1 1 3 1 e" f 2 

个 概率 等 于 一 + 一 + 一 + 一 + 一 + 一 = 一 > 一 . 大 灌 铬 使 得 “ 掷 出 对 子 ” 这 一 事件 
个 概率 a a a a eee TREAT EE "BEHDOWCTC ARE 
有 可 能 发 生 . 


(我 们 一 直 在 更 一 般 的 意义 下 使 用 第 2 章 里 定义 的 王 记 号 :( 8.1 ) 和 (8.4 ) 中 的 和 式 是 对 
一 个 任意 集合 的 所 有 元 素 中 求 和 ， 而 不 仅仅 是 对 整数 求 和 的 . 然而 ,这 个 新 情况 并 不 真 的 令 
人 担心 ,我们 可 以 约定 ， 一 且 要 对 非 整数 求 和 ， 就 使 用 下方 的 特殊 记号 ， 所 以 这 与 我 们 通 
常 的 习惯 做 法 并 不 混淆 .第 2 章 里 其 他 的 定义 依然 适用 ， 特 别 地 ， 当 集合 只 无 限时 ， 那 一 章 
里 的 无 限 和 式 的 定义 为 这 里 的 和 式 给 出 了 合适 的 解释 . 每 一 个 概率 都 是 非 负 的 ， 且 所 有 的 概 
率 之 和 是 有 界 的 ， 所 以 〈8.4 ) 中 事件 4 的 概率 对 所 有 的 子 集 4E82 都 有 良好 的 定义 . ) 

随机 变量 (random variable ) 是 在 概率 空间 的 基本 事件 w 上 定义 的 函数 . 例如， 如 果 
Q-D', 我们 就 可 以 将 S(@) 定义 为 掷 出 w 的 仍 子 的 点 数 之 和 ， 所 以 S 轿 团 =6+3=9. 点 
的 总 数 为 7 的 概率 就 是 事件 S(w) = 7 的 概率 ， 也 就 是 


Pr JE) + Pr) + Pred E+ Pr 回避 + Pr) + Pr ED. 
用 均匀 的 山子 ( Pr = Pr, ), 此 事件 就 以 概率 二 发 生 ; RERIBET Pr- Pr，)， 它 就 以 概 
率 工 + 工 1 工 1 工 + 工 + 工 = 3 发 生 ， 这 与 我 们 对 对 子 所 看 到 的 结果 相同 . 
16 64 64 64 64 16 16 
习惯 上 ， 当 谈 到 随机 变量 时 要 去 掉 “(w) "， 因 为 我 们 面 对 任 何 特殊 的 问题 时 ， 通 常 只 
涉及 一 个 概率 空间 .因而 ,对 于 掷 出 7 这 个 事件 , 我 们 就 直接 说 “8 = 77, 而 对 于 事件 全 
口 口 , 回回) 就 说 8= 4. 
随机 变量 可 以 通过 其 值 的 概率 分 布 加 以 刻画 . 例如 , 4 s 取 11 个 可 能 的 值 {2,3,…,12} 时 ， 
我 们 可 以 对 这 个 集合 中 的 每 一 个 s ， 用 表 列 出 $=s 的 概率 如 下 . 
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S 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 9 3 4 5 6 5 4 3 2 1 

Pro (Ss) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 
4 4 5 6 7 12 7 6 5 4 4 

Prii(S=s) 64 64 64 64 64 64 64 64 64 64 64 





如 果 我 们 研究 一 个 只 涉及 随机 变量 5 Vt vb ctc EAI o2 TL, 仅 从 这 些 概率 中 就 能 计 
算出 答案 ， 而 无 需 考虑 集合 Q=D? 的 细节 .实际 上 ， 我 们 可 以 将 概率 空间 定义 为 更 小 的 集 
合 Q@={2,3,…,12} ， 并 赋予 它 所 希望 的 任意 的 概率 分 布 Pr(s). 此 时 “5S =4” 就 是 一 个 基本 
事件 .这样 ,我们 常常 就 可 以 忽视 原先 的 概率 空间 Q ， 而 直接 处 理 随机 变量 及 其 概率 分 布 . 
如 果 两 个 随机 变量 和 了 定义 在 同一 个 概率 空间 Q E, ri ELSE DOE x SUB Sir B hj 
一 个 x 以 及 Y 取 值 范 围 中 的 每 一 个 y 都 知道 它们 的 联合 分 布 (joint distribution ) 
Pr(X 2 xHY =y), 





















































(D joint distribution 在 这 里 是 一 个 数学 术语 ,但 它 还 有 “传播 毒品 的 不 良 地 点 ”之 意 . 美国 前 总 统 里 根 曾 号 召 美 
国 青 少年 抵制 毒品 ， 故 有 此 一 说 . 














对 吸食 毒品 说 不 .1 


KF RT AA 


8.1 定义 323 


那么 无 需 全 盘 了 解 史 的 细节 ，, 我 们 就 能 刻画 出 这 些 随机 变量 的 性 状 . 如 果 对 所 有 x 和 y 都 有 
Pr(X 2 xHY = y) = P(X 2 x): Pr(Y = y), (8.5) 
JA 4! VP X ALY 是 独立 的 (independent ) 随机 变量 . 直观 地 说 , AREE X EX Y AY 
值 不 产生 影响 . 
例如 ， 如果 只 BREN D , 我 们 可 以 设 S ERARE, S, 则 是 第 二 个 
APA. 那么 随机 变量 S, AS, 相对 先前 讨论 的 概率 分 布 Pr。、Pn 以 及 Pn 中 的 每 一 个 
都 是 独立 的 ， 因 为 对 每 一 个 基本 事件 dd ,我们 将 货 子 的 概率 定义 为 8 =d 的 概率 与 8, = d' 
的 概率 的 乘积 ， 我 们 本 来 可 以 用 不 同 的 方式 定义 概率 ， 例 如 使 得 
Pr) / Prd) # Pr( EY/Pr( ED, 
BERAIEN, EERIE ADA TA FT] SA B.A SE EM 
这 里 的 两 个 比值 都 等 于 Pr(S, = 5)/ Pr(S, = 6). 
我 们 已 经 把 $ 定义 成 两 个 点 数 之 和 8 +S, ,让 我 们 来 考虑 男 外 一 个 随机 变量 P, 它 是 乘 
FRS S, S 和 PP 是 独立 的 吗 ? 随便 一 看 ， 它 们 就 不 是 独立 的 ， 如 果 有 人 说 5S = 2 ， 我 们 就 知 
道 P 必定 为 1， 正 儿 八 经 地 说 ， 它们 仍然 不 是 独立 的 ， 因 为 很 显然 独立 性 条 件 (8.5 ) 不 成 立 
(至 少 在 均匀 货 子 的 情形 是 如 此 ): 对 于 s 和 pp 的 所 有 合法 值 ,都 有 0<Pr(S=s)xPr(P=p) 


1_ 1 、 P 1 " 
Se 这 不 可 能 等 于 Prnu(S = s HP = p), 后 者 是 35 的 倍数 ， 


如 果 我 们 想 要 理解 一 个 给 定 随机 变量 的 典型 性 状 , 常常 会 问 及 它 的 “平均 ” (8. 但 是 “ 平 
均 ” 这 个 概念 有 些 含混 不 清 ， 当 给 出 一 列 数 的 时 候 ， 人 们 通常 会 说 到 以 下 三 种 不 同类 型 的 平 
均值 . 

e 均值 (mean): 它 是 所 有 值 的 和 再 除 以 值 的 个 数 ; 

。 中 位 数 (median): 它 是 在 数值 上 处 于 中 间 位 置 的 值 ; 

。 众 数 (mode ): fé UB. 


例如 ，(3, 1, 4,1 5) 的 均值 是 了 于 和 15 _ g ， 中 位 数 是 3， 而 众 数 则 是 1. 


但 是 , 概率 论 学 者 通常 研究 的 是 随机 变量 而 不 是 数列 , 所 以 我 们 也 想 对 随机 变量 定义 一 
种 “平均 ”的 概念 ， 假设 我 们 一 遍 又 一 遍地 重复 一 个 试验 ， 以 这 样 一 种 方式 来 做 独立 试验 : 
使 得 蕊 的 每 一 个 值 以 与 它 的 概率 近似 成 正比 的 频率 出 现 .〈 例如, 我 们 可 以 多 次 掷 一 对 般 子 ， 
以 观察 S 或 者 P 的 值 . ) 我 们 希望 这 样 来 定义 一 个 随机 变量 的 平均 值 ， 使 得 这 样 的 试验 通常 
产生 出 一 个 数列 ， 它 的 均值 、 中 位 数 以 及 众 数 都 近似 地 与 根据 定义 所 得 到 的 XX 的 均值 、 中 




































































































































































位 数 以 及 众 数 相同 . 
我 们 是 这 样 定 义 的 .概率 空间 Q 上 的 实 值 随机 变量 的 均值 定义 为 
» err =a) (8.6) 
xe X(Q) 





如 果 这 个 可 能 为 项 数 无 限 的 和 存在 . 这 里 XX(Q) 表示 使 得 Pr (X « x) 取 非 零 值 的 所 有 实数 值 
xeX(9) 组 成 的 集合 . ) 的 中 位 数 定义 为 满足 





PX 大 习 > 了 H EDES (8.7) 
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的 所 有 xe XX(Q) 组 成 的 集合 ， 而 了 的 众 数 则 定义 为 所 有 适合 

Pr(X =x) => P(X =x’), Vx e X(Q) (8.8 ) 
的 xe X(Q) Pra NA. CEPR FAY IF p3e0], SOP AA Pr, BE, S 的 均值 是 
2x 3x HDX o], 而 概率 分 布 为 Pr 时， 其 均值 也 是 7， 且 还 表明 ， 在 这 两 种 
分 布下 ， 它 的 中 位 数 和 众 数 也 都 是 {7} .所 以 5 在 所 有 三 种 定义 下 都 有 同样 的 平均 值 ， 另 一 
方面 ， 事 实证 明 在 分 布 Pa。 下，P 有 均值 T =12.25 ， 它 的 中 位 数 是 {0} ， 而 众 数 则 是 
{6,12} .如 果 我 们 给 山子 灌 铅 使 之 有 分 布 Pt, ， 则 PP 的 均值 并 没有 改变 ,但 是 其 中 位 数 降 为 
{8} ， 而 众 数 则 只 剩 下 {6} . 


概率 论 学 者 对 随机 变量 的 均值 有 一 个 特殊 的 名 称 和 记号 ， 他 们 称 之 为 期 望 值 (expected 
value )， 并 记 之 为 


EX = 3 X(o)Pr(o). (8.9 ) 





























TEST RS PIT n, XAMRA ( Q 中 每 一 个 元 素 对 应 一 项 )， 而 (8.6 ) 是 一 个 仅 有 11 
项 的 和 式 . 但 是 这 两 个 和 式 有 同样 的 值 ， 因 为 它们 都 等 于 
> xpPr(w[z= 工 (wW)]. 


aeo 
xeX(Q) 


事实 证 明 , 随机 变量 的 均值 在 应 用 中 比 其 他 种 类 的 平均 值 更 有 意义 ,所 以 我 们 从 现在 起 
忘掉 中 位 数 和 众 数 .这 一 章 的 其 余部 分 将 几乎 交 蔡 使 用 “期 望 值 ”、“ 均 值 ”和 “平均 值 ”. 
如 果 筷 和 了 是 在 同一 个 概率 空间 上 定义 的 两 个 随机 变量 , 那么 +Y 也 是 在 同一 概率 空 

间 上 定义 的 随机 变量 .根据 公式 〈8.9 )， 其 和 的 平均 值 就 是 其 平均 值 之 和 : 
E(X +Y) = Y (X(@)+Y(@)) Pr(w) = EX +EY. ( 8.10) 















































类 似 地 ， 如 果 是 一 个 常数 ， 我 们 就 有 简单 的 法 则 

E(wXZ) = «EX . (8.11 ) 
但 是 一 般 来 说 与 随机 变量 的 乘法 对 应 的 法 则 更 加 复杂 一 些 , 期 望 值 定 义 为 对 基本 事件 求 和 的 
和 式 ， 而 乘积 的 和 通常 没有 简单 的 形式 . 尽管 有 这 样 的 困难 , 在 随机 变量 是 独立 的 这 一 特殊 
情形 下 ， 乘 积 的 均值 还 是 有 很 好 的 公式 的 : 

E(XY) =(EX)(EY) , WR X MY m. ( 8.12) 
我 们 可 以 用 乘积 的 分 配 律 来 证 明 此 结论 ， 

E(XY)= Y X(@)Y(a) - Pr(a) 


aeo 
- > xy-Pr(X =x H. Y=y) 


xeX(Q) 
»eY(Q) 


= > xy: Pr(X = x)Pr(Y=y) 























RIET: 平均 说 来 ， 
“平均 值 ”就 是 “ 均 
值 ”. 


( 稍 有 巧妙 之 处 : 根 
据 我 们 所 用 的 策略 ， 
有 两 个 概率 空间 , 但 
在 这 两 个 空间 中 
EX, 和 EX, 相同 . ) 
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= Y xPr(X=x). > yPr(¥=y)=(EX\EY). 
xe X(Q) yeY(Q) 
GN, “4S, 和 ,是 一 对 均匀 山子 的 点 数 时 ， 我 们 知道 $= S+S, LE P-S,S,. FRA 


ES =ES,=2, 从 而 ES =7. 此 外 ，S, 和 5, 是 独立 的 ， 所 以 EP= 了 x7= 字 ， 如 前 所 述 . 我 








们 还 有 B(S+P)=ES+EP=7+ 7 . (AS 和 PP 不 是 独立 的 ， 所 以 我 们 不 能 断定 有 


= . 实际 上 , 可 以 证 明 在 概率 分 布 Pr 中 SP 的 期 望 值 是 a ,而 在 分 布 Pr 


中 其 期 望 值 (正好 ) 等 于 112. 

















E(SP) = 7x 


8.2 均值 和 方差 MEAN AND VARIANCE 





知道 了 期 望 值 之 后 ， 随 机 变量 的 下 一 个 最 重要 的 性 质 就 是 它 的 方差 ( variance )， 定 义 为 
它 与 其 均值 偏差 的 平方 的 均值 : 
VX =E((X¥-EX)’). (8.13) 


WRH wi EX ， 则 方差 VX Bi (X — uy WWE. CEE X BJ RH] “OP BORE”. 

来 看 一 个 方差 计算 的 简单 例子 . 假设 我 们 刚刚 接受 了 一 个 无 法 拒绝 的 提议 : 我 们 获得 两 
张 礼券 参与 某 种 抽奖 活动 .抽奖 活动 的 组 织 者 每 个 星期 卖 出 100 张 彩票 用 于 抽奖 . 这些 彩 票 
的 每 一 张 都 是 通过 一 致 随机 的 程序 挑选 出 来 的 ( 即 每 张 彩票 都 有 同等 可 能 被 选中 ) 这 张 幸 
运 彩 票 的 持 有 者 将 赢得 1 亿美 元 ， 而 其 余 99 张 彩票 的 持 有 者 什么 也 得 不 到 . 

我 们 可 以 通过 两 种 不 同 的 方式 使 用 礼券 : 在 同一 次 抽奖 中 买 两 张 彩票 , 或 者 在 两 次 抽奖 
中 各 买 一 张 彩票 ， 哪 一 种 策略 更 好 呢 ? 我 们 来 对 此 进行 分 析 , 设 X 和 XX, 是 随机 变量 , 分 别 
表示 第 一 张 和 第 二 张 彩票 赢得 的 奖金 数额 。X 的 期 望 值 ( 以 百 万 美元 为 单位 ) 是 



























































EX, = X0 十 x1l00=1, 
100 100 


同样 的 结论 对 X, 也 成 立 ， 而 期 望 值 是 可 加 的 ， 所 以 不 论 采 用 哪 一 种 策略 ， 我 们 赢得 奖金 总 
额 的 平均 值 是 
E(X,+ X,) -EX, «EX, =2( 百 万 美元 ) 
但 是 这 两 种 策略 看 起 来 仍然 是 不 同 的 ， 抛 开 期 望 值 ， 我 们 来 研究 忆 + 郊 的 精确 的 概率 
分 布 : 











| 赢得 的 奖金 〈 百 万 美元 ) 





0 100 200 
相同 的 抽奖 0.9800 0.0200 
不 同 的 抽奖 0.9801 0.0198 0.0001 








如 果 我 们 在 同一 次 抽奖 中 买 两 张 彩票 ， 就 有 98% 的 可 能 什么 也 得 不 到 ， 而 有 2% 的 机 会 得 到 1 
亿美 元 ,如果 我 们 在 两 次 不 同 的 抽奖 中 买 两 张 彩票 ,就 有 98.01% 的 可 能 空手 而 归 , 这 就 比 前 
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一 种 不 得 奖 的 可 能 稍 大 一 点 , 而 此 时 我 们 有 0.01% 的 可 能 赢得 2 亿美 元 ,这 上 比 前 一 种 稍 高 一 些 ， 





而 现在 赢得 1 亿美 元 的 可 能 性 是 1.98%. 所 以 在 第 二 种 情形 下 ，X +X, 的 分 布 要 更 分 散 一 些 ， 
其 中 间 值 1 亿美 元 的 可 能 性 略微 小 一 点 ， 而 取得 极端 数值 的 可 能 性 要 略微 大 一 些 . 

方差 所 要 抓 住 的 核心 正 是 随机 变量 的 分 散 程度 这 个 概念 . 我 们 用 随机 变量 与 其 均值 偏差 
的 平方 来 度量 其 分 散 程度 .于 是 在 情形 1 中 ， 其 方差 就 是 


0.98(0M — 2M) +0.02(100M -2M) =196M? ; 


而 在 情形 2 中 ， 这 个 方差 等 于 
0.9801(0M —2M y 4-0.0198(100M —2M)° +0.0001(200M —2M)^-198M".. 


正如 我 们 所 期 望 的 ， 后 面 一 个 方差 要 略微 大 一 些 ， 因 为 情形 2 的 分 布 更 加 分 散 一 些 . 

当 我 们 研究 方差 时 ， 每 一 项 都 取 平方 ， 所 以 数 有 可 能 变 得 非常 大 .( 因子 M 是 10 000 

亿 ( 10”)， 这 个 数 即 使 对 于 大 赌注 的 赌 棍 来 说 也 是 够 可 观 的 了 . ) 为 了 将 数字 返回 到 原来 更 

有 意义 的 单位 ， 我 们 经 常 取 方 差 的 平方 根 ， 所 产生 的 数 称 为 标准 差 ( standard deviation )， 通 

第 用 希腊 字母 o 来 表示 : 
OC=VVX . 


在 两 种 抽奖 策略 的 问题 中 ， 随 机 变量 成 + 总 的 标准 差 是 V196M? =14.00M 以 及 
V198M* =14.071 247M .在 某 种 意义 下 ， 第 二 种 选择 大 约 有 71 247 美 元 的 风险 . 

方差 如 何 来 帮助 我 们 选取 策略 ? 这 并 不 明显 . 方差 更 大 的 那 种 策略 要 冒 一 点 风险 ,然而 ， 
是 采用 多 一 些 风险 的 策略 还 是 采用 更 安全 的 策略 , 才能 得 到 最 多 的 回报 呢 ? 假设 我 们 有 机 会 
买 100 张 票 , 而 不 是 仅仅 两 张 , 那么 我 们 就 能 确保 在 单独 一 次 抽奖 中 获胜 ( 此 时 方差 为 零 ) 或 
者 我 们 可 以 赌 100 次 不 同 的 抽奖 ， 这 就 会 有 0.99”= 0.366 的 机 会 什么 也 得 不 到 ， 不 过 也 会 有 
一 个 非 零 的 概率 可 以 赢利 高 达 100 亿 美元 . 在 这 些 不 同 的 方案 中 做 出 选择 超出 了 本 书 的 范畴 ， 
我 们 在 这 里 能 做 的 就 是 说 明 如 何 来 做 计算 . 

KRE, 无需 用 定义 ( 8.13 )， 还 有 一 个 更 简单 的 方法 计算 方差 . (我们 猜测 其 中 一 定 隐 
藏 着 某 种 数学 的 东西 ， 因 为 在 彩票 抽奖 例子 中 的 方差 魔术 般 地 显现 为 M? 的 整数 倍 . ) 由 于 
(EX) 是 常数 ， 故 而 我 们 有 


E((X - EX) =E(X? -2X(EX)+(EX)’) 
= EQ) - XEXXEX) - (EX). , 









































(8.14) 





















































从 而 


VX = E(X’)-(EX) . (8.15) 


“方差 等 于 随机 变量 的 平方 的 均值 减 去 其 均值 的 平方 . ” 

例如 在 这 个 彩票 抽奖 问题 中 ，(X +X, y 的 均值 是 0.98(0M)?+0.02400M)? = 200M? , 
WA Æ 0.9801(0M )? 4 0.0198(100M )? --0.0001(200M)? = 202M*. 减 去 4M”( 均值 的 平方 )， 
就 给 出 我 们 历经 艰难 才 得 到 的 结 





另外 一 种 化 解 风险 
的 方法 或 许 是 贿赂 
彩票 抽奖 官员 .我 猜 
想 那 就 是 概率 变 得 
力 不 能 及 之 处 ， 


( 注意: 这 些 旁 注 所 
表达 的 观点 并 不 一 
定 代 表 本 书 作 者 们 
的 观点 . ) 


如 果 切 比 雪 夫 在 
1867 年 证 明了 它 , 它 
就 是 一 条 经 典 的 67 
款 切 比 雪夫 定理 ." 
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当 针 和 了 为 独立 的 随机 变量 时 ， 如 果 我 们 想 要 来 计算 V(X+Y) ， 甚 至 还 有 一 个 更 加 容 
易 的 公式 ， 我们 有 
E((X+7)’)=E(X’ +2XY+7’) 
=E(X’)+2(EX)(EY)+E(Y’), 
为 在 独立 的 情形 下 我 们 知道 有 E(XY) = (EX)(EY) . 这样 一 来 ， 就 有 
V(X+Y)=E((X+7))-(EX+EY) 
= E(X*)+2(EX (EY) + E(Y?) -(EX)? -2(EX XEY) - (EY) 
= E(X?) - (EX) + E(Y?) - (EY 
=VX+VY. (8.16 ) 


“独立 随机 变量 之 和 的 方差 等 于 它们 的 方差 之 和 . ”例如 , 我 们 用 单独 一 张 抽 彩 票 策略 能 赢得 
的 奖金 金额 的 方差 是 


E(X7)-(EX,) =0.99(0M) +0.01100M) -(0My 299M^. 


于 是 ,在 两 次 分 开 (独立 的 ) 抽奖 中 购买 两 张 彩票 所 能 赢得 的 奖金 总 额 的 方差 是 
2x99M* 2198M^. 对 于 nn 张 独立 彩票 而 言 ， 相 应 的 获奖 总 金额 的 方 ene 

PRL TESA S 的 方差 是 这 个 公式 的 一 个 推论 ， 这 是 由 于 = Si+S, 是 两 个 独立 
的 随机 变量 之 和 . “RPA, 我们 有 



































2 
VS, =2( +2" +344? 45° +67)— (7) zo 


2 12° 
从 而 有 V5=245=2. TAME HET UG 
2 
VS, =1(2x1 +2 +3? 44 +5? 42x6))- E EM 
8 2] 12 








Mif PEARCE REIHE VS = = =7.5. 注意 , WAN S 方差 更 大 , 尽管 8 实际 上 比 


使 用 均匀 骨 子 时 更 经 常 取 到 均值 7 如果 我 们 的 目的 是 掷 出 许多 幸运 数 7, 那么 方差 就 不 是 我 
们 获得 成 功 的 最 好 指标 . 

好 的 , 我 们 已 经 学 习 了 如 何 计算 方差 , 但 是 尚未 真正 看 出 为 什么 方差 是 需要 计算 的 当然 
指标 . 人 人 都 计算 它 , 但 是 为 什么 要 这 样 做 呢 ? 其 主要 原因 是 切 比 雪夫 不 等 式 (中), 它 
表明 方差 有 一 个 重要 的 性 质 : 


Pr((X-EX) >a)<VX/a, Bitia0. (8.17) 









































(D “67 款 切 比 雪夫 定理 ”是 “ 佛 兰 汽车 ”( ”67 Chevrolet ) 的 谐音 . 
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( 这 不 同 于 我 们 在 第 2 章 里 遇 到 的 切 比 雪夫 单调 不 等 式 . ) 非常 粗略 地 说 ，( 8.17 ) 告诉 我 们 : 
如 果 一 个 随机 变量 的 方差 VX 很 小 , 那么 它 与 其 均值 EX 偏离 很 远 的 可 能 性 就 会 很 小 .其 
证 明 出 人 意料 地 简单 .我 们 有 

VX = (X(@) -EX) Pr(o) 


aeo 


> Y (X(o)-EX)Pr(w) 


aeQ 











(X(2)-EXJ za 
> MX aPr(a)= aPr((X -EXP = a) ; 
m s 
H a SERICO. TER. 
如 果 我 们 用 x 表示 均值 ， 用 o 表示 标准 差 ， 又 在 (8.17 ) PA VX FUR, WARE 
(X -EXy > PVX 5(X-uy Z (coy 相同 ， 因 此 (8.17) 就 给 出 
Pr(|X -u| 2co)<1/c’. (8.18) 
这 样 一 来 ， 除 了 至 多 1/c? BERI! X ERREEN oa. PREH c fig EB DC 
间 范 围 内 .一 个 随机 变量 至 少 在 75% 的 时 间 里 落 在 以 均值 4 为 中 心 、2c 为 半径 的 区 间 范 围 
内 ， 它 至 少 在 99% 的 时 间 里 落 在 4-10c 5j u10o 之 间 . 这 些 结果 是 切 比 雪夫 不 等 式 当 
w=4VX 以 及 w=100VX 时 的 情形 . 
如 果 我 们 掷 一 对 均匀 的 仍 子 次 ， 则 对 于 很 大 的 ， 次 抛掷 所 得 的 总 点 数 几 乎 总 是 接 


近 于 7n， 其 原因 是 : m YH SEIMEI f Eam. Pn E B bae 


[35 

wm $ 
所 以 切 比 雪夫 不 等 式 告诉 我 们 : 当 抛掷 对 个 均匀 的 仍 子 时 ， 至 少 有 99% 的 试验 所 涉及 的 最 后 
的 和 式 都 将 介 于 


"In-10 n 和 7n +10 E 


之 间 . pun, WTS SF 100703 IR, STEN TA PATA RII KF 9996 BL 
介 于 6 975 000557 025 000 之 间 . 

一 般 来 说 ， 设 蕊 是 概率 空间 吕 上 任意 一 个 随机 变量 ， 它 有 有 限 的 均值 4L 和 有 限 的 标准 
Ho. 那么 我 们 可 以 考虑 概率 空间 Q”， 它 的 基本 事件 是 元 事件 组 (@,w,,…,@w,) ， 其 中 每 
个 we Q ， 且 它 的 概率 是 

Pr(@ ,0,,…,0,) = Pr(@,) Pr(@, )---Pr(@, ). 
如 果 现 在 用 公式 

X, (0,0, ::,0,)= X(@,) 
Were CLARE X, ， 则 量 
























































( 那 就 是 说 , 对 于 n 

的 任意 固定 的 值 ， 当 
我 们 观察 一 组 nn 个 
ROR ABT, LOU 
值 在 所 有 情形 的 99% 
之 中 将 落 在 所 说 的 
界限 之 间 . 不 要 错误 
也 将 它 理解 成 当 n 
变动 时 无 穷 序 列 
Xo X, X, 的 平 
2 4&. ) 
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Xi +X, 十 … 十 天， 
是 7 个 独立 随机 变量 之 和 ， 它 对 应 于 在 Q 上 取 的 n 个 独立 的 样本 (sample )， 并 将 它们 相 
WEE. X +X, +X 的 均值 是 zw ， 而 标准 差 是 Vac ， 从 而 这 个 样本 的 平均 值 





1 
—(X, tX, X,) 
n 


2 /DALI~ MINT HL a 106 / |n 和 +100 /Vn ZE. 换 句 话说 ， 如 果 我 们 选取 足够 大 
Hj n fe, M n 个 独立 样本 的 平均 值 将 几乎 总 是 非常 接近 期 望 值 EX . (在 概率 论 的 教科 书 中 ， 
证 明了 一 个 被 称 为 强大 数 定 律 的 更 强 的 定理 , 不 过 为 了 我 们 的 目的 , 刚刚 推导 出 来 的 切 比 雪 
夫 不 等 式 的 简单 推论 就 足够 了 . ) 

有 时 我 们 并 不 知道 一 个 概率 空间 的 特征 ， 想 要 通过 反复 对 随机 变量 的 值 取样 来 估计 
这 个 随机 变量 的 均值 .( 例如 ， 我 们 或 许 想 要 知道 旧金山 在 一 月 里 中 午 的 平均 温度 ,或 者 保 
险 代理 人 的 平均 预期 寿命 ) 如 果 我 们 得 到 了 独立 的 经 验 观 察 数据 ,XX,,…,X, ， 就 能 猿 出 
真实 的 均值 近似 等 于 












































R X LX pet Y 
ip geass aS (8.19) 
n 
而 且 我 们 还 能 利用 公式 
A KEN pot X (X EX tety y 
VX = 1 十 2 十 二 E: 1 十 2 十 t n) (8.20 ) 


n-l n(n-1) 
来 估计 方差 . 公式 中 的 几 个 (za=-D 看 似 印刷 错误 ， 似 乎 它们 应 该 像 在 (8.19) PARR n , 
因为 真正 的 方差 VX 是 由 式 〈8.15 ) 中 的 期 望 值 定 义 的 .在 这 里 用 -1 代替 二 可 以 得 到 更 好 
的 估计 ， 因 为 定义 (8.20 ) 意味 着 
E(VX)=VX. 
其 成 立 的 理由 是 : 
e | 
n-— k=1 


M j=1 k=l 


- Pson-1YYsox) 


j=l k=l 











(821) 


j.š 





n 


- raD- cea ssa | 


j=l 








= 一 一 nmE(CE2)- 工 (ECF2) + n(n DB) 
n-l n 


= E(X?)-E(X)? = VX. 








CEH EXP # k] -EQCj =k] RE EX 和 ) 时 ， 这 个 推导 用 到 了 所 观察 样本 之 值 的 独 
立 性 . ) 
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实际 上 ， 关 于 一 个 随机 变量 的 试验 性 结果 通常 可 由 计算 样本 均值 =EX 以 及 样本 标 
WH O=VVX ,并 将 管 案 表示 成 Lt+o /Vn 的 形式 而 得 到 . 例如 ,这 里 是 对 两 个 均匀 山子 拂 
十 次 的 结果 : 






























































OE) — EJE] IL HE HE 
HEE GIC EIC LJE3 GS 
其 点 数 之 和 的 样本 均值 是 
WM=(7+11+8+5+4+6+10+8+8+7)/10=7.4; 
样本 方差 是 


(T +11 +8° +5 «4 +6 +10 «8 «8 4T 104 y/o #2.1° . 
Tex adEnl E, RUER RTOP RAZE 7.442.1/V10 = 74507. 

我 们 再 来 考虑 一 个 有 关 均 值 和 方差 的 例子 , 目的 是 指出 它们 从 理论 上 而 不 是 凭 经 验 应 该 
怎样 计算 .我 们 在 第 5 章 考 虑 过 “足球 胜利 问题 ”， 在 该 问题 中 有 7 顶 帽 子 被 抛 向 空中 ， 而 
其 结果 是 帽子 的 一 个 随机 排列 .我 们 在 方程 (5.51 ) 中 指出 了 : 没有 人 得 到 正确 帽子 的 概率 
是 ni /n!=1/e. 对 于 恰好 有 个 人 得 到 自己 帽子 的 概率 ， 我 们 还 推导 出 了 公式 
Lark) 
k1(n — k) 

重新 叙述 刚刚 学 过 的 这 些 用 数学 形式 表述 的 结果 ， 我 们 就 可 以 来 考虑 {1,2,…,n|} 的 所 有 
nl 个 排列 z 组 成 的 概率 空间 开 , ， 其 中 对 所 有 ze I, 都 有 Pr(x)=1/n!. 随机 变量 

五 (7) = 元 的 “不 动 点 ”的 个 数 ， 关 e 了 I, 
所 计算 的 是 在 足球 胜利 问题 中 正确 下 落 的 帽子 的 个 数 ， 方 程 (8.22 ) 给 出 Pr( = 月 ， 不 过 
我 们 假装 并 不 知道 任何 这 样 的 公式 ， 仅 仅 想 研究 忆 的 平均 值 及 其 标准 差 
事实 上 ， 避 开 第 $ 章 里 的 所 有 复杂 性 ， 这 个 平均 值 非常 容易 计算 .我 们 直接 注意 到 
F, (m) = FA) +h (A) +--+ F,,,() ， 


n,n 


F Gr) - Le ER k EAR], mel, 











(8.22) 





]ín 
P(n,k)= EH (n-Kk)j- 


























因此 
EF, =EF,,+EF,,+--+EF 


m F,, 的 期 望 值 就 是 F,, = 1, CEFL, AA! MAB zr = 757,7, € TL, 中 恰好 有 
(n-1)! NEm, =k. 于 是 
EF =n/n=1, n»0. (8.23 ) 
平均 来 说 , 会 有 一 顶 帽 子 落 在 它 正确 的 位 置 上 .“ 平 均 来 说 , 一 个 随机 排列 有 一 个 不 动 点 .” 
标准 差 是 什么 呢 ” 这 个 问题 更 为 困难 ， 因 为 诸 个 巨 , 相互 并 不 独立 . 但 是 我 们 可 以 通过 

分 析 它 们 之 间 的 相关 性 来 计算 方差 : 


























不 要 与 斐 波 那 契 数 搞 
RT. 


平均 值 为 1. 
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1 2 n n 
E(F,) = 中 Fa) | = HSS FF | 
k=l j=l k=l 


-Y YE, Fa)- p» E(E,)t2 >) EQ). 


j=l kal ]x jekxn 


(我 们 在 第 2 章 里 推导 (2.33 ) 时 用 到 过 类 似 的 技巧 . ) WEA E, = F,, ATF, 或 者 为 0 或 
者 为 1， 从 而 与 之 前 一 样 有 E(F2)= ER =1/n. 又 如 果 j<k，, RIMA ECF, F) = Pr (x 
以 /和 及 不 动 点 )= (n-2)/ nt=1/n(n-1). 于 是 











| | 2. 4285. (824) 
n 42jn(n-1) 


( 检查 一 下 ， 当 n=3 时 我 们 有 X07 XT 42x 2? c? =2. ) 方差 是 E(F7)-(EF) =1, 


所 以 标准 差 ( 与 均值 相像 ) HEL. "n 三 2 个 元 素 的 随机 排列 有 1+t1 个 不 动 点 .” 
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如 果 蕊 是 一 个 仅 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 ， 我 们 可 以 利用 第 7 章 的 技术 很 好 地 掌握 它 的 
概率 分 布 ， 蕊 的 概率 生成 函数 (probability generating function, pgf) 是 
G,(z) 2 Y Pr(X 2 )z* . (8.25) 























这 个 关于 z RRS TARMINE X 的 所 有 信息 .我 们 也 能 用 男 外 两 种 方式 来 表示 
Č: 





Gi (2) = * Pays" 9 =E(z*). (8.26 ) 





Gx(z) 的 系数 是 非 负 的 ， 且 它们 的 和 为 1， 后 面 这 个 条 件 可 以 写成 
G,()=1. (8.27) 
反 过 来 ， 任 何 具 有 非 负 系数 且 满足 GO 21 FER G(z) 都 是 某 个 随机 变量 的 概率 生成 
有 关 概 率 生 成 函数 的 最 大 长 处 是 , 它们 通常 可 以 简化 均值 和 方差 的 计算 . 例如 , 均值 容 
易 表示 成 
EX = Y k.Pr(X =k) 


k20 














-Y PX =k) ket | (8.28) 


k20 


= Gy (I), 


我 们 直接 对 概率 生成 函数 关于 z 求 导 并 令 z=1. 
方差 也 只 略微 复杂 一 点 
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E(X’)= > k’ .Pr(X = 月 
k20 


= > Pr(X = k)-(k(k-Dz*? + kz") 


k20 





76:06.) , 


这 样 一 来 就 有 
VX =G7()+G0%.()-G6%(0). (8.29 ) 


等 式 (8.28 ) 和 (8.29) 告诉 我 们 : 如 果 能 计算 两 个 导数 值 G%() AGIO ， 就 能 计算 均值 和 
方差 . 我 们 并 不 需要 知道 概率 的 封闭 形式 ， 甚 至 都 不 需要 知道 C,(z) 本 身 的 封闭 形式 . 
当 C 是 任意 一 个 冰 数 时 ， 记 
Mean(G) = G'(1) , ( 8.30) 
Var(G) = G"(1) + G'( - Gy , (831) 


是 很 方便 的 ， 因 为 我 们 经 常 性 地 要 计算 导数 的 这 些 组 合 . 

关于 概率 生成 函数 的 第 二 大 长 处 是 : 在 许多 重要 的 情形 ， 它 们 都 是 z 的 比较 简单 的 函 
数 . 例如 , 我 们 来 观察 阶 为 n 的 均匀 分 布 (uniform distribution ), 在 其 中 随机 变量 以 概率 1/n 
取 {0,1,…,n 一 1} 中 的 每 一 个 值 ， 在 这 种 情形 下 ， 它 的 概率 生成 孔 数 是 











b 








Uo +z ttz) LÀ n=l. (8.32) 


, 
n l-z 




















对 U,(z) ， 我 们 有 封闭 形式 ， 因 为 这 是 一 个 几何 级 数 . 

但 是 这 个 封闭 形式 有 点 令 人 乾 炊 : 当 我 们 代入 z =1 时 (这 是 z 对 概率 生成 函数 来 说 最 为 
关键 的 值 ) 就 得 到 未 加 定义 的 0/0 的 值 , 尽管 U,(z) 是 一 个 多 项 式 , 且 在 z 的 任何 值 都 有 很 
好 的 定义 .根据 非 封闭 形式 (4+z+…+z”")/n ， 显然 可 见 值 U,Q)=1， 而 如 果 我 们 想 要 从 圭 
闭 形式 来 确定 U, 0) , 看 起 来 必须 借助 洛 必 达 法 则 来 求 lim,,,U, (z) . 用 洛 必 达 法 则 来 求 U/() 
要 更 加 困难 一 些 ， 因 为 其 分 母 中 有 一 个 因子 (z-1) , UD 的 计算 还 要 更 加 困难 . 

幸运 的 是 有 一 个 跳出 这 种 两 难处 境 的 好 方法 .如 果 G(z) = 》,_,g,z" 是 任何 一 个 震级 
数 ， 它 至 少 对 满足 | > 1 的 一 个 = 值 收 剑 ， 那 么 震级 数 C(z) = Y, ong, z" 也 有 这 个 性 质 ， 
故而 G(z) 、G”(z) 等 均 如 此 ， 这 样 一 来 ， 根 据 泰勒 定理 ， 我 们 可 以 写成 





























GO+D=60+ 4 905,870) ( 8.33) 


H GUHA RAP Wit WERZA, G(z) TE z = LAR ERERKEN RAUH M. 
fala, 1535] E Wt PRU, (2) 的 导数 容易 这 样 来 求 得 : 


1(1+0)"=1 


n t 


l(n|) 1[n lj), 1/4) 4 
= + t+ 大 十 十 一 | |e. 
nil) n\2 n\3 n\n 


WEAR (833) 比较 就 给 出 





U, (+= 
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tists v04, UW- Ce, (834) 








AOR BLA UU (1) 2 (2-D2 /(m-1) ， 尽 管 为 了 计算 均值 和 方差 我 们 只 需要 六 =1 和 六 =2 
的 情形 .均匀 分 布 的 均值 是 














ray | 
U' (1)= ik (8.35) 
而 方差 是 
ton rran _ iD 一 2) -CD (n-1)? 
U,(D*U,()-U,() «4 T +6 m 3 T 
Nc (8.36) 
12 





概率 生成 函数 的 第 三 大 长 处 是 : 概率 生成 函数 的 乘积 对 应 于 独立 随机 变量 之 和 .在 第 5 
章 和 第 7 章 里 我 们 得 知 ， 生 成 函数 的 乘积 对 应 于 数列 的 卷 积 ,但 是 在 应 用 中 更 加 重要 的 是 知 



































道 概率 的 卷 积 对 应 于 独立 随机 变量 之 和 .， 的确， 如 果 针 和 了 Y de RRO Lt, XD 
A X +Y =n 的 概率 是 


Pr(X +Y 2n)- Y Pr(X -KHY =n-k). 
k 























WAS X ALY 是 独立 的 ,我们 就 有 
Pr(X+Y=n)= Y P(X =k) Px(¥ =n-h), 








这 是 一 个 卷 积 ， 于 是 ( 这 是 关键 所 在 ) 
Cuy()=GCv(z)G (2) ， 如 果 和 和 了 是 独立 的 . (8.37 ) 
在 这 一 章 早 些 时 候 我 们 曾经 注意 到 : 当 针 和 了 独立 时 , VX +Y) 2 VX - VY . F(z) M G(2) 
是 和 了 的 概率 生成 函数 ， 又 设 瑟 (z) 是 + 了 的 概率 生成 函数 .那么 
A(z)=F(z)G(z) , 
THA (8.28) 到 (8.31) 有 关 均 值 和 方差 的 公式 告诉 我 们 ， 必 定 有 
Mean(H) = Mean(F) * Mean(G) ; (8.38) 
Var(H) = Var(F) * Var(G) . ( 8.39 ) 
WEAN SRA H1 Sfc Mean(H) = H"(1)) AK Var(H) = H"(D  H'() - H'(0? We, ETRE 
函数 乘积 瓦 (z) = F(z)G(z) 并 不 成 立 ， 我 们 有 
H(z) = F'(z)G(z) + F(z)G'(z) , 
H"(z) = F'(z)G(z) * 2F'(z)G'(z) - F(z)G'(z) . 
但 是 ， 如 果 令 z=1， 我们 就 能 看 出 ， 只 需 
F(0-G()-1, (8.40) 


x 
的 
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且 导 数 存在 , 那么 (8.38 ) Al (8.39 ) 在 一 般 情 形 下 就 都 能 成 立 . 为 使 这 些 公式 成 立 , “概率 ” 
不 必 一 定 在 [0..1] 中 .只 要 FQ) 和 GOD 不 等 于 零 ， 为 了 使 得 这 个 条 件 成 立 ， 我 们 可 以 通过 始 


AH FQ) MGO RRE F(z) 和 G(z) 标准 化 . 


均值 和 方差 并 不 是 全 部 的 内 容 . 它们 仅仅 是 丹麦 天 文学 家 Thorvald Nicolai Thiele? -F 
1903 年 引入 的 所 谓 的 累积 量 (cumulant ) 统计 学 的 无 穷 级 数 中 的 两 个 .一 个 随机 变量 的 前 两 
个 累积 量 K 和 就 是 我 们 称 为 均值 和 方差 的 量 ， 还 有 更 高 次 的 累积 量 ， 它 们 表达 了 概率 分 























布 的 更 加 精致 的 性 质 ， 当 G(z) 是 一 个 随机 变量 的 概率 生成 函数 时 ， 一 般 的 公式 
InG(e) = &., 4 2 Ki 3 K, 
]! 2! 3! 4! 

就 定义 了 所 有 阶 的 累积 量 . 
我 们 来 更 加 密切 地 观察 累积 量 . WR G(z) 是 的 概率 生成 函数 ， 我 们 有 


G(e)J)=》PrX=he" = > Pr(X = je 


t 
k,mz0 m! 


tote 




















epp Me eu s 
1! 2! 3! 





其 中 
My, 7 Yk" PX = k) = BCX"). 
大 三 0 


XNE u, PRA X BS m YE (mth moment). 我 们 可 以 在 (8.41) 的 两 边 取 指数 ， 


T Ge) 的 另 一 个 公式 


2 
Lg 1 t 
Kit—KkÜrxe| xtA 
, 2 2 
Gia e c ux. ug 
1! 2! 


1 
brit (Gt KE te 


让 t WRENS AOS OS — ABZ 
K, = 44, 
K, = 45 - Hy , 
K, = 4, —344 + 2H, ， 
K, = 4 -Au us, 120) l, -3u5 -64 , 
Ks = Us - 54M4 + 200g us - 101, + 300,45 — 60L; H, + 24u; 





(8.41) 


( 8.42) 


( 8.43 ) 


这 就 给 出 


( 844) 
(8.45 ) 
( 8.46 ) 
(8.47 ) 
( 848) 


这 些 公式 用 矩 定义 了 累积 量 . 注意 ，z MLE 22 EQ) - (EX) , fir nS HARE. 
方程 (8.41 ) 使 得 下 述 结论 变 得 明显 : 由 两 个 概率 生成 函数 的 乘积 下 (z)G(z) 所 定义 的 累 











积 量 





是 F(z) 和 G(z) 对 应 的 累积 量 的 和 ， 因 为 乘积 的 对 数 是 和 .， 于 是 独立 随机 变量 之 和 的 所 
有 的 累积 量 都 是 可 加 的 ， 恰 与 均值 以 及 方差 相同 . 这 个 性 质 使 得 累积 量 比 矩 更 加 重要 . 


我 将 以 优异 成 绩 毕 业 . 


“对 这 些 更 高 阶 的 半 
不 变量 ， 我 们 不 打算 
给 出 特殊 的 名 称 .” 

— —T.N.ThieleP?!! 
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如 果 我 们 采用 稍微 不 同 的 途径 ， 记 








G(1 +t) =14 9742p Spy... ， 
1! 2! 3! 
方程 ( 8.33 ) 告诉 我 们 : 诸 w 是 “阶乘 矩 ” 
a, 2 G1) 
= Beppe 
kz0 in 
= Y Kk" Pr(X =k) 
k20 
= E(x"). (8.49 ) 


由 此 得 出 
Gle')= 14 5 e -+e - D e 


一 二 全 + E44) + 
1! 2 21 


1 
=1+æt+7 (0 to) ve, 


我 们 可 以 用 导数 G' (1) 来 表示 累积 量 : 





K =Q, (8.50 ) 
K,-20,*0,—0, , (8.51) 


K, =Q,+3a, * @,-3a,a, - 302 +2@ , (8.52) 


这 一 列 公式 得 出 的 “加 性 ”恒等式 , 将 (8.38) 和 (8.39) 推广 到 了 所 有 的 累积 量 . 

让 我 们 回 到 现实 中 来 , 并 将 这 些 想 法 应 用 到 简单 的 例子 上 去 . 一 个 随机 变量 的 最 简单 情 
形 是 “随机 常数 ”, 其 中 以 概率 1 取 固 定 的 值 x. 在 此 情形 下 G,(z)=z*, 且 有 InG,(e')=xt， 
因此 均值 是 x ,其 他 所 有 的 累积 量 都 是 零 . 由 此 推出 , 用 z* 乘 以 任何 概率 生成 函数 的 运算 都 
使 均值 增加 x ,但 是 保持 方差 以 及 所 有 其 他 的 累积 量 不 变 . 

概率 生成 函数 怎样 应 用 于 山 子 呢 ?一 个 均匀 山子 的 点 数 分 布 有 概率 生成 函数 


_Z+2 +2 +2 +2 +z’ 


G(z) 
6 
SPU, 是 阶 为 6 的 均匀 分 布 的 概率 生成 函数 ， 因 子 “z ”给 均值 增加 1， 所 以 其 均值 是 3.5， 而 
不 是 (8.35) 中 那样 的 2 工 - 2.5 ， 但 是 一 个 额外 的 “z ”并 不 影响 方差 (8.36 )， 其 是 22 
两 个 独立 仍 子 上 的 总 点 数 的 概率 生成 函数 是 一 个 贷 子 上 点 数 的 概率 生成 函数 的 平方 





























- zU,(z), 


n- 























1 
2 12° 

















zi +22? 43z^ Az) 452° 462) +525 e Az? 432 422 +z” 


G,(z)= 36 
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MRR- IHR En K, 类似 地 ， 我 们 总 共 得 到 点 的 概率 是 
[z ] G; (z) = [z ] aU y^ 
二 p WU, (z)" : 

早先 考虑 过 的 帽子 下 落 欢 呼 足 球 胜利 问题 , 也 可 称 为 计算 随机 排列 的 不 动 点 问题 , 我 们 

由 (5.49 ) 知道 其 概率 生成 函数 是 


(n - E) z“ 
oci, (n-k)! k! | 








五 (全 = 7 之 0 . (8.53 ) 





m-bi 
ipe, (n-k)! (k - D)! 
E (n-1-k)i z“ 
oca (17 1— K)! k! 
= £1(2). 
不 用 知道 这 些 系数 的 详细 情况 ,我们 就 能 由 递归 式 F(z) =F C) HEE EL) = Fg), 
从 而 


F(z)= 








F” () = F,_, (1) =[n = m]. (8.54) 
这 个 公式 使 得 计算 均值 和 方差 更 容易 ， 与 之 前 一 样 (不 过 更 加 快捷 ) 地 求 出 : nau 
们 两 者 都 等 于 1. 

实际 上 ， 我 们 可 以 证 明 : 只 要 nn 宇 m， 这 个 随机 变量 的 第 m 个 累积 量 K, 就 等 于 1. 因为 
第 六 个 累积 量 仅 与 (人 D,F 人 DEF2GD 有 关 ,， 且 这 些 累 积 量 全 都 等 于 1， 从 而 对 第 六 个 累积 
量 得 到 的 答案 ， 与 用 极限 概率 生成 函数 

F(z)=e" (8.55) 

RE F (z) 时 得 到 的 答案 相同 , 对 这 个 极限 概率 生成 函数 的 所 有 阶 导 数 都 有 已 (GD) =1. FL BS 
累积 量 恒 等 于 1， 因 为 











， EXE 
In F (e) =ne" =e -1=—+—+— +- 
1! 2! 3! 





8.4 抛掷 硬币 FLIPPING COINS 


现在 我 们 转向 得 到 两 个 结果 的 过 程 . RR, ESTE TE BEE p , 
而 出 现 反面 的 概率 是 9 ， 其 中 
ptqe=l. 
( 我们 假设 硬币 不 停止 在 竖 直 状态 ， 也 不 掉 进 洞 中 等 等 . ) 在 整个 这 一 节 中 , p 和 g 的 和 总 


是 1， 如 果 硬 币 是 均匀 的 (fair), RIDA p= a=. 反之 硬币 就 是 不 均匀 的 (biased ) 



































帽子 的 分 布 是 一 个 不 
同 种 类 的 均匀 分 布 . 


骗子 们 都 知道 ， 当 你 
在 一 张 光滑 的 桌面 
上 旋转 一 枚 新 铸 的 美 
KAPI, p=0.1. 
(重量 分 布 使 得 林 
肯 的 头像 向 下 .) 


正面 我 赢 ,反面 你 输 . 
不 ? 那 好 ， 反 面 你 
输 ， 正面 我 赢 . 

不 ? 好 的 ， ABA, GE 
面 你 就 输 ， 反 面 我 
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在 抛掷 硬币 一 次 之 后 ， 正 面 出 现 次 数 的 概率 生成 函数 是 

H(z)=q+ pz. (8.56 ) 

Ti ERR nK, Jf ec IR] A he, 正面 出 
现 的 次 数 由 











H(z)" = (q+ pz)" = Yee (8.57) 


ADM. TUE, fen abe te E iE IURI |g .这 个 概率 序列 称 为 二 项 
分 布 (binomial distribution ). 

假设 我 们 反复 抛掷 一 枚 硬币 直到 第 一 次 出 现 正 面 , 恰好 需要 抛掷 天 次 的 概率 是 多 少 ? 以 
概率 p， 则 有 k=1 (这 是 第 一 次 抛掷 就 出 现 正面 的 概率 ); 以 概率 qp ， 则 有 k=2 (这 是 首 
先 出 现 反面 ， 接 下 来 出 现 正面 的 概率 ); 而 对 一 般 的 此 概率 为 gq“p ， 所 以 其 生成 函数 是 














pz qpz! +g pr + =A. (8.58) 
1— gz 


重复 这 一 过 程 直 到 得 到 个 正面 ， 这 就 给 出 概率 生成 函数 


pz p m n+k-1 k 
(s) eee" eo 


























k-1 and 
E ^q uw. 8.59 
Xr q*"z (8.59) 
附带 指出 ， 这 就 是 z" 乘 以 
p 1 n+k-1 bd 
= 8.60 
= x| E jp E iin 


它 是 负 二 项 分 布 (negative binomial distribution ) 的 生成 郴 数 . 

(8.59 ) 中 的 概率 空间 ( 其 中 我 们 抛掷 一 枚 硬币 直到 出 现 个 正面 ) 与 这 一 章 早先 提 到 的 
概率 空间 不 同 ， 因 为 它 包含 无 穷 多 个 元 素 . 每 个 元 素 都 是 由 正面 和 (或 ) 反面 组 成 的 一 个 有 
限 序列 ， 它 总 共 恰 好 包含 个 正面 ， 且 以 正面 作为 结束 ,这样 一 个 序列 的 概率 是 pq". H 
中 -nn 是 反面 的 个 数 . 例 如， 如 果 n=3 且 我 们 用 H 代 表 正 面 ， 而 用 T 代 表 反 面 ， 则 序列 
THTTTHH 就 是 这 个 概率 空间 的 一 个 元 素 ， 且 它 的 概率 等 于 qpqqqpp = pg’ . 

设 荆 是 一 个 服从 二 项 分 布 ( 8.57 ) 的 随机 变量 ， 了 是 一 个 服从 负 二 项 分 布 (8.60 ) 的 随 
机 变量 . 这些 分 布 都 与 n 和 pp 有关 . 半 的 均值 是 nH8'()=np ， 因 为 它 的 概率 生成 函数 是 
H(z)", Hee 

n(H"(1)+H()-H'()’) = n(0+ p- p^) =npq- (8.61 ) 


从 而 其 标准 差 是 npg : MURR BRET n Ue, 我 们 期 待 得 到 正面 大 约 np+tVnpg 次 . 了 的 
均值 和 方差 可 以 用 类 似 的 方法 求 得 : 如 果 设 
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G(z)=—2 


1— gz 
我 们 就 有 
un Pd 
TOST 
ny 2PE 
uro 
从 而 GD = pq/ p -qK!pH G'(D22pq' / p 22q ! p. BIERE Y HRE n/p, MA 
BE ng! p° i 
推导 了 的 均值 和 方差 的 一 个 更 简单 的 方法 要 用 到 倒数 生成 函数 ( reciprocal generating 


function ) 




















a ee ee ( 8.62) 
D opp 
id 
G(z) 2F(z)". ( 8.63) 

















这 个 多 项 式 F(z) 不 是 概率 生成 函数 , 因为 它 有 负 的 系数 . 但 它 的 确 满足 关键 条 件 F(1) 21. 从 
M F(z) 在 形式 上 是 一 个 二 项 式 , 它 与 以 等 于 -4 / p 的 “概率 ”得 到 正面 的 硬币 相对 应 , 而 G(z) 
在 形式 上 等 价 于 抛掷 这 样 一 枚 硬币 -1 次 (1). 这 样 一 来 ， 具 有 参数 (n, p) 的 负 二 项 分 布 就 可 
以 看 成 是 以 (np ) =(-n,-q/ p) 为 参数 的 通常 的 二 项 分 布 ， 形 式 地 进行 下 去 ， 其 均值 必定 为 
np =(-n)(-q/1p)=ng/p， 而 方差 必定 为 np'qg = (-n)\(-q/ p) (1*q/ p) e nq! p. 涉及 负 概 
率 的 这 一 形式 推导 是 合法 的 ， 因 为 我 们 对 于 通常 的 二 项 式 的 推导 是 以 形式 寡 级 数 之 间 的 恒 等 
式 为 基础 的 ， 在 其 中 从 来 就 没有 用 到 0 夺 p 夺 1 这 个 假设 条 件 . 

我 们 转向 另外 一 个 例子 : 要 连续 得 到 两 次 正面 , 我 们 需要 将 一 枚 硬币 抛掷 多 少 次 ?现在 
的 这 个 概率 空间 包含 由 H 和 T 组 成 的 所 有 如 下 形状 的 序列 : 除了 结尾 处 是 HH 之 外 ， 中 间 没 
有 相连 的 H : 


Q= (HH, THH, TTHH, HTHH, TTTHH, THTHH, HTTHH, ...}. 
WA p (URE, Fg 代替 T 就 可 以 得 到 任何 给 定 序列 的 概率 ， 例 如 ， 序 列 THTHH 以 概率 









































Pr(THTHH) = gpqpp = p’q’ . 
出 现 . 
现在 ， 我 们 可 以 如 同 在 第 7 章 开 始 所 做 的 那样 来 尝试 使 用 生成 函数 . 设 5 EQ 的 所 有 元 
素 组 成 的 无 限 和 式 
S = HH-- THH-- TTHH-- HTHH + TTTHH + THTHH -- HTTHH +... 
如 果 用 pz 代替 每 个 H ， 而 用 qz 代替 每 一 个 T ， 我 们 就 得 到 直到 出 现 两 个 连续 正面 所 需 的 抛 
掷 次 数 的 概率 生成 函数 . 














我 变 年 轻 的 概率 是 
fuat. 

RI MAREEA 
者 保持 不 变 的 概率 
就 大 于 1. 








403 








““ 你 真是 一 个 机 器 
一 台 计 算 
m, RARR, “A 
时 在 你 的 身上 有 某 
种 肯定 是 非 人 性 的 
D A 

— —J. H. 4& 4 I1 
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TE S 与 等 式 (7.1) 中 的 多 米 诺 铺 设 的 和 式 

T= |4 

之 间 有 一 个 奇特 的 关系 的确， 如 果 我 们 用 T 代 替 每 一 个 U， 而 用 HT 代替 每 一 个 日 ， 然 后 在 

结尾 处 放 上 一 个 HH ， 就 从 了 得 到 9 . 这 个 对 应 关系 容易 证 明 ， 因 为 对 某 个 n 宇 0 ，Q 的 每 

一 个 元 素 都 有 (T+HT)"HH 的 形式 ， 且 7 的 每 一 项 都 有 (D+ 日 六 的 形式 . 于 是 , 根据 (7.4) 我 
们 就 有 














































































































S =(1-T-HT) "HH, 
而 这 个 问题 的 概率 生成 函数 就 是 


G(z) -(1- qz -(pzYaz)) (pz? 




















EE d EN " (8.64 ) 
1-qz- pqz 
对 负 二 项 分 布 所 得 的 经 验 为 我 们 提供 了 一 条 线索 ， 使 得 我 们 可 以 记 
vopn (其 中 F(z)= Tar pa ), 
F(z) p 


并 通过 计算 这 个 伪 概 率 生成 函数 F(z) 的 “均值 ”和 “方差 ”就 能 最 容易 地 来 计算 (8.64) 的 
均值 和 方差 .( 再 次 引入 了 一 个 满足 FGD) =1 的 函数 . ) 我 们 有 
F'()- (-a-2pq) p -2-p'-p^, 
F'(1) 2 2pq/ p 22-2p |. 
由 于 z? = F(z)G(z), Mean(z)-2IJX Var(z)) 20, iia ti G(z) 的 均值 和 方差 就 是 
Mean(G) = 2- Mean(F) = p° + p`, (8.65) 
Var(G) 2 -Va(F) 2 p^ +2p° -2p? - p`. ( 8.66 ) 
M pe 5 时 ， 其 均值 和 方差 分 别 是 6 和 22. ( 习题 4 讨论 用 减法 计算 均值 和 方差 . ) 
， 我 们 尝试 一 个 更 加 艰深 的 实验 : 我 们 抛掷 硬币 直到 首次 得 到 模式 THTTH .获胜 位 
置 之 和 现在 是 
S=THTTH+HTHTTH+ TTHTTH + HHTHTTH + HTTHTTH + THTHTTH+ TTTHTTH + …; 
这 个 和 式 比 前 面 一 个 更 加 难于 描述 .如 果 回 到 第 7 章 求解 多 米 诺 问题 时 所 用 的 方法 ， 通 过 将 
它 考 虑 成 为 由 下 面 的 “自动 机 ”所 定义 的 一 个 “有 限 状 态 语言 ”: 


OD OT? 


CD 这 是 英国 侦探 小 说 作家 柯南 + 道 尔 (1859—1930) 于 1890 年 出 版 的 小 说 《四 签名 》( The sign of the four) 中 
华 生 评 价 福尔摩斯 的 话 . 
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我 们 就 能 得 到 关于 S 的 一 个 公式 .在 此 概率 空间 中 的 基本 事件 是 由 H 和 T 组 成 的 从 状态 0 通 
向 状态 5 的 序列 ， 例 如， 假设 我 们 刚刚 看 到 THT ， 则 我 们 处 于 状态 3， 现 在 ， 掷 出 反面 会 将 我 
们 带 到 状态 4, 在 状态 3 掷 出 正面 会 将 我 们 带 到 状态 2 ( 并 非 所 有 的 方法 都 能 回 到 状态 0， 因 为 
我 们 刚刚 看 到 的 TH 后 面 可 能 跟着 的 是 TTH ) 

在 这 个 公式 化 的 表述 中 ， 我 们 可 以 设 8 是 引导 到 状态 的 由 H 和 TT 组 成 的 所 有 序列 之 
和 ， 由 此 推出 


S, =14+S,H+5S,H, 

S = ST +S TST, 
S, = SH+ SH, 

$, = S,T, 

S, = S,T, 

S, =S,H. 


现在 问题 中 的 和 式 S ES, ,我们 可 以 通过 求解 有 6 个 未 知 数 5S, ,Si,…,S; 的 这 6 个 方程 来 得 到 
它 . 用 pz 代 符 H ,用 gz 代替 T， 就 给 出 生成 函数 ， 其 中 z" 在 5, 中 的 系数 是 经 过 n KIE 
我 们 处 在 状态 左 的 概率 . 

用 同样 的 方法 ， 状 态 间 转移 〈 其 中 从 状态 7 到 状态 的 转移 以 给 定 的 概率 p, 出 现 ) 的 
任何 图 形 都 引导 出 一 组 联 立 线 性 方程 , 它们 的 解 就 是 在 出 现 n 次 转移 之 后 状态 概率 的 生成 函 
数 . 这 种 系统 称 为 马尔 可 夫 过 程 ， 而 有 关 它 们 的 性 状 的 理论 与 线性 方程 的 理论 密切 相关 . 

但 是 抛掷 硬币 问题 可 以 用 简单 得 多 的 方法 求解 , 没有 一 般 的 有 限 状 态 方法 的 复杂 性 . 替 
代 6 个 未 知 数 So, S... 的 6 个 方程 ,可 以 仅 用 2 个 未 知 数 的 2 个 方程 就 给 出 对 5 的 刻画 . 这 里 
的 技巧 在 于 考虑 所 有 不 包含 出 现 给 定 模式 THTTH 的 抛 括 硬币 序列 的 辅助 和 式 
N=Si+S+S TS TS : 



















































































N =1+H+T+HH+---+THTHT + THTTT +--+. 
我 们 有 

1+ NM(H+T)=N+S, (8.67 ) 
因为 左边 的 每 一 项 要 么 以 THTTH 结束 (CETS )， 要 么 不 以 它 结束 ( 它 属 于 V ) RZ, A 
边 的 每 一 项 要 么 是 空 的 ， 要么 属于 NH 或 者 NT. 而且 我 们 还 有 重要 的 附加 方程 

N THTTH = S + S TTH, (8.68) 
因为 左边 的 每 一 项 或 者 是 在 第 一 个 H 之 后 , 或 者 是 在 第 二 个 H 之 后 就 构成 了 5 的 一 项 ， 而 且 
右边 的 每 一 项 都 属于 左边 . 

这 两 组 联 立方 程 的 解 容 易 得 到 : 由 (8.67) HN-ü0-S)0-H-T), Mi 


(1- S)(1— T -H)" THTTH = SQ+TTH). 


与 前 相同 ， 如 果 用 pz ARH, HaT, RA SIUS RAR AE PR C G(z) 由 
于 p+9=1， 做 一 点 简化 就 得 到 
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(1-G(2)p'qz 


-G(z)l* pq^z), 
l-z 





从 而 解 为 





G(z) 7553 cae z | ( 8.69 ) 
pqz t(l*pqz y1-z) 
注意 ， 如 果 pq +0 WA G(1)-1. 我 们 的 确 最 终 以 概率 1 遇 到 了 模式 THTTH ， 除 非 硬 币 的 构 
造 使 得 它 总 是 出 现 正面 ， 或 者 总 是 出 现 反 面 . 
为 了 得 到 分 布 (8.69 ) 的 均值 和 方差 ,我们 如 同 在 上 一 个 问题 中 所 做 的 那样 , 将 GC) 倒 
过 来 ， 记 G(z)=z /F(z) ， 其 中 已 是 一 个 多 项 式 : 








203z 二 (1 24340 — 
F-Pt ee ( 8.70) 





相关 的 导数 是 
FD=5-d+Ppg )/P 9 ， 
F'(1) =20-6pq’/ p'q' ; 
MAAR X AAD, FEATS BI) 
EX = Mean(G) = 5- Mean(F) = pq? + pq; (8.71) 
VX = Var(G) = -Var(F) 
=-25+p°q°+7p'q'+Mean(F) 
-(EXy -9p?q?-3pq'. (8.72) 


“p= it, MICRUI JE 9063651996. 
现在 我 们 来 讨论 一 般 情形 .我 们 刚刚 解决 的 问题 是 足够 “随机 的 ”， 它 表明 了 怎样 来 分 
析 正 反面 的 一 种 任意 模式 4 第 一 次 出 现 的 情形 . 我 们 再 次 设 8 是 由 H 和 T 组 成 的 所 有 获胜 序 
ZA, MIN 是 所 有 未 遇 到 模式 4 的 序列 之 和 . 方程 (8.67 ) 将 保持 原样 ， 方 程 ( 8.68 ) 
将 会 变 成 
NA=S(1+ APA"? = Anp] + ACLA? AL y] er amp = A4], (873) 
其 中 m 是 4 的 长 度 , m A LAG, 分 别 表 示 4 FE T PG DUC BU TRE K ERE. 例如 ， 
如 果 A 是 刚刚 研究 过 的 模式 THTTH ， 我 们 就 有 
AU =H, AO =TH, AP! =TTH, 49 =HTTH; 
An = T, 4a S TH, 4a =THT 4a = THTT. 
由 于 仅 有 的 完全 匹配 是 42 = 4 ， 方 程 (8.73 ) 就 转化 为 ( 8.68 ) 
设 4 是 在 模式 4 中 用 z 代替 H 以 及 用 抱 :代替 T 所 得 到 的 结果 .那么 不 难 将 我 们 对 
(8.71) 以 及 〈8.72 ) 的 推导 进行 推广 以 得 出 结论 ( 习题 20 ): 一 般 的 均值 和 方差 是 
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EX - Awla® = wl» (8.74) 


VX - (EX) - V Qk- Da 40 zl. (8.75) 
在 p= 这 一 特殊 情形 ， 我 们 可 以 用 一 种 特别 简单 的 方式 来 解释 这 些 公式 给 定 一 个 由 
m 个 正面 和 反面 组 成 的 模式 4 ， 设 


A:4=> 2TA" = Ay). ( 8.76 ) 


k=l 
我 们 可 以 用 下 面 的 方法 很 容易 地 得 到 这 个 数 的 二 进 制 表示 , 即 在 每 一 个 这 样 的 位 置 下 面 放 一 
个 “1”, 使 得 当 一 个 字符 串 被 亚 放 到 它 自 身 的 一 个 副本 之 上 时 ( 这 个 副本 被 移动 到 在 这 个 位 
置 上 开始 )， 该 字符 串 与 自己 完全 匹配 : 
4= HTHTHHTHTH 
A: 4=(1000010101), =512+16+4+1=533 
HTHTHHTHTH vV 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH vV 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH vV 
HTHTHHTHTH 
HTHTHHTHTH vV 

现在 等 式 (8.74) 告诉 我 们 : 如 果 我 们 用 一 枚 均匀 硬币 ,那么 直到 模式 4 出 现 ， 所 期 望 的 抛 
掷 次 数 恰好 是 2(4:.4) ， 因 为 当 p=g= 5 时 有 A, = 2 ， 这 个 结果 是 由 前 苏联 数学 家 A. D. 
Solov'ev 在 1966 年 首先 发 现 的 1, 初 看 起 来 这 个 结果 似乎 有 悖 常理 : 自我 不 重 三 的 模式 要 比 
自我 有 重 半 的 模式 出 现 得 更 早 ! 遇 到 HHHHH 所 花 的 时 间 几 乎 是 遇 到 HHHHT 或 者 THHHH 所 花 时 
间 的 两 倍 . 

现在 我 们 来 考虑 一 个 有 趣 的 游戏 ， 发 明 它 的 人 是 Walter Penney， 他 是 在 1969 年 发 明 这 个 
FOREGO! Alice 和 了 Bill 抛掷 一 枚 硬币 直到 HHT 或 者 HTT 出 现 . 如 果 模 式 HHT 首先 出 现 , 则 Alice 
获胜 ; 如 果 模 式 HTT 首先 出 现 ， 则 Bi 获胜 .这 个 游戏 现在 称 之 为 Penney 赌 注 游戏 ， 如 果 是 
用 一 枚 均匀 硬币 玩 这 个 游戏 , 看 起 来 肯定 是 公平 的 ， 因 为 如 果 我 们 孤立 地 看 待 它们 ， 那么 两 
个 模式 HHT 和 HTT 有 同样 的 特征 : 直到 HHT 首先 出 现 所 需 等 待 时 间 的 概率 生成 函数 是 


3 
Z 


z-8z-1D' 









































G(z) = 


“单词 中 重 胎 的 部 分 
AS, 它 就 出 现 得 越 
w.” 

—A. D. Solov'ev 
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当然 不 ! 谁 会 有 超越 ”而 对 模式 HTT 有 同样 的 结论 . 这样 一 来 ， 如 果 他 们 玩 单 人 纸牌 游戏 的 话 ， 无 论 是 Alice 还 是 


他 人 的 优势 呢 ? 





Bill 都 不 占 优势 . 
但 是 ， 当 同时 考虑 两 个 模式 时 ， 在 这 些 模式 之 间 有 一 种 有 趣 的 相互 作用 . 设 5, 是 Alice 
获胜 的 构 型 之 和 ，5S 是 Bill 获 胜 的 构 型 之 和 |: 
S , =HHT+HHHT+ THHT + HHHHT + HTHHT + THHHT +---; 
Ss =HTT+THTT+HTHTT + TTHTT + THTHTT + TTTHTT +---. 
又 (从 仅仅 涉及 一 种 模式 的 有 效 技巧 中 取得 线索 ) 用 N 记 无 论 哪 一 位 玩家 迄今 都 没有 获胜 
的 所 有 序列 之 和 : 
N =1+H+T+HH+HT+ TH+ TT +HHH+HTH+ THH 4 ---. (8.77) 
这 样 我 们 就 可 以 很 容易 地 验证 下 面 一 组 方程 : 
1+ N(H+T)=N+S,4+8S;; 
N HHT = S}; (8.78 ) 
NHTT=S,T+Sy,. 





























如 果 我 们 现在 令 H= T= 了 ,所 产生 的 ,的 值 就 变 成 Alice 获 胜 的 概率 ,而 5, 则 变 成 Bl 获胜 的 
概率 ， 这 三 个 方程 转变 成 





l+N=N+S, +S; QNS 2-58, 


A? 








我 们 求 得 S, = ，Ss = 了 Alice 获 胜 的 可 能 性 大 约 是 Bil 的 丙 信 | 


在 这 个 游戏 的 一 个 推广 中 ，Alice 和 Bill 选 取 由 正面 和 反面 组 成 的 模式 4 和 B ， 他 们 抛掷 
硬币 直到 4 或 B 出 现 . 这 两 个 模式 不 必 有 同样 的 长 度 , 但 是 我 们 假设 4 不 在 8B 的 内 部 出 现 ， 
8 也 不 在 4 的 内 部 出 现 .( 否则 的 话 ， 这 个 游戏 就 是 退化 的 . 例如 ， 如 果 4=HTH 而 B=TH， 
那么 可 怜 的 B 记 永远 不 会 获胜 ; 又 如 果 4=HT 而 B=THTH， 那 么 两 位 玩家 可 能 会 同时 声称 他 
们 获胜 . ) 这 样 我 们 就 能 写 出 三 个 与 (8.73) 和 ( 8.78 ) 类 似 的 方程 : 

1+N(H+T)=N+S,+58,; 



































l min(/,m) 
NA= BOLA pes = 40]+Ss 2, APY BY = Ap]; 
min(/,m) m 
NB= S, 2 BPAY aBa S Bg = Bol- (8.79) 
(=I 


大 =1 








这 里 1 是 4 的 长 度 , 而 mw 则 是 8 的 长 度 . 例如 ,如 果 我 们 有 4=HTTHTHTH 以 及 B= THTHTTH , 
则 这 两 个 依赖 模式 的 方程 是 
N HTTHTHTH = S,,TTHTHTH+S,, + SsTTHTHTH+ S, THTH , 

N THTHTTH = $ THTTH+ S TTH+ S, THTTH+S,. 














如 果 我 们 假设 用 的 是 均匀 硬币 , ABA EH = T = E 就 得 到 获胜 的 概率 , 这 就 将 两 个 关键 性 的 方 
程 转化 为 
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in(/. 


(l,m) 
> 2°[B® = 4a]; 


k=l 


L mi 
N 28,9 2'[4? = 4pl+S; 
Vm ; ( 8.80) 
N=S, 2, PA= Bult $, 2,2 L8 ER 


如 果 我 们 将 (8.76 ) 的 4:4 运 算 推广 到 两 个 独立 字符 串 4 和 8B 的 函数 , 就 能 看 出 发 生 的 事情 : 





min(/,m) 
A:B= > 2 [AP = By]. 


方程 (8.80 ) 现在 直接 变 成 
S (A: A)+S,(B: A) 2 $,(A: B) S,(B: B), 

有 利于 Alice 的 可 能 性 是 
Meese ( 8.82 ) 
S, A:A-A:B 

(GT ERAS ZUR - ek D AER.) 

例如 ， 如 果 与 上 面相 同 ， 有 4=HTTHTHTH 以 及 B - THTHTTH , Jb A dE RA 
A: A= (10000001), 2129 ， A:B=(0001010),=10 , B:A=(0001001),=9 WA & B:B= 
(1000010), 266 ; 所 以 比值 9, / S, Æ (66-9) / (129-10) =57/119 .平均 来 说 ，Alice 在 每 176 
次 中 仅 有 57 次 获胜 . 

在 Penney 游 戏 中 有 可 能 发 生 奇 怪 的 事情 . 例如 ， 模式 HHTH 获胜 的 可 能 性 与 模式 HTHH JH 
比 为 3/2 ， 而 模式 HTHH 获胜 的 可 能 性 与 模式 THHH 相 比 为 7/5. 所 以 模式 HHTH 应 该 比 模式 
THHH 好 得 多 .然而 THHH 实际 上 获胜 的 可 能 性 与 HHTH 相 比 却 是 7/5! 模式 之 间 的 关系 并 不 
传递 .事实 上 ， 习 题 57 证 明了 : 如 果 Alice 选 择 了 长 度 1 宇 3 的 任何 一 种 模式 zc)...z, ， 而 如 果 


Bill 选 择 模式 元 iT...7,，， 那 么 B 记 总 能 确保 他 有 比 更 大 的 获胜 可 能 性 ， 其 中 却 与 的 正 反 
面相 反 . 


(8.81) 
































8.5 散 列 法 HASHING 


在 这 一 章 最 后 , 我 们 将 概率 论 应 用 于 计算 机 编程 ， 在 一 台 计 算 机 的 内 部 , 一 些 重要 的 存 
贮 :以 及 检索 信息 算法 是 以 称 为 散 列 法 (hashing ) 的 技术 为 基础 的 . 一 般 的 问题 是 保持 一 组 记 
x, 每 个 记录 包含 一 个 “ 键 ” 值 K 以 及 关于 那个 键 值 的 数据 D(K) ,我 们 希望 在 给 定时 能 
很 快 求 出 D(K) 例如， 每 一 个 键 值 可 能 是 一 个 学 生 的 名 字 ， 而 与 之 相关 的 数据 可 能 是 这 位 
学 生 的 家 庭 作业 分 数 . 

在 实践 中 ， 计 算 机 没有 足够 的 容量 对 每 一 个 可 能 的 键 值 都 氢 出 一 个 记忆 单元 供 它 使 用 ， 
有 可 能 有 十 亿 个 键 值 , 不 过 在 任何 一 个 应 用 中 实际 上 出 现 的 都 是 比较 少 的 键 值 . 对 此 问题 的 
一 种 解法 是 保留 两 个 表 KEY[/] 以 及 DATA[/ CLE j  N ), 其 中 入 是 可 以 提供 的 记录 总 数 ， 
男 一 个 变量 告诉 我 们 实际 上 有 多 少 个 记录 出 现 . 然后 我 们 就 能 用 一 种 明显 的 方式 连续 地 查 
遍 这 张 表 以 寻找 一 个 给 定 的 键 值 K : 

S1 置 j:=1. (我 们 已 经 搜索 了 所 有 <j 的 位 置 . ) 







































































JET, dpi. 


“在 20 世 纪 60 年 代 中 
期 ， 动 词 to hash 不 知 
以 何 种 方式 魔术 般 
地 变 成 了 键 值 变 换 
的 标准 术语 ， 然 而 在 
1967 年 之 前 没有 什 
么 人 极其 轻率 地 公 
开 使 用 这 个 不 雅 的 
单词 .” 


— ien 


为 上 课 坐 在 前 排 并 
将 自己 的 姓名 借 给 
这 个 实验 使 用 的 学 
生 们 干杯 . 
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S2 WR jn, fib (搜索 不 成 功 . ) 

S3 如 果 KEY[ 刀 = 玉 ， 停止 .( 搜索 成 功 . ) 

S4 给 7 增加 1， 转 到 步骤 $S2. (我 们 再 次 尝试 . ) 

在 一 次 成 功 的 搜索 之 后 ， 所 想 要 的 数据 条 目 DCK) 出 现在 DATA[ 有 站 中 .在 一 次 不 成 功 的 搜索 
之 后 ， 我 们 可 以 令 

n: j, KEY[n]:=K, DATA[n]:7 D(K) , 
来 将 K Fl D(K) 插入 到 表 中 ， 假 设 表 中 的 容量 还 没有 用 尽 . 

这 个 方法 有 效 , 但 是 可 能 非常 地 慢 ， 只 要 出 现 一 个 不 成 功 的 搜索 , 我 们 就 需要 重复 步骤 
S2 总 计 n+1 次 ， 而且 可 能 相当 大 . 

发 明 散 列 法 就 是 为 了 加 快速 度 . 按照 它 的 一 种 通用 形式 , 其 基本 思想 是 利用 m 个 分 开 的 
列表 ， 而 不 是 用 一 张 巨大 的 列表 .一 个 “ 散 列 函数 ”将 每 一 个 可 能 的 键 值 K 变换 成 为 1 与 m 
之 间 的 一 个 编号 为 h(K) ASE. HEFL Si<m ,一 个 辅助 性 的 表 FIRST[] 指向 列表 i 中 的 
第 一 个 记录 ; WEIS j 三 入， 男 一 个 辅助 性 的 表 NEXT[j] 则 指向 在 其 列表 中 跟 在 记录 j 后 面 
的 那个 记录 . 我 们 假设 

FIRST;]- -1 ， 如 果 列 表 i 是 空 的 ; 
NEXT[ 刀 = 0 ， 如 果 记 录 j 是 其 列表 中 的 最 后 一 个 记录 . 
与 前 相同 ， 存 在 一 个 变量 nw ， 它 告诉 我 们 有 多 少 条 记录 被 存储 在 一 起 . 
例如 ,假设 键 值 是 姓名 ， 并 假设 有 m = 4 个 列表 是 以 姓名 的 第 一 个 字母 为 基础 的 : 
L A-F, 
2, G-L, 
3, M-R, 
4, S-Z. 
我 们 从 四 个 空 的 列表 开始 并 取 n=0. 比方 说 ， 如 果 第 一 个 记录 以 Nora 作 为 它 的 键 值 ， 我 们 
WMA (Nora) =3 ,所 以 Nora 变 成 了 列表 3 中 的 第 一 条 键 值 ， 如 果 下 面 两 个 姓名 是 Glenn 和 Jim， 
他 们 两 人 就 进入 列表 2， 现 在 存 贮 器 中 的 表 看 起 来 就 像 这 样 : 

FIRST[1]= -1，FIRST[2]=2，FIRST[3]=1，FIRST[4]= -1. 

KEY[1]=Nora, NEXT[1]=0; 

KEY[2]=Glenn, NEXT[2]=3; 

KEY[3]-Jim,  NEXT[3]=0; n=3. 

( DATA[1] ~ DATA[2] 以 及 DATA[3] 的 值 是 保密 的 ， 不 会 显示 出 来 . ) 在 插入 了 18 个 记录 之 后 ， 
列表 或 许 包 含 如 下 姓名 : 













































































h( 姓 名)= 

















列表 1 列表 2 列表 3 列表 4 
Dianne Glenn Nora Scott 
Ari Jim Mike Tina 
Brian Jennifer Michael 

Fran Joan Ray 

Doug Jerry Paula 


Jean 
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这 些 姓名 将 会 在 KEY 阵列 以 及 NEXT 条 目 中 混杂 出 现 ， 以 保持 列表 有 效 地 分 隔 开 来 . 如 果 我 
们 现在 想 要 搜索 John ， 必 须 搜 遍 列表 2 中 的 六 个 姓名 ( 它 碰巧 是 最 长 的 列表 ), 但 是 与 搜索 全 
部 18 个 姓名 相 比 这 还 不 是 那么 糟糕 . 

这 里 精确 说 明了 算法 ， 它 按照 这 个 方案 搜索 键 值 K: 

H1 ich(K)LUX j:-FIRST[i]. 

H2 WR SO, BE. GERAD. ) 

H3 如 果 KEY[ 站 =K ， 停 止 . (搜索 成 功 . ) 

H4 置 i:= jj ， 然 后 置 j:= NEXT[] ， 转 到 步骤 H2.( 我们 再 次 尝试 搜索 . ) 
例如 ， 为 了 搜索 Jennifer， 步 骤 H1 就 会 置 i:=2 和 j:=2 ; 步骤 H3 会 发 现 Glennz# Jennifer; 步 
RH4 4. j:=3 ; 而 步骤 H3 发 现 Jimz# Jennifer， 再 重复 一 次 步骤 H4 和 H3 就 会 确定 Jennifer 在 表 
中 的 位 置 . 

与 上 一 个 算法 一 样 ， 在 一 次 成 功 的 搜索 之 后 ， 所 要 求 的 数据 D(K) 出 现在 DATA[ 四 之 
中 .而 在 一 次 不 成 功 的 搜索 之 后 ， 我 们 就 可 以 通过 做 如 下 的 运算 : 


























ni=ntl; 
if 7<0 then FIRST[i]:=n else NEXT[i]:=7 ; 
KEY[n]:= K ; DATA[n]:= D(K);  NEXT[n]:- 0 ( 8.83) 





而 进入 表 中 的 K 和 D(K). 现在 这 张 表 再 次 得 以 更 新 . 

我 们 希望 得 到 长 度 大 至 相等 的 列表 ， 因 为 这 会 使 得 搜索 工作 快 上 m 售 .mm 的 值 通常 要 
比 4 大 得 多 ， 所 以 因子 1/m 会 是 有 意义 的 改进 . 

我 们 预先 并 不 知道 会 出 现 哪些 键 值 , 但 是 一 般 来 说 可 以 选取 散 列 函 数 h ,使 得 我 们 可 以 
将 h(K) 视 为 一 个 在 1 与 m 之 间 均 匀 分 布 的 随机 变量 , 与 所 出 现 的 其 他 键 值 的 散 列 值 无 关 . 在 
这 样 的 情形 , 计算 散 列 函数 就 像 抛 撕 一 个 有 m RE. 有 可 能 所 有 的 记录 都 落 在 同一 个 
列表 中 ,正如 有 可 能 一 个 货 子 会 总 是 出 班 二 - 样 ， 但 是 概率 论 告 诉 我 们 这 些 列 表 几 乎 总 是 非 
常 均匀 的 . 

散 列 法 分 析 : 引言 

“算法 分 析 ” 是 计算 机 科学 的 一 个 分 支 ， 它 得 到 计算 机 方法 有 效 性 的 定量 信息 .“ 算 法 的 
概率 分 析 ” 是 研究 算法 运行 时 间 ,， 它 被 视 为 是 一 个 随机 变量 ， 这 个 随机 变量 依赖 于 输入 数据 
所 假设 具有 的 特性 . 散 列 法 是 应 用 于 概率 分 析 的 一 个 特别 好 的 待 选 方法 ,因为 平均 来 说 它 是 
一 种 极其 有 效 的 方法 ， 尽 管 其 最 坏 情 形 是 无 法 想象 地 可 怕 . ( 当 所 有 的 键 值 都 有 同样 的 散 列 
值 时 就 会 出 现 最 坏 情形 . ) 的 确 ， 使 用 散 列 法 的 计算 机 程序 员 最 好 是 相信 概率 论 的 人 . 

设 忆 是 用 上 述 算法 执行 搜索 时 步骤 H3 执 行 的 次 数 . ( 步骤 H3 的 每 一 次 执行 都 称 为 在 表 中 
进行 的 一 次 探索 . ) 如 果 知 道 了 ， 我 们 就 知道 每 一 步骤 要 执行 多 少 次 ， 这 取决 于 此 次 搜索 是 
否 成 功 : 











































































































CD 他 们 的 父母 当然 会 对 “Glenn 不 是 Jennifer” 以 及 “Jim 不 是 Jennifer” 感 到 高 兴 . 


我 打赌 他 们 的 父母 
会 对 此 感到 高 兴 ,， 


(key) RLT? 
那 就 在 门 前 的 垫子 
下 面 找 找 看 . 
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> 又 不 成 功 的 搜索 成 功 的 搜索 
HI 1 次 1 次 
H2 P+1 次 P 次 
H3 P 次 P 次 
H4 P 次 P-lik 
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从 而 掌控 搜索 程序 运行 时 间 的 主要 量 就 是 探索 的 次 数 尸 . 

想象 我 们 是 在 保存 一 本 地 址 短 , 这 本 地 址 憩 按照 特殊 的 方式 安排 , 每 一 页 只 有 一 个 条 目 ， 
这 样 我 们 在 脑海 里 就 有 了 算法 的 一 个 很 好 的 图 像 ， 对 于 m 个 列表 的 每 个 列表 的 第 一 个 条 目 ， 
我 们 在 这 本 地 址 敌 的 封面 上 记 下 它 的 页 码 ， 每 一 个 名 字 K 就 确定 了 它 所 属 的 列表 hK). 这 
本 地 址 笑 内 部 的 每 一 页 都 指向 在 其 列表 中 紧 跟 其 后 的 那 一 页 ， 在 这 样 一 本 地 址 竹中 , 找寻 一 
个 地 址 所 需要 探索 的 次 数 就 是 我 们 必须 要 查阅 的 页 数 . 

如 果 插 入 了 nn 项 , 那么 它们 在 表 中 的 位 置 仅 依赖 于 其 各 自 的 散 列 值 (h hh) 
个 可 能 的 序列 (, 思 ,…,,) 中 的 每 一 个 都 被 视 为 是 等 可 能 的 ,而 P 就 是 与 这 样 一 个 序列 有 关 
的 随机 变量 . 

情形 1: 键 值 不 出 现 

我 们 首先 考虑 在 一 次 不 成 功 搜索 中 己 的 性 状 , 假设 前 面 已 经 将 n 
表 中 .在 这 种 情形 下 ， 相 关 的 概率 空间 由 m" 个 基本 事件 

w=(h,h,, hs sh, i) 

组 成 ， 其 中 及 是 搬入 的 第 7 个 键 值 的 散 列 值 ， 而 万 , 则 是 搜索 不 成 功 所 对 应 的 键 值 的 散 列 
值 . 我 们 假设 散 列 函数 有 已 经 适当 地 加 以 选取 , 使 得 对 每 一 个 这 样 的 中 都 有 Pr(w) 21/ m" . 

例如 ， 如 果 m=n=2， 就 有 八 种 相等 的 可 能 














xxm" 




















个 记录 插入 到 这 个 散 列 

















hi hy hz: P 
1 1 1: 2 
1 1 2: 0 
1 2 1: 1 
1 2 2: 1 
2 1 1: 1 
2 1 2: 1 
2 2 1: 0 
2 2 2: 2 





WER h, =h, =h, ， 那 么 在 断定 新 的 键 值 玉 不 出 现 之 前 我 们 要 做 两 次 不 成 功 的 探索 ;如 果 
hh -h,zh,, ， 则 我 们 没有 做 不 成 功 的 探索 ; 如 此 等 等 这 个 表 列 出 的 所 有 可 能 性 表明 : CH 
m=#=2 时 ， 疡 具有 由 概率 生成 机 数 | + 人 +32] 所 给 出 的 概率 分 布 

一 次 不 成 功 的 搜索 要 针对 编号 为 ,的 列表 中 的 每 一 项 都 做 一 次 探索 ， 所 以 我 们 有 一 般 














414 














415 








348 第 8 章 离散 概率 


P=[h, = halt =h,Jt--+[h, =h]. (8.84) 
XFISjSn, h, =h, 的 概率 是 1/m ， 由 此 推出 


EP = E[A, =h,,,|+ E[h, = halt + Eh, =h,,,] Ee 
m 








或 许 我 们 应 该 慢 慢 来 BEX, 是 随机 变量 
X, = X (w) =[h, = haat] à 


HERA P =X e X,. HIA jm nb EX, =1/m, Mun 





EP - EX, A4 EX, =n/m. 


好 的 . 正如 我 们 希望 的 那样 ,平均 探索 次 数 是 1/ m 乘 以 不 用 散 列 法 所 需要 的 平均 探索 次 数 . 此 
外 ， 诸 随机 变量 ,还 是 独立 的 ， 且 它们 每 一 个 都 有 同样 的 概率 生成 函数 























m-1+z 
Xi(0) = 一 一 一 . 








于 是 ,一 次 不 成 功 搜索 中 总 的 探索 次 数 的 概率 生成 函数 是 


P(z) = X (2) X,(z) (Es) (8.85) 





这 是 一 个 以 忆 =1/ 产 以 及 4 — (m-1)/ m 为 参数 的 二 项 分 布 ， 换 句 话 说 ,在 一 次 不 成 功 的 搜索 
中 , 探索 次 数 的 性 状 , 恰 与 抛掷 一 枚 每 次 正面 出 现 概 率 为 1/zmm 的 不 均匀 硬币 时 正面 出 现 次 数 
的 性 状 相同 . 方程 (8.61 ) 告诉 我 们 ， 这样 一 来 了 的 方差 就 是 








npg - 00D. 
m 
当 m 很 大 时 ，P 的 方差 近似 等 于 n/m ， 所 以 其 标准 差 近似 等 于 Vn/m . 


情形 2: 键 值 出 现 
现在 来 观察 成 功 的 搜索 . 在 这 种 情形 下 ,针对 不 同 的 应 用 ,相应 的 概率 空间 要 稍微 复杂 
— HE RE Q 是 所 有 基本 事件 
Q — (hy, 3k) (8.86 ) 
组 成 的 集合 , HP A, 如 前 一 样 是 第 7 个 键 值 的 散 列 值 ， 而 上 则 是 要 搜索 的 键 值 的 指标 ( 散 列 
值 是 及 的 键 值 ) ROMA TR, Xm C1 jn ) WRI<k <n, 总 共有 m"n 个 基 
本 事件 w . 
Wes, 是 我 们 正在 搜索 插入 表 中 的 第 7 个 键 值 的 概率 ， 如 果 w 是 事件 (8.86), 那么 
Pr(@) =s,/m". ( 8.87) 


( 某 些 应 用 最 经 常 搜索 的 是 首先 插入 的 项 ， 或 者 是 最 后 搬入 的 项 ， 所 以 我 们 不 假设 每 一 个 
s,-l/n.) 注意 》 ,Pr(9) - 37 s, =1， 从 而 (8.87 ) 定义 一 个 合法 的 概率 分 布 . 












































以 前 我 在 什么 地 方 
见 过 那 种 模式 ? 


方程 ( 8.43 ) 也 暂时 
偏离 了 主题 . 
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在 一 次 成 功 的 搜索 中 ， 如 果 键 值 K 是 打算 插入 它 的 列表 中 的 第 p 个 键 值 ， 那 么 探索 的 
次 数 P 是 p. 这 样 一 来 





Ph, hk)=[h =h,]+[h, 2 h ] 9 [A = h], (8.88 ) 
或 者 ， 如 果 设 XX, 是 随机 变量 [h, = 及 ] ， 就 有 
P=X +X, + +X. (8.89 ) 


例如 ,假设 我 们 有 m=10 以 及 n=16 ， 且 其 散 列 值 有 如 下 “随机 的 ”模式 : 


(,h,23141592653589793; 
(P,-,P)=1 1 f 29 1 $112 2312 13 X 


找到 第 7 个 键 值 所 需要 探索 的 次 数 P 显示 在 hh 的 下 方 . 
方程 (8.89 ) 将 PP 表示 成 为 随机 变量 的 和 式 , 但 是 我 们 不 能 直接 用 EX, +…+ EX 来 计算 
EP ， 因 为 量 k 本 身 是 一 个 随机 变量 .那么 PP 的 概率 生成 函数 是 什么 ”为 了 回答 这 个 问题 ， 
我 们 需要 离开 正题 一 会 儿 ， 讨 论 一 下 条 件 概率 (conditional probability ). 
WMR A 和 B 是 一 个 概率 空间 中 的 事件 ， 我 们 说 给 定 B 时 4 的 条 件 概 率 是 


















































Pr(we ANB) 




















Pr(we Alwe B) = ( 8.90) 
Pr(we B) 
fnjün, WR X AY ENEE, WAE Y = y BET X = x 的 条 件 概率 是 
mec ye de (8.91) 


Pr(Y = y) 
对 了 的 取 值 范围 内 的 任意 一 个 》， 这 些 条 件 概 率 对 蕊 取 值 范围 内 的 所 有 xz 求 和 等 于 
Pr(Y = y)/ Pr(Y 2 y) 210, FÆ (8.91) 定义 了 一 个 概率 分 布 ， 我 们 就 能 定义 一 个 新 的 随机 变 
ig "xy", 使 得 Pr ((X| y) x) Pr(X = x|Y = y). 

如 果 筷 和 了 是 独立 的 ， 则 随机 变量 Xy AE EG XAT), 5 y 的 值 无 关 ， 这 是 因为 根 
HE (8.5), P(X 2 x|Y 2 y) SET P(X =x), 这 正 是 独立 性 的 含义 之 所 在 . 但 是 , WR X MY 
是 相关 的 ， 则 随机 变量 |y 和 XX|y 当 yy 时 不 一 定 是 按照 任意 方式 相互 相似 的 . 

如 果 忒 仅 取 非 负 整 数值 ， 我 们 就 能 将 它 的 概率 生成 函数 分 解 成 关于 任何 另 一 个 随机 变 
量 了 的 条 件 概率 生成 函数 之 和 : 

Gi(z)= M Pr = y)Gy,(Z)- (8.92) 


»er(Q) 
此 式 成 立 是 因为 对 所 有 xe XY(Q) ， 左 边 z* 的 系数 都 是 Pr(X =x) ， 而 右边 的 系数 等 于 
> PrO =yPX =xY=y)= > P(X =xHY =y) 
yeY(Q) yeY(Q) 


= 了 Pr(X =x). 
例如 ， 如 果 蕊 是 两 个 均匀 骨 子 上 点 数 的 乘积 ， 而 了 则 是 点 数 之 和 ,那么 X|o 的 概率 生成 函 
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duda 
Gala) = 3 na s ; 

KHY -emmae BER oT ES LA, ETE, ETE EJET, EAE) at. 在 这 种 

情形 ,方程 ( 8.92 ) 就 变 成 























1 2 3 4 

G,(z) = 3g Up) rd tag ap urs (z) 
5 6 5 4 

Pape ae) uu fue gie) uio d 


3 2 1 
Fog rl) Tac ia uci , 


HET, Wem MASUR. Cle ELIA. ) 

在 散 列 法 的 情形 ，( 8.92 ) 告诉 我 们 如 果 设 和 = 已 , 了 = 天 ,怎样 在 一 次 成 功 搜索 中 写 出 
关于 探索 次 数 的 概率 生成 函数 ， 对 介 于 1 与 之 间 任何 固定 的 x ， 随 机 变量 PJk 定义 为 独立 
随机 变量 之 和 也 ee, ， 这 就 是 ( 8.89 ) 所 以 它 有 概率 生成 函数 


kl 
mate) 
Z 





























Gp, (z)- | 




















这 样 一 来 ，P 本 里 的 概率 生成 函数 显然 就 是 


RODIMO 


k-1 
2 m-1+z 

-$s (22) : 
k=l m 


sm. (893) 
m 
其 中 

S(z)=s,t+s,z+5,2°+--45,2"" (8.94 ) 

















是 搜索 概率 s, 的 概率 生成 函数 ( 为 方便 起 见 用 z 来 除 
好 的 . RITET P 的 概率 生成 函数 , 现在 就 能 用 微分 法 来 求 出 其 均值 和 方差 .稍微 容易 
点 的 是 首先 去 掉 因子 z ， 正 如 我 们 以 前 做 过 的 那样 ， 这 样 就 求 出 了 -1 的 均值 和 方差 : 








FG) «Gy zs (242). 
m 
F'(z) = po ed j 

m m 


” 1 " -1 
rozi» 2). 





哦 , 现在 我 明白 了 数 
学 家 说 某 个 东西 是 
“PRA”. “DE 
的 ”或 者 “平凡 的 ”， 
指 的 是 什么 . 


“明确 无 误 的 是 ， 我 的 
意思 是 一 位 优秀 的 大 
学 新 生 就 应 该 能 解决 
它 ， 尽 管 这 个 问题 并 
不 完全 是 显而易见 
的 .” 

一 保罗 " 厄 尔 多 斯 站 


好 了 ， 伙 计 ， 又 到 了 
你 可 以 略 读 的 地 方 


J: 


一 一 友好 的 助教 
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因而 就 有 
EP =1+Mean(F) 214 F'(1) =1+m'Mean(S) , (8.95 ) 
VP = Var(F) = F'(I)  F'(I) - F'(1* 
-m^S'(Dem'S'(1-m^S' (y 
=m Var(S) + (m ! -m?)Mean(S). ( 8.96 ) 
这 些 是 用 所 假设 的 搜索 分 布 S 的 均值 和 方差 来 表示 探索 次 数 P 的 均值 和 方差 的 一 般 性 公式 . 
P, TS Rn s = Mi 这 就 意味 着 我 们 是 在 做 一 个 纯粹 “随机 的 ” 
成 功 搜索 ， 表 中 所 有 的 键 值 是 等 可 能 的 ， 这样 S(z) 就 是 (832) 中 的 均匀 概率 分 布 U,(z) ， 
H3&fiTfi Mean(S) 2(n-D)/2, Var(S) (n -1)/12. 因此 












































us giis (8.97) 
2m 

To =, (m-D(n-Y | (n-D(6m*n-5). ( 8.98 ) 
12m 2m 12m? 


我 们 再 次 得 到 了 所 希望 的 加 速 因 子 1/m. Wim n/Inn Hn 一 ,在 这 种 情形 下 ,每 次 成 
功 搜索 的 平均 探索 次 数 大 约 是 In ， 而 其 标准 差 渐 近 地 等 于 (Inn) / À12 . 

另 一 方面 ， 我 们 可 以 假设 对 1 三 三 n s, = (KkH,)'， 这 个 分 布 称 为 Zipf 法 则 ， 这 样 就 
有 Mean(S)=n/H,-1, Var($) =Sn(+1)/H, -n / H? . X no hf, XF m=n/lnn 的 
平均 探索 次 数 近似 等 于 2， 其 标准 差 近似 等 于 Vinn /V2. 

在 这 两 种 情形 下 ， 分 析 让 担心 最 坏 情形 出 现 的 人 心安 了 : 切 比 雪夫 不 等 式 告诉 我 们 ， 
除了 极端 罕见 的 情形 之 外 ， 这 些 分 开 的 列表 都 是 合宜 旦 简短 的 

情形 2， 续 : 方差 的 变 体 
hs PERERA m" «n SICH (A, hi O 的 概率 空间 上 的 随机 变量 , 我 们 计算 了 在 
一 次 成 功 搜 索 中 探索 次 数 的 方差 . 但 是 ， IR RR 种 观点 : 散 列 值 的 每 一 种 模 
IÈ (hes A, ) 定义 一 个 随机 变量 P|(h,…,h,) ， 它 表示 对 有 nn 个 给 定 键 值 的 特殊 散 列表 进行 一 
tr ees a 












































A(h, ,hh ) = > Pr((P|(h,,--54,)) = p) ( 8.99 ) 


可 以 解释 成 表示 一 次 成 功 搜索 的 运行 时 间 ， 这 个 量 ACH, 0) REUS (0s 08) 有 关 而 与 最 
后 那个 分 量 丰 无 关 的 随机 变量 .我们 可 以 将 它 写成 形式 





A(t, sh) = aba. sk 
其 中 POS hk) TE (8.88) 中 定义 ， 因 为 PI(h,…,h,)=p 具有 概率 
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Co 
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Deak SRT n). ntu POR RR) ep 
Y LU Pr, s hi) "Om^s, 


k=l 


= > s [Ph k) = p]. 


对 所 有 zz" 种 可 能 性 (2, 5.) RAFA m 来 除 ， 所 得 到 的 Ahh) 的 均值 将 与 
(8.95) "PARR EU AUSF. (EE, AQ sh) 的 方差 则 有 所 不 同 : 这 是 zz 个 平均 数 
的 方差 ， 而 不 是 所 计 入 的 次 探索 的 方差 . 例如， 如 果 m=1 (所 以 仅 有 一 张 列表 )， 则 
“平均 ” 值 AQ, 8.) = A0, 实际 上 是 一 个 常数 , 所 以 它 的 方差 VA AE, 但 是 一 次 成 功 
搜索 中 的 探索 次 数 不 是 常数 ， 所 以 方差 VP 不 为 零 . 

RATEI MX I S k < n A s, =1/n 这 一 最 简单 情形 , 对 一 般 的 m 和 n 进行 计算 , 从 而 
描述 方差 之 间 的 这 种 区 别 . 换言之 ,我 们 要 和 暂时 假设 有 一 组 均匀 分 布 的 搜索 刍 值 任意 给 定 
的 一 列 散 列 值 (h,…,h,) 定义 了 m 个 列表 , 对 某 些 数 n, 这些 列 表 分 别 包含 了 (n,n,,…,n,) 个 条 
目 ， 其 中 



























































n tn,t-tn,-n. 


一 次 成 功 搜索 (RE 个 键 值 中 的 每 一 个 都 有 同等 的 可 能 性 ) 的 平均 探索 运行 时 间 将 是 





A oss h,)= (1t+---+,)+(1+---+,)+---+(1+---4+7,,) 


n 





n 
n(n, +1)+n,(n, +1) n, (n, +1) 
- 2n 
n +n 十 … 十 117 tn 
2n 
我 们 的 目标 是 : ZETA m" 个 序列 (h,…,h,) 组 成 的 概率 空间 上 , 计算 这 个 量 ACh, hu) 的 
方差 . 
事实 表明 ， 如 果 我 们 计算 一 个 略微 不 同 的 量 


n n, n, 
MG 
的 方差 ， 则 计算 就 会 更 加 简单 .我 们 有 

A(hy,--+5h,) =1+ B(h h, )/n 











从 而 4 的 均值 和 方差 满足 
oy a eee ger, ( 8.100 ) 
n n 





列表 长 度 为 n,n,,…,n 的 概率 是 多 项 式 系数 


副 总 统 ( VP) 仅仅 在 
选举 年 才 会 被 人 们 关 
注 . 
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f m" BR, MAT B(A, hs) 的 概率 生成 函数 是 
BO= 之 , » ' Es PG. 


Ny Do sss =O 2* 
ny +m ++p =n 

















这 个 和 式 在 没有 经 验 的 人 看 来 着 实 有 点 可 怕 ， 但 是 从 第 7 章 中 获得 的 经 验 已 经 教会 我 们 分 辩 
BEA mE. 的 确 ， 如 果 考 虑 指数 超级 生成 函数 ( exponential super-generating 


function ) 








n n 
m"w 
n!’ 


G(w,z) = * B, (7) 


我 们 就 能 容易 验证 G(w, z) 不 过 就 是 一 个 m OR: 


G(w,z)- [E is 四 : 


检查 一 下 ,我们 尝试 令 z =1, ORES Gw, 1) 2(e")", PA mw" /nl! 的 系数 是 B (D 21. 
如 果 我 们 知道 BY (1) 和 BQ) 的 值 ， 就 能 计算 Var(B,) .所 以 我 们 取 Gw, z) KF z 的 偏 导 
数 : 























9 , mw 
s ea 2,5.) 


n 


- oly iw | x (5 A 


9? » mw" 
a POR) = 2.5 c 


e] (os 


^s] aft 


是 的 ， 这 很 复杂 ， 但 是 当 我 们 置 z=1 时 一 切 都 大 大 简化 了 例如， 我 们 有 


大 





n n 
mw j w 
B’ (1) —— = me" 
2, n ) n! > 





nz k22 2(k-2)! 
k+2 
= me Ww 
É 2k! 
B mw eC» E B > (mw)"*? B n(n -Dm"w" 
= —— = es = 
2 Ao 2m! 755 2mn! 


由 此 推出 
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&o-| 二 (8.101 ) 


(8.100 ) 中 E4 的 表达 式 现在 给 出 E4=1+(z-D/12m ， 这 与 (8.97 ) 吻合 . 
BO 的 公式 包含 类 似 的 和 式 


k\((k w Lo (k*Dk(k -1(k - 2)w 
aG g a 


k20 k20 


1l S EDU EXAM -| ww ee 
45 (k-3! 46, k! 4 : 





从 而 我 们 求 得 
go m'w" w(m-2) l5, ° w(m-1) 1 , 3 | w 
>》 Bi) —— = m(m - De —we" | +me —w +w le 
nz0 n! 2 4 


d 
= me"" [ime +w |, 


so C -A (8.102 ) 


现在 我 们 把 所 有 的 片段 整合 到 一 起 ， 来 计算 所 要 求 的 方差 V4 .其 中 出 现 大 量 的 抵消 ， 结 
简单 得 令 人 惊讶 : 


” " _p’ 2 
vg VB _ B+ B1) - 8,0) 








n? n? 
E ere» 4m D) 
mn 4 2 4 
= DRY ( 8.103) 
2m°n l : 


当 发 生 这 种 “巧合 ”时 ,我 们 怀疑 其 中 有 某 种 数学 缘由 ， 或 许 有 另外 的 方法 来 解决 这 个 
问题 ， 从 而 解释 为 什么 其 答案 有 这 样 一 种 简单 的 形式 .的 确 有 另 一 种 方法 〈 在 习题 61 中 )， 
它 表 明 : H s, 是 搜索 到 第 个 插入 元 素 的 概率 时 ， 平 均 成 功 搜索 的 方差 有 一 般 的 形式 


























m 


VA= sl) ( 8.104 ) 
k=l 





方程 (8.103) 是 s, =1/n C1 kx n) 的 特殊 情形 . 
除了 平均 值 的 方差 之 外 , 我 们 还 可 以 考虑 方差 的 平均 值 . 换 名 话说， 定义 散 列 表 的 每 一 
PEZI (Ri, --, 5) 也 对 成 功 搜索 定义 了 一 个 概率 分 布 ， 且 这 个 概率 分 布 的 方差 告诉 我 们 : 在 
不 同 的 成 功 搜索 中 ,探索 的 次 数 是 怎样 散布 开 来 的 . 例如， 我 们 回 到 将 n=16 件 东西 插入 到 
m =10 个 列表 中 的 情形 : 
(hys***5 4,)23141592653589793, 
(P,--,P,)=1112111122312133. 
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我 以 前 在 哪里 看 到 ”所 产生 散 列 表 中 的 一 次 成 功 搜索 有 概率 生成 函数 


过 这 个 模式 ? ië 
我 以 前 在 哪里 看 到 GLA a) 32° 
过 这 个 涂鸦? k=l 
D = 2 3 
InvP, . 三 SIZ 十 92Z 48,2 十 S42 十 … 十 9162 





我 们 刚刚 考虑 了 在 这 个 表 的 一 次 成 功 搜索 中 平均 探索 次 数 ， 也 就 是 4(3,1,4,1,…,3) = 
Mean (G(3,1,4,1,…,3)) .我 们 也 可 以 考虑 方差 
sil ts, Hs PHs obse 
-(s-ls-195,-135,-24-5,-3) . 
Ree ME, CS (hooh) 有 关 ， 所 以 考虑 它 的 平均 值 是 很 自然 的 事 . 

换 句 话说 ,为 了 理解 成 功 搜 索 的 性 状 ， 有 三 种 自然 的 方差 我 们 或 许 希 望 了 解 : 对 所 有 
(4,…, 有 h) 和 kk 所 取 的 探索 次 数 的 总 方差 (overall variance ); 探索 次 数 平均 值 的 方差 ( variance 
of the average )， 其 中 的 平均 值 是 对 所 及 所 取 的 ， 而 方差 则 是 对 所 有 (A, ssh.) 所 取 的 ; 

有 探索 次 数 的 方差 的 平均 值 (average of the variance )， 其 中 的 方差 是 对 所 有 大 所 取 的 ， s 
均值 则 是 对 所 有 的 (A, 5,) 所 取 的 . 用 符号 来 表示 ， 总 方差 就 是 


VP= Y DAPh 1. È EPA ob] 













































































平均 值 的 方差 是 
Mates : (Eara hs v) 1 > AMA. SA | ; 
1Sh, yh Sm m k=l 1<h, s, Sm M 
而 方差 的 平均 值 则 是 

AY = 2: Essa. Us h,; ky [Er ts h,; v) } 
事实 表明 ， 这 三 个 量 以 一 种 简单 的 方式 相互 联系 在 一 起 : 

VP=V4+4V. (8.105 ) 
事实 上 ， 如 果 世 和 了 是 任何 概率 空间 中 的 随机 变量 上 且 筷 取 实 数值 ， 条 件 概 率 分 布 总 是 满足 
恒等式 

VX = V(E(X | Y)  E(V(X | Y) ( 8.106 ) 


( 这 个 恒等式 在 习题 22 中 证 明 . ) 方程 (8.105) ERR ETE, TEDUREERTIDE T, X E 
一 次 成 功 搜索 中 的 探索 次 数 ， 而 了 则 是 散 列 值 序列 (h,…, 有 h,). 

一 般 方程 (8.106) 需要 仔细 弄 明 白 ， 因 为 记号 容易 把 不 同 的 随机 变量 和 在 其 中 计算 期 
望 值 以 及 方差 的 概率 空间 掩盖 起 来 ， 对 于 了 的 取 值 范围 中 的 每 一 个 y ,我 们 在 (8.91 ) 中 就 























DI nveP, 可 译 为 : 我 吃 了 一 块 新 的 比萨 饼 ， 注意: 上 面 第 一 行 (h,…,h ) 的 数值 恰好 对 应 常数 的 前 16 位 数 
SF. 故而 有 此 涂鸦 . 
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已 经 定义 了 随机 变量 X|y , 而 这 个 随机 变量 有 一 个 与 y 有 关 的 期 望 值 ECX|y) . 现在 E(X|7Y) 
表示 一 个 随机 变量 ,， 它 当 y Hom Y 的 取 值 范围 中 所 有 可 能 的 值 时 ， 取 值 为 E(X|y) ， 而 
V(E(X|Y)) 则 是 这 个 随机 变量 关于 7 的 概率 分 布 的 方差 .类似 地 ，E(V(X| 了 站)) 是 当 y 变化 
时 随机 变量 V(X|y) 的 平均 值 ，( 8.106 ) 的 左边 是 VX ， 它 是 蕊 的 无 条 件 方差 . 由 于 方差 是 
非 负 的 ， 所 以 我 们 永远 有 

VX SV(E(X|Y)) 和 VX SE(V(X|¥)). ( 8.107 ) 





























情形 1， 再 续 : 回顾 不 成 功 的 搜索 
我 们 再 做 一 个 关于 算法 分 析 的 典型 计算 ， 以 结束 我 们 对 于 散 列 法 的 深入 探讨 ， 这 一 次 ， 
我 们 要 更 仔细 地 关注 与 不 成 功 搜索 相关 联 的 总 运行 时 间 (total running time )， 假 设计 算 机 要 
将 以 前 未 知 的 一 个 键 值 插入 到 它 的 存储 器 中 . 
( 8.83 ) 的 插入 过 程 有 两 种 情形 , 这 依赖 于 7 是 负数 还 是 零 . RITA j < 0 4AM4P=0, 
这 是 由 于 负 的 值 来 自 一 个 空 列表 的 FIRST 条 目 . 所 以 ， 如 果 这 个 列表 以 前 是 空 的 ， 我们 就 有 
P=0 且 必须 置 FIRST[h,]:=n+1.【〔 这 个 新 的 纪录 将 插入 到 第 n+1 个 位 置 . ) 如 若 不 然 ,我 
们 就 有 >0 且 必须 将 NEXT 条 目 放 进位 置 n+1. 这 两 种 情形 可 能 会 耗费 不 同 的 时 间 , 于 是 对 
一 次 不 成 功 的 搜索 来 说 ， 总 运行 时 间 有 如 下 形式 
T =0+ BP+6[P -0], ( 8.108 ) 
Rhe. BURG EMM T ETEA, WAX BOLE VASTE HORE 
列 法 进行 编码 的 方法 . 知道 7 的 均值 和 方差 是 有 用 的 , 因为 这 样 的 信息 实际 上 比 P 的 均值 和 
到 目前 为 止 ,我 们 仅仅 对 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 用 到 了 概率 生成 函数 . 但 是 事实 表明 , 
当 邓 是 任意 一 个 实 值 的 随机 变量 时 ， 我 们 也 可 以 用 本 质 上 相同 的 方法 来 处 理 
Gx(z)= > Pr(w)z 








































































































这 是 因为 的 本 质 特征 仅 与 Gx 在 z=1 附 近 的 性 状 有 关 , 在 那里 z 的 宕 有 良好 的 定义 . 例如 ， 
一 次 不 成 功 搜索 的 运行 时 间 ( 8.108 ) 是 一 个 随机 变量 ， 它 定义 在 由 等 可 能 散 列 值 
(hysh pha) CIS Rim m ) 组 成 的 概率 空间 上 ， 即 使 当 w 、B 以 及 5 不 是 整数 时 ,我们 
也 可 以 把 级 数 


1 m m m 
G,(z)= yay Y z POS OLP a0] 
m 





n+l 
h=l h =l h, =1 




















看 成 是 一 个 概率 生成 函数 .( 事实 上 ， Zo. B. o 是 有 时 间 维 度 的 物理 量 ， 它 们 甚至 不 是 
纯粹 的 数 ! 然而 我 们 还 是 可 以 在 z 的 需 中 使 用 它们 . ) 通过 计算 Gz 0) A Gz 0) 并 按照 通常 的 
方式 将 这 些 值 组 合 起 来 ， 我 们 仍然 能 计算 7 的 均值 和 方差 . 

用 尸 代替 了 得 到 其 生成 函数 为 


P(z)= (aci) =) Pr(P = p)z”. 


p20 




















(现在 是 做 热身 题 


第 6 题 的 好 时 机 . ) 


尸 仍然 是 探索 的 
数 . 


次 








习题 357 
这 样 一 来 ， 我 们 就 有 
Gp (2) = Y, PAP = py 
=z" G -1)Pr(P =0)+ >) Pr(P = p") 
m-1 m-lez^Yy 
: Je (y nt J) 
现在 来 确定 Mean(G, ) Fil Var(G, ) 就 是 常规 做 法 了 : 
Men(G;) - Gr) - a+ p eo] ， (8.109 ) 
m m 


Gr) = a(ai- 1) + 2a — e B 1)7- +p mec) D 


enop (2 L] +- [== 3 
m 


Var(G,) = G20) + G; (1) -G; 1 
_ pnm- | m-l\ n 
=P m apo ( 7 ] m 


m 


| (=) | (8.110) 
m m 


在 第 9 章 里 ， 我 们 将 要 学 习 当 m 和 nn 很 大 时 怎样 来 估计 这 样 的 量 ， 例如， 如 果 m=n 且 
第 9 章 的 技术 将 会 指出 7 的 均值 和 方差 分 别 是 g+B+5e | + O(n ) All B? 26e + 
目 n 一 ， 则 对 应 的 结果 是 





n, 
ó'(e'-e?^)«-O(n). 如 果 m=n/Inn+0O()| 











Mean(G,.) = pnnraro CÈ), 
n 


Var(G, ) = 6 wnso{ 89 


习题 


热身 题 

1 ” 当 一 个 骨 子 是 均匀 的 而 另 一 个 骨 子 是 灌 
^b? 53:85 = 7 的 概率 是 多 少 ? 

2 ”一 副 随 机 洗 好 的 牌 上 下 两 张 都 是 A 的 概率 是 多 少 ? ( 所 有 52! 个 排列 均 有 概率 1/ 52!. ) 


1979 年 在 斯 坦 福 大 学 学 习 具 体 数 学 课 的 学 生 ， 被 要 求 抛掷 硬币 直到 连续 两 次 得 到 正面 ， 并 报告 所 


需要 抛掷 的 次 数 . 结果 是 


铅 的 时 ， 在 (8.3 ) 的 概率 分 布 Ps 中 出 现 对 子 的 概率 是 多 
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3, 2, 3, 5, 10, 2, 6, 6, 9, 2. PIT s ID 
1987 年 在 普林斯顿 大 学 学 习 具 体 数学 的 学 生 也 被 要 求 做 类 似 的 事情 ， 得 到 下 面 的 结果 : ui queis e 
ih 2-—J, 下 
10, 2, 10, 7, 5, 2, 10, 6, 10, 2. 币 抛 到 桌子 底下 去 
计算 均值 和 方差 ，(a) 以 斯 坦 福 大 学 的 样本 为 基础 ; (b) 以 善 林 斯 顿 大 学 的 样本 为 基础 . f. 
4 i H(z)=F(z)/Giz), RP FA=GA)=1. 证 明 : 如 果 所 指出 的 导数 在 z=1 存 在 , 那么 与 (8.38 ) 
All ( 8.39 ) 类 似 地 有 
Mean(/7) = Mean(F) - Mean(G), 
Var(H) = Var(F) - Var(G). 
5 ”假设 Alice 和 Bill 利 用 正面 出 现 概 率 为 p 的 一 枚 不 均匀 的 硬币 玩 游 戏 ( 8.78 ) .是 否 存在 一 个 p 值 ， 
使 得 游戏 变 得 公平 ? 
6 ” 当 了 和 了 是 独立 的 随机 变量 时 ， 条 件 方 差 律 (8.106) 会 转化 成 什么 ? 
基础 题 
7 WW: WR PU CHEESY EEA TARE ERR oP , 那么 出 现 对 子 的 概率 总 是 至 少 等 于 < . 
8 设 4 和 B 是 满足 4UB=Q 的 事件 .证明 
Pr(we ANB)=Pr(we A)Pr(we B)—Pr(w¢ A)Pr(wg B). 
9 ”证明 或 推翻 : WRX 和 了 是 独立 的 随机 变量 , 那么 当 和 G 是 任何 函数 时 ，F(X) 和 G(Y) 也 是 
独立 的 . 
10 根据 定义 (8.7 ) ， 能 够 成 为 一 个 随机 变量 XX 的 中 位 数 的 元 素 的 最 大 个 数 是 多 少 ? 
11 构造 一 个 具有 有 限 均 值 和 无 限 方差 的 随机 变量 . 
12 a 如 果 P(z) 是 随机 变量 X 的 概率 生成 函数 ， 证 明 
P(X €r)€x'P(x OK<xS1, 
Pr(X 2r)<Sx"P(x) x21. 
(这 些 重 要 的 关系 式 称 为 尾 不 等 式 ( tail inequality ) . ) 
b 在 特殊 情形 P(e) = 4+ 3)" 12 下 ,利用 第 一 个 尾 不 等 式 证 明 : 当 0< a < 时 有 
13 如果 卫 ,…,X,, 是 具有 相同 概率 分 布 的 独立 随机 变量 ， 又 如 果 & 是 任意 一 个 实数 ,证明 
a X t+ X, as pert of L 
2n n 2 
14 i F(z) M G(z) 是 概率 生成 函数 ， 又 令 


H(z) = pF(z) * qG(z) 
EH p+q=l. (QRH F 和 G 的 混合 (mixture) ， 它 对 应 于 抛掷 一 枚 硬币 ， 并 根据 硬币 出 现 的 
是 正面 还 是 反面 而 选择 概率 分 布 尸 或 者 CG .) 用 p、g 以 及 F FIG 的 均值 和 方差 来 表示 互 的 均值 
和 方差 . 





每 单位 体积 水 中 鱼 
的 数量 的 分 布 . 


习题 359 











































































































































































































15 WR F(z) fI G(z) 是 概率 生成 函数 ,我们 可 以 用 “复合 ”来 定义 另外 一 个 概率 生成 函数 H) : 
H(z) = F(G(z)) 
JH Mean(F) 、Var(F) , Mean(G) 以 及 Var(G) 来 表示 Mean(H) 以 及 Var(H). (方程 (8.93 ) 是 
其 特殊 情形 . ) 

16 “4 F(z) Æ (8.53 ) 中 所 定义 的 足球 不 动 点 生成 函数 时 , 对 超级 生成 函数 > F(z)" 求 封闭 形式 . 

17 WY, MY, , HARM BBN (n, p) 的 二 项 分 布 和 负 二 项 分 布 .( 这 些 分 布 定义 在 ( 8.57 ) 和 ( 8.60 ) 
中 . ) 证 明 PrO, , X m) = PrQX,,, , 22). 这 个 结果 表明 二 项 式 系数 中 什么 样 的 恒等式 ? 

18. WEIMA kc 04 PX 2k) eu /kl ， 就 说 随机 变量 服从 均值 为 4 的 泊 松 分 布 
a 这 样 一 个 随机 变量 的 概率 生成 函数 是 什么 ? 

b 它 的 均值 、 方 差 以 及 其 他 累积 量 等 于 什么 ? 

19 继续 上 一 习题 , 1x X, 是 均值 为 的 泊 松 随机 变量 , TX, 是 均值 为 的 泊 松 随机 变量 , C5 X, 

XL. 
a X +X, =n 的 概率 是 多 少 ? 
b 2X, «3X, 的 均值 、 方 差 以 及 其 他 累积 量 等 于 多 少 ? 

20 证 明 (8.74) 和 (8.75 ) ， 它 们 是 等 待 正面 和 反面 组 成 的 一 个 给 定 的 模式 出 现 所 需 时 间 的 均值 和 
方差 . 

21 如 果 在 (8.77) 中 令 H 和 T 两 者 的 值 都 为 了 >， 那么 N 的 值 表示 什么 ? 

22 证 明 (8.106) ， 即 证 明 条 件 期 望 和 条 件 方差 的 定律 . 

作业 题 

23 i Pro 是 两 枚 均匀 山子 的 概率 分 布 ，Pn 是 在 (8.2) 中 给 出 的 两 枚 灌 铅 蜗 子 的 概率 分 布 ， 求 使 得 
Pr (A) = Pr, CA) 成 立 的 所 有 事件 4 . 这 些 事件 中 的 哪些 仅 与 随机 变量 S 有 关 ? H Q = D 组 成 的 
概率 空间 有 2” 个 事件 ， 这 些 事件 中 仅 有 2" 个 只 与 有关. ) 

24 Zi I WA 2n+1 枚 均匀 骨 子 ， 并 去 掉 出 现 国 的 那些 角子 .玩家 接 下 来 叫 了 一 个 介 于 1 与 6 之 间 
WE, FAD FORA, FR LT ARC SEP A, HIA 
RIP POR. SHR RB ECAR (去掉 n+1 个 或 者 更 多 ) 为 胜 者 . 

a J AE REET PETA? 提示: ARP GH. 
b?" n-2Wf, J 获胜 的 概率 是 什么 ? 

25 考虑 一 个 博彩 游戏 ， 你 在 其 中 设 定 一 个 给 定量 的 赌注 4 UBS. 如 果 出 现 的 点 数 为 
k， 就 用 2(k -D715 乘 你 的 赌注 .特别 地 ， 每 当 你 掷 出 国 ， 就 使 赌注 加 倍 ， 但 是 如 果 你 掷 出 口 ]， 
就 失去 所 有 的 赌注 .，) 你 可 以 在 任何 时 候 停止 游戏 并 重新 设置 新 的 赌注 .在 经 过 地 次 抛掷 后 ， 你 
的 赌注 的 均值 和 方差 是 多 少 ? (不计 货 币 舍 人 取 整 的 任何 影响 ) 

26 求 在 n 个 元 素 的 一 个 随机 排列 中 1 循环 的 个 数 的 均值 和 方差 . (在 (8.23 ) (824 ) 和 (8.53 ) 中 讨 


论 过 的 足球 胜利 问题 是 1=1 的 特殊 情形 . ) 














CD 泊 松 分 布 中 的 Poisson 一 词 除了 是 法 国 数学 家 西 莫 恩 ' $878 - 泊 松 的 姓氏 之 外 ， 在 法 语 中 还 有 “ 鱼 ” 的 含义 . 
故而 在 旁 注 中 特别 提 到 鱼 在 水 中 的 分 布 ， 而 它 恰好 近似 服从 泊 松 分 布 . 



































428 














429 














430 








360 第 8 章 离散 概率 


27 Xt X,X,.,X, 是 随机 变量 X 的 独立 样本 .方程 (8.19 ) 和 (8.20 ) 解释 了 怎样 在 这 些 观 察 样 本 
的 基础 上 估计 蕊 的 均值 和 方差 , 对 第 三 个 累积 量 a, 的 估计 给 出 类 似 的 公式 . (你 的 公式 应 该 是 一 
个 “无 偏 的 ” (unbiased ) 估计 ， 它 的 含义 是 估计 量 的 期 望 值 应 该 等 于 如 ) 

在 下 述 条 件 下 ， 抛 掷 硬币 游戏 (8.78 ) 的 平均 长 度 是 什么 : 


28 


29 


30 


31 


32 


33 
34 


a 给 定 Alice 获 胜 ? 
b 给 定 Bill 获 胜 ? 








Alice 、B 订 以 及 计算 机 抛掷 一 枚 均匀 硬币 ， 直 到 模式 4=HHTH , B=HTHH 或 者 C= THHH 中 的 一 个 
第 一 次 出 现 . (如 果 仅 有 这 些 模式 中 的 两 种 ,由 (8.82 ) 我 们 知道 : 4 有 可 能 打败 8B ，B 有 可 能 

















打败 C ， 而 C 也 有 可 能 打败 4 ,但 是 所 有 三 种 模式 同时 在 此 游戏 中 . 


多 少 ? 











) 每 一 位 玩家 获胜 的 机 会 是 





正文 中 考虑 了 在 一 个 散 列表 中 与 成 功 搜索 有 关 的 三 种 方差 . 实际 上 还 有 另外 两 种 : 我 们 可 以 考虑 
Ph, hpk) 的 方差 (在 及 …,h, 上 ) 的 平均 值 (关于 ), MERIEN VICE EOS TR CE hyh, 





上 ) 的 方差 (关于 有 ) .计算 这 些 量 . 











一 个 苹果 位 于 五 边 形 ABCDE 的 顶点 4 ， 而 一 只 蠕虫 位 于 氏 








1 














到 每 一 个 顶点 的 概率 都 是 "E 两 天 之 后 ， 蠕 虫 可 能 会 再 次 


忆 .， 当 它 到 达 顶 点 4 时， 就 停 下 来 就 餐 . 
a 在 进餐 前 ， 其 经 过 的 天 数 的 均值 和 方差 等 于 什么 ? 

















Is C , 


bit p 是 天 数 至 少 为 100 的 概率 ， 切 比 雪 夫 不 等 式 关 于 p 有 何 结论 ? 


c 尾 不 等 式 (习题 12 ) 关于 p 告诉 我 们 何 种 结论 ? 














a STUY COR. BEAK, RA 


S 





因为 它 对 以 前 的 位 置 没有 记 


Alice 和 Bil 都 在 军队 服役 ， 驻 扎 于 堪萨斯 、 内 布 拉 斯 加 、 密 苏 里 、 俄 克拉 和 荷 马 和 科罗拉多 这 五 个 
州 之 一 .一 开始 Alice 在 内 布 拉 斯 加 ， 而 Bi 在 俄 克 拉 荷 马 ， 每 个 月 ， 他 们 每 个 人 重新 被 派遣 到 一 
个 相 邻 的 州 ， 每 一 个 相 邻 的 州都 是 等 可 能 的 . 〈 其 相 邻 关系 如 下 图 : 






































内 布 拉 斯 加 






































于 计算 机 . ) O 
8.89 ) 中 的 随机 变量 X, RI X, 是 独立 的 吗 ? 

















非 高 尔 夫 球 运动 员 , 每 一 轮 她 以 概率 p 、g 以 及 r 向 








(D “状态 ”和 “ 州 ” 在 英语 里 是 同一 个 单词 state. 


C7 teenies 
起 始 的 州 画 上 了 圆圈 ) 例如 ， 一 个 月 之 后 ，Alice 重 新 派驻 到 科罗拉多 、 堪 萨 斯 或 者 密苏里 ， 派 
往 其 中 每 个 州 的 概率 都 是 1/3， 求 Alice 与 B 记 找到 彼此 所 需 月 数 的 均值 和 方差 . ( 你 或 许 希 望 求 助 








自己 的 











ttt Dy S 








目标 分 别 








出 




















吉 娜 是 一 位 高 尔 夫 球 运动 员 ， 她 每 击 一 球 ， 击 出 超标 准 杆 一 杆 的 “超级 击 球 ” 的 概率 是 p = 0.05 , 
击 出 常 一 杆 的 概率 是 gq = 0.91 ， 而 击 出 低 标准 杆 一 杆 的 “低级 击 球 ” 的 概率 则 是 >= 0.04 . (对 于 








E 进 2 步 、1 步 以 及 0 步 . 按照 











iF 


| 


a 


on 


1 


1n 


定 是 有 限 状 态 的 
y. 


(用 计算 器 来 处 理 
本 问题 中 的 数值 计 
算 工作 .) 





7m 杆 洞 ， 她 的 得 分 最 少 为 np， 这 使 得 她 在 z 轮 击 球 之 后 至 少 推进 了 mm 步 . 低 分 比 高 分 更 好 . ) 

a 证 明 : 当 吉 娜 与 一 位 平均 水 平 的 运动 员 对 又 时 , 她 赢得 4 杆 洞 的 机 会 要 远 多 于 失利 . ( 换 名 话说， 
她 的 得 分 小 于 4 的 概率 大 于 她 的 得 分 大 于 4 的 概率 . ) 

b 证明: 在 4 杆 洞 时 ， 她 的 得 分 大 于 4.〈 这 样 一 来 ， 按 照 总 分 来 计算 ， 她 在 与 一 位 “稳健 ”对 手 比 
赛 时 容易 输 掉 ， 尽 管 在 按照 洞 数 来 计算 的 比赛 中 她 更 可 能 获胜 . ) 





























考试 题 
35 BOERE T- FUE BOREAM 
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42 

















Pr(-]-pi., Pr. D=p,, P Pr(E3)-p.. 
设 S, BUNT OES n 次 之 后 所 得 点 数 之 总 和 . 求 出 关于 “ 灌 铅 分 布 ” 的 一 个 必要 且 充 分 的 条 
件 ， 使 得 对 所 有 n ， 两 个 随机 变量 S, mod2 FUS, mod3 都 是 相互 独立 的 . 
一 枚 骨 子 的 六 个 面包 含 的 点 数 是 
而 不 是 常见 的 [加 四 
a 证 明 : 有 一 种 方法 给 另 一 枚 般 子 的 六 个 面 指定 点 数 ， 使 得 在 抛掷 这 两 枚 般 子 时 ， 点 数 之 和 与 抛 
掷 两 枚 通常 蜗 子 所 得 点 数 之 和 有 同样 的 概率 . (假设 所 有 36 对 仍 子 的 面 是 等 可 能 的 . ) 
b 推广 之 : 求 出 给 n FOBCT- B5 6n 个 面 指定 点 数 的 所 有 方法 ,使 得 点 数 之 和 的 分 布 与 抛掷 半 枚 通常 
骨 子 所 得 的 点 数 之 和 的 概率 分 布 相同 .，( 每 一 个 面 都 应 该 有 正 整 数 的 点 数 . ) 
设 p, 是 抛掷 一 枚 均匀 硬币 直到 连续 出 现 两 次 正面 恰好 需要 抛 括 环 次 的 概率 ， 并 设 
In = Dopo, Pe 对 及 和 9 这 两 者 求 出 用 斐 波 那 契 数 表示 的 封闭 形式 . 
对 于 抛掷 一 枚 均匀 骨 子 直到 所 有 六 个 面 都 出 现 所 需要 的 抛掷 次 数 ， 其 概率 生成 函数 是 什么 ? 推广 
到 有 m 个 面 的 均匀 山 子 情形 : 对 于 抛掷 这 样 的 仍 子 直到 m. 个 面 中 有 7 个 面 出 现 所 需要 的 抛掷 次 数 
的 均值 和 方差 .给 出 其 封闭 形式 ， 这 个 数 恰 好 等 于 的 概率 是 什么 ? 
一 个 狄 利克 雷 概率 生成 函数 具有 形式 
pz) = 3,5. 
n=1 M 
从 而 P(0) =1. 如 果子 是 一 个 随机 变量 , H Pr(X =n) = p, , 用 P(z) 及 其 导数 来 表示 E(X) 、V(X) 
以 及 E(n X) . 
二 项 分 布 (8.57) 的 第 m 个 累积 量 K, 有 nf,(p) 的 形式 ， 其 中 f£ 是 一 个 m 次 多 项 式 .( 例如 ， 
fi(p)=p 以 及 f(p)=p-p ” ， 因 为 其 均值 和 方差 是 np Ml npg.) 
a 求 出 f, (p) P p* 的 系数 的 封闭 形式 . 





















































































































































































































































b 证 明 f, 目 =(2” 一 ])B, /m+[m=1] ， 其 中 B, 是 第 zz 个 伯 努 利 数 . 

设 随 机 变量 x, 是 抛掷 一 枚 均匀 硬币 直到 正面 总 计 出 现 疡 次 所 需要 的 抛掷 次 数 . 证明 E(X) = 
(-1)" (n2 + Hi - H,) . 利用 第 9 章 的 方法 估计 这 个 值 ， 使 之 带 有 绝对 误差 O(n ) . 

某 人 寻找 工作 的 问题 . 如 果 他 在 任何 一 个 早晨 未 找到 工作 ， 就 存在 一 个 常数 概率 p, CE ERST 


史 无 关 ) ， 使 得 他 在 那天 晚上 之 前 被 人 雇佣 .但 是 如 果 在 他 那 一 天 开始 时 得 到 了 一 份 工作 ， 就 存 
在 一 个 常数 概率 Pr， 使 得 他 到 傍晚 就 会 被 解雇 . 求 他 第 二 天 早晨 就 有 一 份 受 雇工 作 的 这 样 晚上 的 
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平均 个 数 ， 假 设 他 起 先 被 雇 人 














IT Het SEER— ART n X 


(例如 n=1 ， 则 答案 是 1- p, . ) 


求 出 概率 生成 函数 6,(z) = c, Praz 的 封闭 形式 , 其 中 p, ,是 个 物体 恰好 有 个 轮换 的 随机 排 
列 的 概率 ， 轮 换个 数 的 均值 和 标准 差 是 什么 ? 


体育 系 为 2 





位 网 球 运动 员 举 办 了 一 场 校 内 的 “淘汰 锦标 赛 ”. 在 第 一 轮 ， 运 动员 们 随机 配对 ， 每 





一 种 配对 都 是 等 可 能 的 , 这 样 就 有 2” 对 比赛 . 胜 者 进入 第 二 轮 , 第 二 轮 在 同样 的 过 程 中 产生 2”™ 
位 优胜 者 . 如 此 下 去 , 在 第 k 轮 中 2”* 位 未 被 击败 的 选手 之 间 产 生 27 对 随机 的 配对 . 而 第 




















轮 则 





是 最 好 的 ，% 是 第 二 好 的 ,…， 








a 国语 得 锦标 赛 的 概率 是 多 少 ? 














生出 冠军 . 实际 上 , 在 运动 员 之 间 有 一 个 不 为 比赛 组 织 者 所 知道 的 排序 , 在 这 个 排序 中 x 
x, 是 最 差 的 。 当 x 与 比赛 且 F< KI, x 获胜 的 概率 是 p ， 而 
x, 获胜 的 概率 则 是 1- p ,这 与 其 他 的 比赛 无 关 . 我 们 假设 同样 的 概率 p 对 所 有 的 j 和 都 适用 . 

















b 第 n 轮 (最 后 一 轮 ) 比赛 是 在 水 平 最 高 的 两 位 运动 员 x 与 x, 之 间 进 行 的 概率 是 多 少 ? 


c 最 好 的 2 位 运动 员 是 倒数 第 k FE 


的 情形 ) 


d 设 N (n) 是 本 质 上 不 相同 的 比赛 结果 的 个 数 ，j 
的 运动 员 之 间 且 有 相同 的 获胜 者 .证明 N (n) = 2"!. 

















e x, 说 得 锦标 赛 的 概率 是 多 少 ? 





上 赛 的 参赛 考 的 概率 是 多 少 ? (前 





面 两 个 问题 是 上 E=0 和 k=1 

















页 次 锦标 赛 是 本 质 上 相同 的 ， 如 果 比 赛 发 生 在 相同 


f 证明: 如果 了 <p<1 ， 则 x 获胜 的 概率 严格 大 于 ,获胜 的 概率 ( 1< je). 


以 一 种 多 步骤 产 自 西班牙 的 真正 的 雪 利 酒 称 为 Solera， 为 简单 起 见 ， 我 们 假设 酒 的 生产 者 仅 有 三 


个 桶 , 称 之 为 4、B 和 C. 








接 下 来 8 桶 六 入 4 桶 中 酒 的 三 分 之 一 ; 最 后 4 桶 中 用 新 ; 


























每 一 年 ，C 桶 中 酒 的 三 分 之 一 被 装 成 








于 ， 代 之 以 装 入 B 桶 中 的 酒 ; 























BH. Be 4(z) 、B(z) 、C(z) 是 概率 


生成 函数 ， 其 中 z^ 的 系数 是 在 刚刚 换 装 之 后 相应 的 桶 中 壮年 酒 所 占 的 比例 . 


a 假设 这 种 操作 自 远古 以 来 就 

和 C(z) 在 每 一 年 的 开始 都 是 
b 在 同样 的 假设 下 ， 求 每 只 桶 里 的 
多 少 是 恰好 25 年 
c 现在 考虑 有 限 的 时 间 : 假设 在 








是 什么 ? 其 中 









































的 年 份 酒 ? 





















































斯 特 几 . ELS tio 
机 选取 一 盒 ， 取 到 每 一 盒 的 概率 都 是 
会 把 盒子 放 回 口袋 











他 所 选择 的 盒子 是 空 的 时 ， 
a 他 曾经 发 现 另 外 一 个 盒 





那 一 年 的 开始 时 ， 装 瓶 的 雪 利 酒 的 平均 年 份 是 什么 ? 

带 上 两 盒 火 柴 ， 每 一 盒 开始 都 包含 根 火柴 ， 每 当 他 需要 一 丝 亮光 时 ， 就 随 
， 且 取 法 与 他 上 一 次 的 取 法 无 关 ， 取 出 一 根 火 柴 之 后 ,他 
中 ( 即使 盒子 变 空 了 也 依然 如 此 一 一 所 有 著名 的 数学 家 都 习惯 于 这 样 做 ) ， 当 








Nile 


也 就 将 空 盒子 抛弃 掉 并 取 用 男 一 个 盒子 . 
也 是 空 的 .这 件 事 发 生 的 概率 是 多 少 ? ( n=1 ， 这 种 情况 有 一 半 时 间 








会 发 生 ; n=2, 这样 的 1 





请 况 有 3/38 的 时 间 会 发 生 . 




















P(w,z) =), ,Pw"z" 的 封闭 形式 ， 其 中 P, 是 下 述 事 位 


柴 而 另 一 个 盒子 里 有 根 火柴 , 当 第 


封闭 形式 . 





次 选 到 一 个 空 盒子 





F 份 为 0 那 一 年 的 开始 时 , 所 有 三 个 桶 都 装 有 章 








时 








直 进 行 ， 因而 处 于 一 种 稳定 的 状态 .在 这 种 状态 下 ，A4(z) 、B(z) 
目 同 的 ， 对 这 些 生 成 函数 求 出 它们 的 封闭 形式 . 
酉 的 年 份 的 均值 和 标准 差 . 当 雪 利 酒 被 装 











于 时 ， 它 的 平均 年 份 




















W. 那么 在 年 份 为 n 





= 








) 为 解答 这 一 部 分 ,要求 出 生成 函数 
F 的 概率 : 一 开始 一 个 盒子 里 有 m 根 火 
而 个 盒子 都 是 空 的 . 然后 求 出 Pi 的 


一 组 特别 的 网 球 运 
动员 . 


“一 种 快速 的 算术 运 
算 证 明了 ， 由 于 这 套 
巧妙 设计 的 装置 ， 所 
产 出 的 雪 利 酒 至 少 
是 三 年 陈酿 .不 过 ,要 
想 计算 出 酒 的 确切 
年 份 会 使 你 尝 头 转 
向 .” 





《法 国 葡萄 酒 评 
论 》，1984 年 11 月 


x FP KR AY 
平均 数 求 封闭 形式 . 


而 如 果 这 个 五 角 大 楼 
RAER, MEAR 
射 的 就 是 导弹 . 


Frisbee 是 惠 姆 ， 奥 制 
造 公司 的 注册 商标 
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b 推广 你 的 解答 a， 对 下 述 事件 的 概率 求 封闭 形式 : 当 一 个 空 盒子 第 一 次 被 抛弃 时 ， 另 一 个 
盒子 里 恰好 有 磊 根 火柴 . 

c 对 男 一 个 盒子 中 火柴 的 平均 数 求 封闭 形式 . 

某 些 医生 与 某 些 物理 学 家 合作 ， 在 最 近 发 现 了 一 对 用 一 种 特别 方式 进行 繁殖 的 微生物 .其 中 的 雄 

性 微生物 称 为 双星 菌 体 ( diphage )， 在 它 的 表面 上 有 两 个 接收 器 ; 而 雌性 微生物 称 为 三 噬菌体 


(triphage )， 它 有 三 个 接收 器 : 


vicit Hae n 
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SUE Ba AS 
























































SY SIME He LR RE SSAA SE y ETARA, LE EASA CR COL 
BUCA PPT AEN. MASLE ARIRE, TUNER ARF DLS TRA, 如 果 
BL SETAE HOGA, UPR OLR ME. Re, UR Si 
Je. — HRUR TET, ty RF ADH ERPS, SRE CRS A 
ERRUER, 而 第 三 个 w ECT RHEE HU S Hr A — Het. BU 
EFRA, BCA LH PRIYA, CRIES TERS ( 概率 为 ) ， 
























































































































































EIIE ZERIE Da AS (概率 为 < ) 如果 我 们 从 单独 一 株 双 唆 菌 体 开 始 并 用 单个 的 六 粒子 照射 


其 培养 组 织 半 次 ， 求 出 现 双 噬菌体 的 平均 个 数 的 封闭 形式 . 
五 个 人 分 别 站 在 一 个 五 边 形 的 顶点 处 ， 相 互 投掷 Frisbee 飞 盘 . 





X / 


— --—— 


他 们 有 两 只 飞盘 ， 一 开始 如 图 置 于 相 邻 的 顶点 上 .在 每 一 个 时 间 段 ， 每 一 只 飞盘 以 同样 的 概率 或 
者 向 左 或 者 向 右 投掷 〈 沿 着 五 边 形 的 边 ) . 这 个 过 程 继续 下 去 ， 直 到 有 一 个 人 同时 成 了 两 只 飞盘 
的 靶子 ， 游 戏 就 结束 了 《所 有 的 投掷 都 与 过 去 的 历史 无 关 .， ) 

a 求 成 对 抛掷 次 数 的 均值 和 方差 . 

b 对 游戏 延续 超过 100 步 的 概率 求 封 闭 形式 〈 用 斐 波 那 契 数 表示 ) . 

Luke Snowwalker 在 他 的 山 间 小 屋 里 度 寒 假 .前面 的 门廊 有 m DAF, 后 面 的 门廊 则 及 双 . 每 次 
去 散步 ， 他 就 抛掷 一 枚 均匀 硬币 以 决定 是 从 前 面 的 门廊 离开 还 是 从 后 面 的 门廊 离开 ， 然 后 他 走 到 
那个 门廊 穿 上 一 双 翰 子 去 散步 . 他 回 到 每 个 门廊 的 可 能 性 是 50/50 ， 与 他 的 出 发 点 无 关 ， 而 且 革 
子 就 留 在 了 他 回来 的 那个 门廊 这样 在 一 次 散步 之 后 ， 前 面 的 门廊 就 有 产 +[-10 或 者 + 届 双 靴子 ， 






















































































CD 惠 姆 ， 奥 制造 公司 是 在 1948 年 由 两 位 毕业 于 南 加 利 福 尼 亚 大 学 的 学 生 创办 的 生产 飞盘 、 呼 啦 圈 等 大 众 玩 具 
的 企业 . 
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364 第 8 章 离散 概率 











而 后 面 的 门廊 就 有 一 [1,0 或 者 +]] 双 鞭子 . 如 果 所 有 的 鞭子 都 堆 在 了 一 个 门廊 ,而 他 却 决定 从 另 
一 个 门廊 离开 ,那么 他 就 会 因 不 穿 鞭子 走路 而 遭 怪 洪 伤 ， 从 而 结束 度假 .假设 他 一 直 进行 这 样 散 
步 直 到 不 得 不 痛苦 地 结束 假期 , UE Py (m,n) 是 他 恰好 完成 NN 次 不 冻伤 散步 的 概率 ， 在 开始 时 ， 前 
Te RS TREES m IGF, Ja IRA n AE. 于 是， 如 果 m 和 两 者 都 是 正 数 ， 则 

































































1 1 1 
P, (m,n) = 4 Pan -Ln-l) Tops mon) tí Pan tLn-l). 


得 到 这 个 公式 是 因为 第 一 次 散步 要 么 是 前 /后 门廊， 前 /前 门廊 ， 后 /后 门廊 ， 或 者 后 /前 门廊 ， 每 一 

种 方式 的 概率 都 是 了 ， 剩 下 还 有 NN -1 次 散步 

a 通过 找到 当 m=0 或 者 n=0 时 成 立 的 公式 来 完成 关于 P, (m,n) 的 递归 式 ， 利 用 这 个 递归 式 得 到 
对 下 面 概率 生成 函数 成 立 的 方程 ; 


gy, (D = >, P m,n)”. 
N20 








b 对 你 的 方程 微分 并 令 z =1 ， 这 样 就 得 到 诸 个 量 9” (2) 之 间 的 关系 . 求解 这 些 方程 ， 这 样 就 确定 
了 在 冻伤 前 散步 的 平均 次 数 . 
c 证 明 : 如 果 我 们 作 代 换 z=1/ cos* 9 ， 那 么 gn, 有 封闭 形式 : 








cos 0. 





" | 1 | _ sin(2m + DO+sin(2n+ 1)0 


cos’0 sin(2m + 2n+2)0 


Hes 3+ 40-299-2)). 


这 个 问题 的 目的 是 要 证 明 万 (z) = ^. uz" 是 一 个 概率 生成 函数 ， 并 得 到 有 关 它 的 某 些 基本 
ajt(-z)^(9-z)^-2 Y  cz'. WEB]: co=3，c=-14/3 ，c =37127 ， 且 对 所 有 /7 之 0 


kzo k 


Aprox i gee ete 
Even» ARAH ， 提示: 用 恒等式 











Lint 


























1/2 
(9 —z)? 23(1- z)? (1272-2) : 


并 将 最 后 那个 因子 展开 成 z/(-z) AYR. 
b 利用 a 以 及 习题 5.81 来 证 明 : H 的 系数 全 是 正 的 . 
c 证 明令 人 惊叹 的 恒等式 


9— H(z) _ [9-z 42 
\ 1- H(z) 1-z 


d H 的 均值 和 方差 是 什么 ? 











双 达 布 隆 . 


习题 365 







































































































































































































































































51 ElDorado" 的 国家 彩票 利用 上 一 个 问题 中 定义 的 支付 分 布 太 . 每 张 彩票 价值 1 达 布 隆 , 而 以 概率 及 
支付 k 达 布 隆 ， 你 用 每 张 彩 票 赢 奖 的 机 会 与 你 拥有 的 其 他 彩票 的 获奖 机 会 完全 无 关 ， 换 句 话说， 
一 张 彩票 的 输赢 不 影响 你 在 同一 彩票 系统 可 能 购买 的 其 他 任何 一 张 彩票 的 获奖 概率 . 
a 假 设 你 从 1 达 布 隆 开 始 玩 这 个 游戏 . 如 果 你 赢得 达 布 隆 , 那么 就 在 第 二 次 游戏 中 购买 张 彩票 ; 
这 样 你 就 在 第 二 次 游戏 中 有 一 个 总 的 获奖 金额 , 并 将 它们 全 部 用 于 第 三 次 游戏 ; 如 此 一 直下 去 . 
如 果 你 的 彩票 没有 一 张 中 奖 ， 你 就 破产 且 不 得 不 退出 博彩 游戏 . 证 明 : 在 经 过 这 样 的 游戏 n 轮 
后 ， 你 目前 拥有 的 财产 总 额 的 概率 生成 函数 是 
4 1 
nn 
b 设 g, 是 你 在 第 n 次 游戏 的 基础 上 首次 输 掉 所 有 钱 的 概率 ， 目 G(z) = giz+ 952° +. 证 明 
GL) =1. (这 就 意味 着 或 迟 或 早 你 一 定 会 以 概率 1 输 掉 ， 尽 管 你 在 游戏 期 间或 许 会 得 到 乐趣 ) 
G 的 均值 和 方差 是 什么 ? 
c 如 果 你 继续 玩 游戏 直到 破产 为 止 ， 你 所 购买 的 彩票 的 平均 总 数 是 多 少 ? 
d 如 果 你 从 2 达 布 隆 开始 游戏 ， 而 不 是 从 1 达 布 隆 开始 ， 那 么 直到 你 失去 所 有 的 钱 为 止 ， 平均 游戏 
次 数 等 于 什么 ? 
附加 题 
52 证 明 : 在 概率 空间 是 有 限 的 情形 下 ， 正 文中 随机 变量 的 中 位 数 以 及 众 数 的 定义 在 某 种 意义 上 对 应 
于 序列 的 中 位 数 以 及 众 数 的 定义 . 
53 证 明 或 推翻 : WRX 、Y 和 2Z 是 随机 变量 , 它们 使 得 所 有 三 对 随机 变量 (X,Y) 、(X,Z) M,Z) 
都 是 独立 的 ， BAX +Y FZ 也 是 独立 的 . 
54 方程 (820) 证 明了 VX 的 平均 值 是 V . VX 的 方差 等 于 什么 ? 
55 一 副 正规 的 纸牌 有 52 张 牌 ， 集 合 {A,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K} 中 每 一 面值 有 四 张 牌 . VX 与 了 分 
别 表示 最 上 面 以 及 最 下 面 的 牌 的 面值 ， 考 虑 如 下 的 洗 牌 算法 : 
S1 随机 地 排列 纸牌 ,使 得 每 一 种 排列 方式 都 以 概率 1/52! 发 生 . 
S2 WRX 4Y ， 就 抛掷 一 枚 出 现 正面 的 概率 为 p 的 不 均匀 硬币 ， 当 正面 出 现时 就 回 到 步 又 S1; 
否则 就 停止 . 
每 一 次 的 硬币 抛掷 以 及 每 一 种 纸牌 的 排列 都 假设 与 所 有 其 他 的 随机 操作 无 关 .， 在 这 个 过 程 停止 之 
后 ,什么 样 的 p 值 能 使 得 X 与 了 成 为 独立 的 随机 变量 ? 
56 将 习题 48 中 的 飞盘 问题 从 五 边 形 推 广 到 m 边 形 . 在 一 般 情 形 下 ， 当 飞盘 一 开始 处 于 相 邻 顶点 时 ， 
无 冲突 抛掷 ( 目标 不 指向 同一 个 人 的 抛掷 ) 的 次 数 的 均值 和 方差 等 于 什么 ? 证 明 : 如 果 m 是 奇数 ， 











则 抛 找 次 数 的 概率 生成 函数 可 以 表示 成 为 硬币 抛 拨 分 布 的 乘积 : 





PZ 
G,,(z)= ， 
II 1-q,z 
其 中 p, =sin? (Qk-1)a €— (2k -1)n 
2m 2m 





CD 早期 西班牙 探险 家 想象 中 的 南美 洲 黄金 国 . 
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提示 : 学 试 替换 z=1/cos20 . 
57 证 明 : 如 果 1 三 3 ， 在 抛掷 一 枚 均匀 硬币 时 ，Penney 赌 注 游戏 中 的 模式 TT.T T, 总 是 差 于 模式 

















437 Talitas 









































58 是否 存在 一 个 由 /三 3 个 正面 以 及 反面 组 成 的 序列 4= TT.T T, ,使 得 序列 Hz E TT.T 
在 Penney 赌 注 游戏 中 与 模式 A 相 比 表现 同样 地 好 ? 

59 是 否 存 在 由 正面 和 反面 组 成 的 模式 A PB, 使 得 4 比 B 更 长 , 且 当 抛掷 一 枚 均匀 人 硬币 时 , 在 多 于 
一 半 的 时 间 里 4 出 现在 8 之 前 ? 

60 itkin 是 固定 的 正 整数 ，k<n. 
a 求 出 在 m 个 列表 组 成 的 散 列表 中 搜索 已 经 插入 的 第 项 以 及 第 n 项 所 需要 的 探索 次 数 的 联合 分 
































布 的 概率 生成 函数 
G(w, z) = ES c P Y re ir hn) PU sh un) 
m h= h,=l 
的 封闭 形式 . 


b 尽管 随机 变量 PCR) 与 PCR shim) 是 相关 的 ， 证 明 它们 也 有 那么 一 点 是 独立 的 : 
E(P(h,--- h,; kK)P(h,-- hin) 
- (EPA. E) (EPOR... him). 
61 利用 上 一 题 的 结果 证 明 (8.104) . 
62 习题 47 续 : 求 经 过 nn 次 w 射线 照射 之 后 双 噬菌体 个 数 的 方差 


























研究 题 


63 正 态 分 布 (normal distribution ) 是 一 种 非 离 散 的 概率 分 布 ， 其 特征 是 除了 均值 和 方差 之 外 所 有 其 
也 的 累积 量 均 为 零 ， 是 否 有 一 种 简单 的 方法 能 告诉 我 们 ， 一列 给 定 的 累积 量 (ki,,K,…) 是 否 来 


ES 





























438 自 一 个 离散 的 ( discrete ) 分 布 〈 在 一 个 离散 的 分 布 中 ， 所 有 的 概率 必定 都 “有 很 小 的 间隔 ” ) 








WX 


ASYMPTOTICS 





哇 …… 来 了 个 A 开头 


“症状 ”( symptom )、 
"PA" (ptomaine ) 
这 样 的 单词 也 都 来 
自 这 个 词根 . 

















能 求 得 精确 答案 是 非常 好 的 , 我 们 会 满意 于 所 具有 的 完备 知识 , 但 是 有 时 也 需要 近似 的 
结果 . 如 果 碰 到 一 个 和 式 或 者 一 个 递归 式 ， 它 的 解 没 有 封闭 形式 ( 就 我 们 所 知道 的 )， 而 我 
们 仍然 希望 对 答案 有 所 了 解 ， 因 为 我 们 并 不 坚持 要 么 了 解 一 切 要 么 一 无 所 知 . 即使 有 了 封闭 
形式 , 我 们 的 知识 或 许 仍 是 不 完备 的 ,因为 我 们 可 能 并 不 知道 怎样 将 它 与 其 他 的 封闭 形式 做 
比较 . 

例如 ， 对 于 和 式 





























(表面 上 ) 没有 封闭 形式 . 但 是 ， 知 道 
s. 34 n — 00 BY 
n 





也 不 错 ， 我 们 称 这 个 和 式 “ 渐 近 于 ”( asymptotic to ) ( a "| 如 果 有 


s, -人 -全 人 二] (9.1) 
n n n 

这 样 更 详细 的 信息 ， 就 更 好 了 ， 它 给 出 了 “ 阶 为 1/z2 的 相对 误差 ”， 但 就 是 这 个 结果 也 不 足 
以 告诉 我 们 ，5, 与 其 他 量 相 比 有 多 大 .，S, 和 斐 波 那 契 数 尺 ,, 谁 更 大 一 些 ? 答案 是 : 当 n=2 


I, RIE S, 222» F, =21, (HARARE F, 更 大 些 , DIO F, - 9" / 45 Hø ~ 6.8541, m 


S, -此 era 人 i oft -)} (9.2) 


这 一 章 的 目的 就 是 学 习 如 何不 费 大 力气 就 能 理解 并 且 推 导出 这 样 的 结 
单词 渐 近 的 (asymptotic ) 源 自 一 个 希腊 语词 根 ， 其 意义 是 “不 落 在 一 起 ”上 古 希 腊 数 学 
家 们 在 研究 圆锥 截面 时 ， 就 考虑 过 类 似 y = V1+x? 的 双 曲 线 . 
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这 条 曲线 以 直线 了 =x 和 = 天 作为“ 渐 近 线 ”， 当 x 一 c 时， 曲线 接近 这 些 渐 近 线 ， 但 永 
远 不 会 碰 到 这 些 渐 近 线 ， 现在 我 们 在 更 加 广泛 的 意义 上 使 用 “ 渐 近 的 ”这 个 词 ， 表示 当 某 个 
参数 趋向 一 个 极限 值 时 与 真实 值 越 来 越 接 近 的 近似 值 ， 对 我 们 来 说 , 渐 近 值 就 意味 着 “几乎 
落 在 一 起 ”. 

某 些 渐 近 公式 很 难 推导 出 来 , 它们 大 大 超出 了 本 书 的 范畴 . 我 们 仅 就 此 论题 进行 引导 性 
的 讨论 , 希望 能 打 好 适当 的 基础 , 以 便 在 此 基础 上 进一步 构建 技能 . 我 们 对 理解 “~” 和 “0O” 
等 类 似 符号 的 定义 特别 感 兴趣 ， 并 将 研究 处 理 渐 近 量 的 基本 方法 . 

















9.1 量 的 等 级 AHIERARCHY 


实际 中 出 现 的 n 的 函数 通常 有 不 同 的 “ 渐 近 增长 率 ”， 它 们 中 的 一 个 比 男 一 个 更 快 地 趋 

HFEF. 我们 就 将 这 表述 成 
fx g(n) SO lim (0. (9.3) 
m= g(n) 

这 种 关系 是 传递 的 : 如 果 f(n) < g(n) B g(n) < hin), IBA f(n)< h(n). f(n) g(n) XR] 
记 为 g(n) > f(n) .这 个 记号 是 由 保罗 RA REF 187 ES A. 
例如 an <n  ， 非 正式 地 称 n tE n 增长 得 更 慢 .， 实际 上 ， 当 w 与 6 是 任意 实数 时 ， 

n* «n? e a«f. (9.4) 
MOR, BRST nBEEENASYFE nme FETA LL HS ZR CERTE ARP PRE RES 4 
些 函 数 项 在 内 的 渐 近 的 大 小 等 级 次 序 : 


logn 
































下 这 
1 <loglogn «logn «n^ «n^ <n" <c" <n" «c^ . 
(这 里 e 和 ec 是 满足 0<e<1<c 的 任意 常数 . ) 

除了 1 之 外 ， 这 里 列 出 的 所 有 函数 当 ) 趋向 无 穷 时 都 趋向 于 无 穷 . 因而 ， 当 我 们 想 把 一 
个 新 的 函数 放 进 这 个 等 级 序列 中 时 , 不 是 要 确定 它 是 否 趋 向 无 穷 , 而 是 要 确定 它 以 多 快 的 速 
度 趋 于 无 穷 . 

在 进行 渐 近 分 析 时 , 这 样 做 有 助 于 培养 一 种 广阔 的 视野 ; 在 想象 一 个 趋 于 无 穷 的 变量 时 ， 
我 们 应 该 考虑 大 的 数 (THINK BIG ). 例 如， 上 面 的 等 级 序列 告诉 我 们 1ogn ~ n°"! ， 如 果 将 
我 们 的 视野 局 限于 一 个 古 苞 尔 (googl， 即 n=10”) 这 样 小 而 又 小 的 数 ， 那么 这 个 结论 似乎 
是 错误 的 .因为 在 此 情形 下 ，logn=100 ， 而 na 仪 仅 是 10” =1.0233. 但 是 ， 如 果 我 们 
ERREARI ÉEN ( googolplex，10 的 古 区 尔 次 方 ), 即 n=10””, JPA logn =10 5 
n°! = 10!" 相 比 则 相形 见 细 . 


























所 有 大 大 小 小 的 函数 . 


一 张 越 来 越 小 的 等 
BR? 
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即使 e 极 小 (比方 说 小 于 1/10””), 只 要 nn 足够 大 ，logn 的 值 就 将 大 大 小 于 ns 的 值 . 
为 如 果 取 n=10” ， 其 中 是 如 此 地 大 而 使 得 e 宇 10* ， 那 么 就 有 1logn=10* ， 然 而 
n* 宇 10”. 于 是 ， 比 值 logn)/n’ n> eo BS TAE. 

上 面 给 出 的 这 张 等 级 表 人 处 理 的 是 趋 于 无 穷 的 函数 . 然而 ， 我 们 也 常 对 趋 于 零 的 函数 感 
兴趣 ， 所 以 对 这 样 的 函数 有 一 个 类 似 的 等 级 表 是 有 用 的 . 通过 取 倒 数 ， 我 们 就 得 到 一 个 等 
级 表 ， 因 为 当 f(n) M gn) 永 不 为 零 时 我 们 有 



































1 
< . (9.5) 
f(n) 4 g(n) e x. 7m 
于 是 ， 下 面 的 函数 〈 除 1 外 ) 都 趋 于 零 : 
1 1 1 1 1 1 1 1 
Jn x n x n x logn < C < E < < <1 
c nc" n*" n? pm logn loglogn 





我 们 来 观察 几 个 其 他 的 函数 ,看 看 它们 适宜 安插 在 什么 位 置 . 已 知 小 于 或 等 于 的 素数 
个 数 x(n) 近似 等 于 n/Inn. 由 于 1/n* <1/lInn<1， 用 nn 来 乘 就 得 到 
n™® <A(n)<n. 
n^ (log 1)^ (loglogn)® < n^ (log n)? (loglog 1)^ 
€ (a,,05,05) « (B... B.) > (9.6) 
实际 上 我 们 就 能 推广 (9.4) XE “ (25,0505) <(B,B,,B,)” 指 的 是 字母 顺序 (字典 顺序 ) 换 
nz, 或 者 有 Q < 和， 或 者 有 w =f 上 且 m <D ,或 者 有 w = 6 M =p, Uka < b. 
PRB e e" 又 如 何 ， 它 的 位 置 又 应 该 在 等 级 表 的 什么 地 方 呢 ? 我 们 可 以 利用 规则 
e/ a e£ es lim (. (n) - g(n)) — P (9.7) 




















来 回答 这 样 的 问题 . 通过 取 对 数 ， 从 定义 〈9.3 ) 经 过 两 步 就 得 到 这 个 结果 . 因此 有 


1< f (n) < g(n) > e/o » ele : 


又 因为 1<loglogn < Vlogn < elogn , 我 们 就 有 logn «e " «n^. 
当 两 个 函数 f(n) 和 g(n) 有 同样 的 增长 率 时 ,我 们 就 写成 “f(n) = go)". 正式 的 定 





义 是 





f( x gn) e |f@|<Clg@| BA Jems Clr], 
对 某 个 C 和 所 有 充分 大 的 . (9.8) 
例如 ， 如 果 f(n) =cosn+arctann H. g(n) 是 一 个 非 零 的 常数 ， 此 式 就 成 立 ， 我 们 很 快要 来 证 
Hj: 只 要 f(n) 和 g(n) 是 相同 次 数 的 多 项 式 ， 那 么 此 结论 就 成 立 ， 还 有 一 个 由 规则 























fm) ~ g(n) e lim OD 08 4 (9.9) 
>” g(n) 
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定义 的 更 强 的 关系 .在 此 情形 下 ， 我 们 就 涪 “ oa) BEEF g(n)". 

G H. 哈代 5 引入 了 一 个 有 趣 而 重要 的 概念 ， 称 为 “对 数 -指数 函数 ”( logarithmico- 
exponential function ) 类 ， 它 用 递归 方式 定义 为 满足 下 列 性 质 的 最 小 水 数 类 £. 

e 对 所 有 实数 w , PORA f (n) =a HE € 中. 

e [HAE PR f(n)=n TE £ 中. 

e. WER f (n) fI g(n) TE € F, IBA f (n) - g(n) 亦 然 . 

e WER f(n) Tk € rh, ABA e^? 亦 然 . 

e. 如果 f(n) HEL PA “RAPE, BBA In f (n) E € (P. 

如 果 存 在 一 个 整数 n, , HISAR n Sn WA f (1) » 0, 那么 函数 f(n) 称 为 “最 终 取 正 
的 值 ” 

例如 ， 我 们 可 以 用 这 些 规 则 来 证 明 : 只 要 f(n) Ml g(n) TE € "P, BBA f(n)+ g(n) HEL 
"P, KL f(n)* g(n) = 了 (n)-(0-g(n)). WER f(n) M g(n) 最 终 都 是 & 中 取 正 值 的 函数 ， 那 
么 它们 的 乘积 f(n)g(n) =O 以 及 商 f(n)/ g(n) 2e"/ Ps? ARE e rn, ATR 


JF - O 这样 的 函数 亦 在 & 中。 哈代 曾经 证 明了 ， 每 个 对 数 -指数 函数 要 么 最 终 是 正 
的 ， 要 么 最 终 是 负 的 ， 要么 恒 等 于 零 ， 这 样 一 来 ， 任 何 两 个 2 函数 的 积 与 商都 在 & 中 ， 除 
了 不 能 用 恒 为 零 的 函数 作 除数 之 外 . 

哈代 关于 对 数 -指数 函数 的 主要 定理 是 ,它们 构成 一 个 渐 近 等 级 ; 如 果 f(n) 和 g(n) 是 & 
中 的 任何 函数 ， 那 么 或 者 有 f(n) < g(n) ,或 者 有 f(n)> g(n) ,或 者 有 f(n) =< g(n). 在 最 后 
一 种 情形 中 ,事实 上 存在 一 个 常数 a ， 使 得 


f(n)~ ag(n). 


哈代 定理 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范畴 , 不 过 有 必要 知道 这 个 定理 , 因为 几乎 每 一 个 我 们 需要 处 
理 的 函数 都 在 上 中 . 在 实践 中 , 一 般 来 说 我 们 不 难 将 一 个 给 定 的 函数 放 进 一 个 给 定 的 渐 近 等 
级 之 中 . 


























9.2 大 Oi 记号 ONOTATION 


18044, [UP - 巴赫 曼 针对 渐 近 分 析 引入 了 一 个 绝妙 的 记号 ， 在 后 来 的 岁月 里 ， 爱 德 
荣 - 兰 道 等 人 使 之 普及 开 来 ， 我 们 在 


H, =Inn+y+O(1/n) (9.10) 


这 样 的 公式 里 见 到 过 它 ， 它 告诉 我 们 : 第 n 个 调和 数 等 于 n 的 自然 对 数 加 上 欧 拉 常数 再 加 上 
一 个 量 ， 这 个 量 是 “1/n KO”. 最 后 这 个 量 不 是 精确 给 定 的 ， 但 不 论 它 是 什么 ， 这 个 记 
号 断言 ， 它 的 绝对 值 不 大 于 1/n 的 一 个 常数 倍 . 

O 记 号 的 精妙 之 处 就 在 于 它 压缩 掉 了 无 关 紧 要 的 细节 ， 让 我 们 能 集中 研究 其 重要 的 特 
征 : 如 果 1/n 的 常数 倍 不 重要 ， 那么 量 OU n) 小 得 可 以 忽略 不 计 . 

此 外 ， 我 们 可 以 将 O 用 在 公式 的 中 间 . 如 果 想 要 用 9.1 节 的 记号 表示 (9.10 )， 我 们 就 必 

















“我 们 用 记号 O(n) 表 
示 一 个 量 时 ( 这 个 量 
关于 nn 的 阶 不 超过 
n 的 阶 )， 它 本 身 是 
否 真 的 包含 阶 为 n 的 
项 , 都 是 不 确定 的 . ” 

一 一 巴赫 曼 071 


这 并 非 胡 说 八道 , 不 
过 它 没什么 意义 . 


我 得 到 一 张 小 小 的 
清单 一 一 我 得 到 一 张 
小 小 的 清单 ,这 张 清 
单 里 有 很 可 能 未 被 
公开 的 令 人 烦恼 的 
项 目 和 细节 ，, 它们 从 
未 被 遗漏 过 一 一 从 未 
被 遗漏 过 
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须 将 “Inn+y” 移 到 左边 并 给 出 
i loglogn 
n 
这 样 的 较 弱 的 结果 ,或 者 给 出 


1 
H,-Inn-yx— 
n 


这 样 的 更 强 的 结果 . 借助 大 O 记号 , 我 们 可 以 在 合适 的 位 置 上 明确 说 明 适 当 的 细节 ， 而 无 需 
移 项 . 

如 果 我 们 再 考虑 一 些 例子 , 就 能 更 加 清楚 地 了 解 不 精确 给 出 量 的 思想 . 我 们 偶尔 用 记号 
“+1l ”来 表示 某 个 或 者 是 +1 或 者 是 -1 的 量 ， 我 们 并 不 知道 ( 或 者 似乎 并 不 在 意 ) 它 是 哪 
个 值 ， 然 而 仍 可 以 在 公式 中 处 理 它 

N. G f& - 布 鲁 因 在 他 的 4symptotic Methods in Analysis —-BB9JF 4675 IE Y —4 X L id 
号 ， 它 有 助 于 我 们 理解 大 O .如 果 用 Z(5) 表示 一 个 绝对 值 小 于 5 的 数 (我 们 不 说 出 这 个 数 是 
什么 )， 接 下 来 我 们 就 能 在 无 需 知 道 全 部 事实 的 情况 下 执行 某 些 计算 . 例如 ， 我 们 可 以 推导 
出 像 1+Z(3) = Z(6) L(2)+LG)=L(5), L2)LG) 2 L(6) , e'? =L(e’) 这 样 的 公式 .但 是 我 
们 不 能 得 出 结论 L)-LG) = ZL(2) ， 因 为 左边 有 可 能 是 4-0 . 实际 上 ， 我 们 最 多 只 能 说 有 
L(5)—L(3) = L(8) . 

巴赫 曼 的 OSs 5 Lie mam. ERENT: O(a) 表示 一 个 数 ， 这 个 数 的 绝对 值 至 
多 是 |w| 的 常数 倍 . 我 们 不 说 这 个 数 是 什么 ， 甚 至 也 不 说 这 个 常数 是 什么 ， 当 然 ， 如 果 在 这 
种 场合 没有 任何 变量 , 那么 “常数 ”的 概念 也 就 毫 无 意义 ， 所 以 我 们 仅 在 至 少 有 一 个 量 E 
方 说 n ) 的 值 是 变动 的 情形 下 才 使 用 O dum. 在 这 一 方面 ， 公 式 































































































f(n)=O(g(n)), IA n (9.11) 
表示 存在 一 个 常数 C ， 使 得 
FS C|, 对 所 有 nn; (9.12) 





而 当 O(g(m)) 位 于 一 个 公式 的 中 间 时 , 它 代表 一 个 满足 (9.12 ) 的 函数 f(n) . f(n) 的 值 是 未 
知 的 , 但 是 我 们 的 确 知道 它们 不 太 大 .类 似 地， 上 面 的 量 L(n) 表示 一 个 未 指定 的 函数 (n) ， 
它 的 值 满足 |f(n)|<|n|. 工 与 O 之 间 的 主要 区 别 是 : O 记号 包含 一 个 未 指定 的 常数 C ，O 的 
每 一 次 出 现 都 可 能 包含 一 个 不 同 的 C， 但 是 每 一 个 C 都 与 无关 . 

例如 ,我 们 知道 前 n 个 平方 数 之 和 是 











sre Jenn aly ph p. 
3 2 3 2 6 


我 们 可 以 写成 





CD 这 条 涂鸦 的 灵感 来 自 Athur Sullivan fW. S. Gilbert 合 作 创作 的 14 部 歌剧 作品 中 的 第 9 部 作品 : 两 幕 喜剧 Mikado 
( X44 The Town of Titipu，1885 年 3 月 14 日 在 伦敦 首 演 ) 中 一 首 著 名 的 歌曲 . 
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= O(n") 


is La "T 
3 2 6 


因为 
我 们 有 更 具体 的 公式 





«pp ezpp + In] <p +o ep = Inf (所 有 整数 ) 类 似 地 ， 
3 2 6 3 2 6 





口 ,= DU +O(n’) ; 
我 们 也 可 以 粗放 地 将 这 些 信息 抛弃 ， 而 将 它 写成 
poor). 
在 O 的 定义 中 并 没有 要 求 给 出 最 好 可 能 的 界限 . 
MEAL MRI n 不 是 整数 又 如 何 呢 ? 如 果 有 一 个 SCD = za ere ec PN 
公式 〈 其 中 x 是 实数 ) 又 如 何 呢 ? 此 时 我 们 不 能 说 S(x) = OC?) ， 因 为 比值 S(x)/x = 














Pep eux OO ONTO, 我们 也 不 能 说 SC9 = OQ) . PDSEG SQ) xo c + 
Qut bxc» EGER PRET, RIFIN SQ) REO ie. 





对 于 这 一 两 难 困境 的 解决 方案 是 ,与 0 一 起 使 用 的 变量 一 般 来 说 都 服从 边界 条 件 . 例如 ， 
如 果 我 们 约定 |x| 三 1, 或 者 x 三 e ， 其 中 是 任意 一 个 正常 数 ， 或 者 x 是 一 个 整数 ， 那 么 我 
们 就 能 写成 S(x) = OQ). 如 果 我 们 约定 |x| 三 1, 或 者 |x| 三 < ， 其 中 c 是 任意 一 个 正常 数 ， 
那么 我 们 就 能 写成 S(x) = O(x) . 0O 记号 是 由 它 的 环境 以 及 加 在 它 所 包含 的 变量 上 的 限制 条 
件 控制 的 . 

这 些 限制 条 件 常常 由 一 个 极限 关系 给 出 例如， 我 们 可 以 说 


f(n)=O(g(n)), noo. (9.13 ) 
这 就 意味 着 当 n“ 接 近 ” 时 假设 0 条 件 成 立 , 我 们 只 关心 当 n 相当 大 的 时 候 会 发 生 什 么 . 此 
Fh. 我 们 甚至 并 不 明确 说 明 “ 接 近 ” 的 含义 是 什么 , 在 这 样 的 情形 下 ，O 的 每 次 出 现 都 隐 含 
地 断言 存在 两 个 常数 C n, ， 使 得 

If()|<Clg@|, HEnzn. (9.14) 
C 和 的 值 对 每 个 0 都 可 能 是 不 相同 的 ， 但 是 它们 都 与 无关， 类 似 地 ， 记 号 

f(x) =O(g(x)), x0 
表示 存在 两 个 常数 C We, ti 

[FS Clg), BR xix e. (9.15) 
极限 值 不 一 定 是 = 或 者 0 ， 我 们 可 以 写成 
























































CD 这 是 数学 家 Michael Stueben 献 给 他 所 钟爱 的 人 的 


3i 
t 




















你 是 你 同性 别 中 
最 美丽 的 人 ， 

让 我 作为 你 的 英雄 ; 
我 爱 你 ， 就 像 

当 x 取 正 数 趋 于 零 时 
的 1/x 


“为 了 避免 “等 于 ， 
这 些 词汇 的 党 琐 重 
复 ， 我 将 像 我 求解 数 
学 问题 时 那样 ， 用 一 
对 平行 线 ， 也 就 是 像 
“二” 这样 有 相同 针 
率 和 相同 长 度 的 线 
段 来 表示 .我 用 这 个 
记号 是 因为 没有 什 
么 比 这 样 两 条 线段 
更 加 相等 7” 

R. Habe n 
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Inz=z-1+0((z-1)’) , zol, 


因为 可 以 证 明 ， 当 


我 们 关于 O 的 定义 已 经 逐渐 发 展 起 来 , 经 过 几 页 讨论 之 后 , 从 某 种 看 起 来 十 分 明显 的 东 
西 演变 为 某 种 看 起 来 有 点 复杂 的 东西 . 我 们 现在 是 用 O 表示 一 个 未 定义 的 函数 以 及 一 两 个 未 
指定 的 常数 ,这 些 数 与 问题 的 环境 有 关 . 对 任何 一 个 合理 的 记号 来 说 , 这 看 起 来 似乎 足够 复 
RT, 但 这 还 不 是 全 部 ! 还 有 另外 一 个 巧妙 的 想法 隐藏 在 幕后 . 也 就 是 说 , 我 们 需要 意识 到 ， 
写成 





2-1] |Inz-2+1]<|2-1). 














lg pie yli = O(n’) 
3 2 6 





是 很 合适 的 , 但 是 我 们 永远 不 要 将 这 个 等 式 的 两 边 反 过 来 写 , 否则 就 可 能 从 恒等式 n= O(n’) 
IK n^ = O(n’) 得 出 n=n? 这 样 可 筑 的 结果 . 当 我 们 对 O 记 号 以 及 包含 未 精确 指定 的 量 的 任 
何其 他 公式 进行 研究 时 ， 我 们 都 是 在 处 理 单 向 等 式 (one-way equality )， 方 程 右边 给 出 的 信 
息 并 不 比 左边 给 出 的 多 ， 而 且 有 可 能 更 少 ， 右 边 是 左边 的 “ 粗 胚 ”. 

从 严谨 正式 的 观点 来 看 ， 记 号 O(g(n)) 并 不 代表 单个 函数 f(n) ， 而 是 表示 满足 
SS C|gon| (对 某 个 常数 C ) 的 所 有 函数 f (0) 的 集合 . 一 个 不 含 0 记号 的 普通 公式 gn) 
表示 包含 单个 函数 f(n) = g(n) 的 集合 WR S 和 7 是 n 的 函数 组 成 的 集合 ， 则 记号 S+7 表 
示 形 如 f(n)+g(n) 的 所 有 函数 的 集合 ,其 中 f(n)e S ,而 g(n)e7 ,其 他 像 S-7T、ST 、S/T、 
VS. 5, nS 这 样 的 记号 有 类 似 的 定义 ， 严 格 地 说 ， 这 样 的 函数 集合 之 间 的 “等 式 ” 是 集 
合 包 含 (setinclusion ), 符号 “=” 实 际 上 指 的 是 “c”. 这 些 正式 的 定义 将 我 们 对 O 的 所 有 
操作 建立 在 坚实 的 逻辑 基础 之 上 . 

例如 ,“ 等 式 ” 






























































pU +O(n’)= O(n’) 














ERS CS,, Hb s 是 所 有 形 如 3 +f (n) 的 函数 组 成 的 集合 ， 对 它们 存在 一 个 常数 C ， 


(EA AS C pe ; 而 3 是 所 有 函数 f (n) 组 成 的 集合 ， 对 它们 存在 常数 C, ， 使 得 
|o « Ce| .在 左边 任意 取 一 个 元 素 并 说 明 它 属于 右边 ， 即 可 正式 证 明 这 个 “等 式 ”: 














~ 1 9 NOHqoM AES a 4 
给 定 Dn + fi). 使 得 A| a pr] ， 我 们 必须 证 明 ， 存 在 一 个 常数 C, RE 





$+ A] SC, e|. APC, oec, 即 达 到 我 们 的 目的 ， 因 为 对 所 有 整数 有 <n 
如 果 “=” 真 的 表示 “E ”， 为 什么 我 们 不 用 “E ” 代 蔡 滥用 的 等 号 呢 ? 这 里 有 四 个 原因 . 

















OR. 雷 科 德 (1510—1558) 是 威尔士 的 一 名 医生 和 数学 家 ， 他 用 英语 而 不 是 拉丁 语 或 者 希腊 语 写 过 一 些 有 影 
响 的 数学 教材 ， 供 普通 人 学 习 使 用 .他 在 其 中 一 本 书 中 引入 了 等 号 ， 而 与 他 同时 代 的 笛 卡 儿 和 费 马 等 还 在 
使 用 “< 以 及 >” 这 样 的 符号 作为 等 号 . 
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首先 是 习惯 . 数论 学 家 开始 就 将 等 号 与 O 记号 一 起 使 用 , 这 种 习惯 就 流传 开 来 了 . 到 现 
在 ， 它 已 经 非常 好 地 确立 起 来 ， 因 而 不 可 能 希望 数学 界 做 出 改变 . 

第 二 是 习惯 .计算 机 使 用 者 相当 习惯 了 等 号 的 过 度 使 用 .多 年 来 ， FORTRAN 和 BASIC 程 
序 员 一 直 都 在 书写 “N = N+1” 这 样 的 赋值 语句 .再 多 一 次 滥用 也 无 妨 . 

第 三 是 习惯 。 我们 常常 把 “=” 理 解 为 单词 “是 ”. 例如， 将 公式 玉 , = O(logn) 读 成 “有 
下 标 n 是 logn IKO”. 而 在 英语 中 ,这 个 “是 ”是 单 向 的 . 我 们 说 鸟 是 动物 , 但 是 不 说 动物 
ES, "EU ee “S” BE. 

第 四 , 对 我 们 的 目的 来 说 这 很 自然 如 果 我 们 限制 只 在 O 记号 占据 公式 的 整个 右边 时 才 
使 用 它 , 就 如 在 调和 数 的 近似 值 忌 = O(logn) , 或 者 在 排序 算法 的 花费 时 间 7T(n) = O(n logn) 
中 那样 ， 那 么 我 们 用 “=” 或 是 别 的 符号 都 没有 什么 关系 .但 是 当 我 们 在 一 个 表达 式 的 中 间 
使 用 O 记号 时 ， 就 像 通常 在 渐 近 计算 中 所 做 的 那样 ， 把 等 号 看 成 是 相等 ， 并 把 O(L/ n) 这 样 
的 表达 式 看 成 非常 小 的 量 ， 那 么 我 们 的 直观 感觉 就 得 到 了 充分 的 满足 . 

所 以 我 们 将 继续 使 用 “=”, 而 且 继 续 将 O(g(n)) 视 为 未 完全 指定 的 函数 . 但 是 我 们 知道 ， 
只 要 需要 ， 我 们 总 能 回 到 集合 论 的 定义 . 

在 我 们 对 定义 挑刺 几时 ， 应 该 提 及 一 桩 更 加 技术 性 的 事 : 如 果 在 问题 中 有 若干 个 变量 ， 
O 记号 形式 上 表示 两 个 或 者 更 多 个 ( 而 不 仅仅 是 一 个 ) 变量 的 函数 的 集合 . 每 一 个 函数 的 定 
义 域 就 是 当前 “自由 ”变化 的 每 个 变量 . 

这 个 概念 可 能 有 一 点 儿 不 好 理解 ， 因 为 一 个 变量 在 被 一 个 王 或 某 个 类 似 的 东西 控 秆 
它 可 能 只 在 一 个 表达 式 的 某 些 部 分 有 定义 例如， 我 们 来 更 仔细 地 观察 方程 



























































= 





时 ， 


>(e+olD)=3m+oon， 整数 n 宇 0. (9.16) 


k=0 








左边 的 表达 式 刀 +O(6 TUR BIPROE UE + (k,n) 的 两 个 变量 的 函数 的 集合 ， 对 它们 存在 一 
MEAC, EROS k Sn BA | f(k,n)|< Ck. 对 于 0 三 二 n ,这 一 组 函数 的 和 是 所 有 
形 如 


> + fiom) = zi bem bam Fun) fun) +--+ flan) 
的 函数 g(m) 的 集合 ， 其 中 /有 所 陈述 的 性 质 ， 由 于 我 们 有 


1, 1 
j^ PIE aa 


gb b Peer ten dia 
2 6 
«m +C(n -n)/2«(C*ln , 
故而 所 有 这 样 的 函数 e (n) 都 属于 (9.16) 的 右边 ， 于 是 (9.16) 为 真 . 

人 们 有 时 会 假设 0 记号 给 出 了 精确 的 增长 的 阶 , 从 而 过 度 使 用 它 , 他 们 用 它 就 好 像 它 既 
给 出 了 下 界 又 给 出 了 上 界 . 例如 ， 对 个 数 进 行 排序 的 算法 可 以 称 为 是 无 效 的 ,“ 因 为 它 的 
运行 时 间 是 O(n?).” 但 是 运行 时 间 O(n?) 并 不 意味 着 运行 时 间 不 可 以 是 O(n). 下界 有 另外 
一 个 记号 ， 即 大 Q: 





























“显然 ， 对 这 样 的 关 
系 来 说 ， 符 号 = 真 的 
是 个 错误 的 符号 ， 因 
为 它 隐 含 了 对 称 性 ， 
而 这 里 没有 这 样 的 
对 称 性 …… 然 而 ,一 
旦 给 出 了 这 样 的 警 
告 ， 使 用 符号 = 时 就 
没什么 其 他 损害 了 ， 
我 们 就 保持 它 ， 因 为 
除了 习惯 再 也 没有 
其 他 更 充分 的 理由 
1o 

一 一 德 ， 布 鲁 因 中 


(现在 是 做 热身 题 


第 3 题 和 第 4 题 的 好 
时 机 . ) 


WT Q fe 都 是 大 
写 希 腊 字母 ， 所 以 O 
记号 中 的 O 必 定 是 大 
写 的 希腊 字母 0. 不 
管 怎么 说 ， 是 希腊 人 
创立 了 渐 近 理论 . 
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f(n) =Q(g(n)) e |re)|zclegm| 对 某 个 C>0. (9.17) 
我 们 有 f(n)=Q(g(n)) 当 且 仅 当 g(n)=0O0(f(n)). WR n 足够 大 ， 则 运行 时 间 为 Q(m?) m 
序 算法 与 运行 时 间 为 O(nlogn) 的 算法 相 比 较 而 言 是 无 效 的 . 
最 后 还 有 大 @ ， 它 指出 精确 的 增长 的 阶 ; 
J(OD=e@(gOD) 全 f(r) = O(g(n)) E f(m = Q(g(n)). (9.18 ) 
我 们 有 f(n) = Be(g(n)) SANARE (9.8) 中 的 记号 有 f(n) = gan). 
爱 德 蒙 tUe EMT “bo” inm, 
f(n) =0(g(n)) e |f()| € ele HA nz ne) 以 及 所 有 常数 =E> 0. (9.19 ) 
这 本 质 上 就 是 (9.3 ) 的 关系 f(n) < go). 我 们 还 有 
f(n) - g(n) & f(n)=g(n)t+0(g(n)). (9.20) 
许多 作者 在 渐 近 公式 中 用 到 “o ”， 不 过 更 为 明晰 的 “O ”表达 式 几 乎 更 受 欢迎 .例如 ， 
一 种 称 为 “ 冒 泡 排序 ”的 计算 机 方法 的 平均 运行 时 间 与 和 式 PoD) = > E" keV nt SER 
有 关 . 初等 渐 近 方法 就 足以 证 明 公 式 P(n) ~ Vrn/2 , ERR Á n 一 时 比值 P(n)/ Van 2 S 
向 于 1. 然而 , 考虑 差 值 P(n) - Jan / 2 而 不 是 考虑 比值 , 才能 对 P(n) 的 性 状 有 最 透彻 的 了 解 : 






































n P(n)! Vmn/2 P(n)— 4nn12 
1 0.798 -0.253 
10 0.878 —0.484 
20 0.904 -0.538 
30 0.918 -0.561 
40 0.927 -0.575 
50 0.934 -0.585 








中 间 一 列 的 数据 并 不 令 人 信服 ,这 列 数据 即便 趋向 于 某 个 极限 ， 它 离 P(n)/ n 72 快速 趋向 
于 1 这 一 引 人 注 目的 证 明 也 肯定 相差 其 远 . 但 是 右边 一 列 数据 表明 P) 的 确 非 常 接近 于 
Vrn/2 ， 因此， 如 果 能 推导 出 形 如 

P(n) = Vnn/2+0() 
的 公式 ， 甚 至 得 到 


P(n) = Van 2 -3+ 00/ vn) 


这 样 更 精确 的 公式 ， 那 么 我 们 就 能 更 好 地 刻画 P(n) 的 性 状 特征 ， 要 证 明 O 型 的 结果 ， 需 要 
渐 近 分 析 中 更 强 而 有 力 的 方法 , 学 习 这 些 方法 所 需要 的 额外 努力 , 会 由 随 O 界限 而 带 来 的 进 
一 步 的 理解 而 得 到 很 大 补偿 
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此 外 ， 许 多 排序 算法 都 有 形 如 
T(n)= Anlgn + Bn + O(log n) 
的 运行 时 间 ( 对 某 个 常数 4 和 B ) 停止 在 TCD ~ 4nlgn 这 一 时 刻 得 到 的 分 析 并 没有 说 出 整 
个 情节 , 事实 表明 仅仅 以 其 A 的 值 作为 基础 选择 排序 算法 不 是 好 的 策略 . 挑选 一 个 好 的 “4 ” 
常常 会 以 得 到 一 个 坏 的 “B ”为 代价 .由 于 nlgn 增 长 得 只 比 n 稍 快 一 点 儿 ， 因 而 渐 近 地 说 
K, 更 快 的 算法 ( 带 有 略微 小 的 4 的 值 的 算法 ) 可 能 仅仅 对 实际 上 从 来 都 不 会 出 现 的 的 值 
更 快 一 些 . 于 是 ， 如 果 我 们 打算 正确 地 选择 方法 ， 就 必须 要 有 这 样 的 渐 近 方法 ， 使 得 我 们 可 
以 通过 第 一 项 计算 出 B 的 值 . 

在 继续 研究 O 之 前 ,我 们 来 谈 一 谈 有 关 数 学 风格 这 个 小 的 方面 在 这 一 章 里 , 我 们 所 用 
的 对 数 有 三 种 不 同 的 符号 : lg . In 和 log . 我 们 常常 在 与 计算 机 方法 有 关 的 地 方 使 用 “lg ”， 
因为 在 这 样 的 情形 下 以 2 为 底 的 对 数 常 常 是 合适 的 ， 而 在 纯 数 学 计算 中 我 们 常常 用 “In ”， 
为 自然 对 数 的 公式 既 好 用 又 简单 “log "ME? 这 不 就 是 学 生 们 在 中 学 里 学 习 的 以 10 为 底 的 “党 
用 ”对 数 ， 即 已 被 事实 证 明 在 数学 和 计算 机 科学 中 很 不 常用 的 “常用 ”对 数 吗 ?是 的 ,许多 
数学 家 都 会 在 用 log 表示 自然 对 数 或 者 以 2 为 底 的 对 数 上 产生 混淆 ， 这 里 没有 完全 统一 的 约 
^E. 但 是 ， 当 对 数 出 现在 o 记号 内 部 时 ,我 们 通常 总 能 如 释 重 负 般 松 一 口气 ,因为 O 忽略 不 
计 乘 积 中 的 常数 倍数 ， 当 n 一 % 时 ，O(lgn) . O(Inz) 以 及 O(logn) 之 间 没 有 什么 区 别 ; 类 似 
Jh, O(glgn). O(Inlnn) 以 及 O(loglogn) 之 间 也 没有 什么 区 别 . 我 们 可 以 选取 喜欢 用 的 任 
何 一 种 对 数 ，log 似乎 更 好 ， 因 为 它 更 接近 发 音 ， 于 是 ， 在 可 以 增强 可 读 性 且 不 致 引 起 混淆 
的 正文 中 ， 我 们 都 使 用 log . 


















































9.3 OO 运算 规则 0O MANIPULATION 


与 任何 的 数学 的 形式 化 相同 ，O 记号 有 其 运算 规则 , 这 些 规则 使 得 我 们 不 用 再 纠缠 于 其 
定义 中 的 纷繁 细节 .一 旦 能 利用 定义 证 明 这 些 规 则 是 正确 的 ， 我 们 就 能 站 在 更 高 的 平台 上 ， 
而 将 验证 一 组 函数 包含 在 男 一 组 中 这 样 的 事情 抛 诸 脑 后 . 我 们 甚至 不 需要 计算 每 一 个 O 所 包 
含 的 常数 C ， 只 要 遵守 法 则 以 确保 这 些 常数 的 存在 即 可 . 

例如 ， 我 们 可 以 一 劳 永 逸 地 证 明 

n" = O(n") ,mxm ; (9.21) 
O(f(n)*O(g() = O(|f(Q)|-|g)) - (9.22) 






































这 样 ， 我 们 立即 就 可 以 说 3 a ton = O(n*)+O(n*)+ O(n’) = O(n’) ， 而 无 需 进行 上 一 节 


里 那样 费力 的 计算 了 . 
由 定义 ,能够 容易 地 推出 更 多 的 规则 : 


























m 


5 








(D 这 是 著名 的 黑客 数学 家 Bil Gosper 所 提供 的 一 条 涂鸦 .实际 上 并 没有 Duraflame 对 数 这 样 的 数学 对 象 ， 这 里 
ID 是 英文 Duraflame Logs 的 缩写 ，Duraflame 是 为 壁炉 等 提供 清洁 人 造 木材 燃料 的 美国 头号 燃 木 供应 商 . 





还 有 ID , 即 Duraflame 
对 数 ." 


注意 ， 当 nn 三 10 时 ， 
logloglogn 没有 定 
X. 


AUR Bb, dE 
于 把 每 一 件 事 都 说 
一 一 伏 尔 泰 
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f (n=0(f(n)); (9.23 ) 
c-O(f(n))= 2t 如 果 c 是 常数 ; (9.24 ) 
O(O(f(n))) - O(.fn)) (9.25) 

O(f(n))O(g(n)) = oret: (9.26 ) 
O(f(n)g(n)) = f@)O(g(n)). (9.27) 


习题 9 证 明了 ( 9.22 )， 其 他 结论 的 证 明 类 似 . 我 们 总 可 以 用 右边 的 表达 式 代 替 左 边 的 式 子 ， 
而 不 管 变量 n 有 什么 样 的 边界 条 件 . 








CEAR OSY 方程 (9.27 ) 和 (9.23 ) 使 我 们 能 推导 出 恒等式 O(f(n))=O(f(m) ， 有时， 这 有 助 于 
并 不 表示 g(n) 在 yy = 3b 4r ` 

oro vasa, AES, BARTIA 

3k g(n) 的 集合 ; g(n)? O(logn) 代替 O((logn)’). 


这 样 的 函数 不 可 能 是 
A, BARS ”这 两 者 都 比 “ O(log?n)” 更 受 欢迎 ， 因 为 有 些 作者 用 O(log?n) 表示 O(loglogn) ， 故 而 表达 


Of) && f. R O(log?n) 有 歧义 . 
数 .一 般 来 说 ， 当 5 是 一 





个 集合 时 ， 记 号 5 表示 我 们 可 否 用 
所 有 乘积 ss, 的 集合 

A "n : 
CEF s do s, 都 在 8 O(logn)" 4R O((ogn))? 
































数 呈 组 成 的 集合 
(seS).) ERE. FEMA Qdogn) ARE O((logn)" A Nf. FART PAE , 
“O 外面 的 指数 ”只 限于 常数 ( 须 为 正 整 数 ) VOR. 
究 级 数 给 我 们 一 些 最 为 有 用 的 运算 . 如 果 和 式 


S(z)= > a,z^ 
1 三 0 


VO, 而 不 是 所 有 直方。 不 ! 这 是 滥用 记号， Mie sender adn Ot og) 的 子 集 ， 也 不 是 它 的 
Jed 


对 某 个 复数 z = z, 绝对 收敛 ， 那 么 
S(z)=O() , Bri |z| < |z- 
这 是 很 显然 的 ， 因 为 
|S(z)|S 2 le. |l < 2 la, llaf" =C <0. 


特别 地 , 34 z S OMA S(z) 2 O(D) , m n — ee MA SQ/n)-0(), RES(z) X} z 的 至 少 一 
PIERRES. 利用 这 一 原理 , 我 们 可 以 很 方便 地 在 任何 地 方 截断 寡 级 数 , 并 用 O 估计 其 
余 项 ， 例 如， 不 仅仅 有 8(z) = OG ， 我 们 还 有 

S(z)-a,*O(z), 

S(z)-a, taztO(z) ; 
如 此 等 等 ， 因 为 




















1 1 1 1 

H =Inn+y+ + +0 (9.28 
i E 2n 12n? 1205 (=) 

n= Vina”) 1+ : t : j 133 +o =| (9.29 

e 12n 288n°  51840n n 
! 
B, -2 [n fifi] (-1)" ^" IE. (1-2* 243" c O(4)) (9.30 
(21)" 
! ! 
n(n)- my zt att di eg r z (9.31 
Inn (Inn) (inn) (inn) (logn) 
z 2 g oz ; 
e =l+z+—+—+—+O(z) (9.32 
2! 3! 4! 
人 (9.33 
2 3 4 

-Ieztz xz +z’ +O(5) (9.34 
=z 

a a 2 a 3 a 4 5 

(l+z)* =l+az+ 2 z'- 3 2 + 4 z *O(z) (9.35 
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S(z)= » a,z* +2") aa” ; 


而 后 面 这 个 和 式 与 8(z) 本 身 一 样 ， 对 z=z 绝对 收敛 且 等 于 OU) ， 表 9-1 列 出 了 一 些 最 有 用 
的 渐 近 公式 ， 其 中 的 一 半 就 是 根据 这 个 法 则 直接 截断 震级 数 得 到 的 . 














狄 利克 雷 级 数 是 形 如 对 ,ak /k 的 和 式 ， 它 可 以 用 类 似 的 方法 截断 ， 如 果 一 个 狄 利 。 记 住 : RRE R 





克 雷 级 数 在 = 2, 处 绝对 收 伍 , 我 们 就 能 在 任何 一 项 处 将 它 截断 并 得 到 对 Nz > hz, 成 立 的 近 。 


似 公式 





> a,/k’ *O(m7). 


表 9-1 中 关于 伯 努 利 数 B 的 渐 近 公式 就 描述 了 这 一 原理 . 


表 9-1 n ce 以 及 2 一 0 时 的 渐 近 逼近 























另 一 方面 ， 表 9-1 中 关于 已 、 刀 以 及 09 的 渐 近 公式 并 不 是 收敛 级 数 的 截断 ， 如 果 将 
它们 无 限 地 延续 下 去 ， 它 们 将 会 对 的 所 有 值 发 散 . 这 点 在 a(n) 的 情形 中 特别 容易 看 出 来 ， 
因为 在 7.3 节 的 例 5 中 我 们 已 经 看 到 震级 数 > kV (Inn)! 处 处 发 散 ， 不 过 事实 证 明 ， 截 断 这 
些 发 散 级 数 所 得 到 的 近似 公式 是 有 用 的 . 

如 果 一 个 渐 近 通 近 形 如 f(n)+ O(g(n)), HP fi) 不 包含 O ， 那 么 就 说 它 有 绝对 误差 
(absolute error) O(g(n)). 如 果 它 形 如 f(n)(1+O(g(n))) ， 其 中 f(n) 不 包含 O ， 那 么 就 说 它 
有 相对 误差 (relative error) O(g(n)). 例如， 表 9-1 中 也 ,的 逼近 有 绝对 误差 O(02“) , n! 38 
近 有 相对 误差 O(n“) .〈( 9.29 ) 的 右边 实际 上 没有 所 要 求 的 形式 f(n) (1-007) , 但 是 如 果 


k20 








( 相对 误差 对 取 倒 数 
是 适宜 的 ， 因 为 1/ 
(1+O(e))=1+O(e) .) 
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我 们 希望 如 此 ， 可 以 将 它 重 新 写成 


(s) (i E. 一 ie ; «oo; 
e 12n 288m^ 51840n 
类 似 的 计算 是 习题 12 的 内 容 . ) IX ITA eT RPE O(n" Pe"). UNRZAWEON, Jb: 
对 误差 与 小 数 点 右边 正确 的 十 进 制 数字 的 个 数 有 关 , 而 相对 误差 则 对 应 于 正确 的 “有 效 数 字 ” 
的 个 数 . 

我 们 可 以 利用 窜 级 数 的 截断 来 证 明 一 般 的 法 则 


In(1-0(f()) 2 O(f()) , WER f(n) 41; (9.36 ) 
eM) 214 0(f(n) , WÈ f(n) =O). (9.37) 
( 这 里 我 们 假设 x 一 ~ ; 当 x 0E SE In(1+ O( f(x))) f e? 9 有 类 似 的 公式 成 立 . ) 例如， 
设 In(1+g(n)) 是 属于 (9.36 ) 左边 的 任意 一 个 函数 ， 那 么 存在 常数 C、n, 以 及 c ， 使 得 
lg(n)|<C|f@|<c<l, MEn n. 
由 此 推出 ， 无 限 和 式 


In(1+ g(n)) = go» [1-0 Le | 
































WHA n= n, 收 化 ,上 且 括号 中 的 级 数 以 常数 1+ 了 c+ +… 为 界 . 这 就 证 明了 ( 9.36 )，( 9.37) 
的 证 明 类 似 ， 等 式 (9.36) 和 (9.37) 合 在 一 起 就 给 出 了 有 用 的 公式 
(1+0( f)  21e0(fG0g() .. f(a) <1 fga) = OQ). (9.38 ) 


问题 1: 回 到 幸运 之 轮 
我 们 通过 几 个 渐 近 问题 试 试 运气 .在 第 3 章 里 ， 我 们 对 某 个 游戏 中 取胜 位 置 的 个 数 推导 
出 了 等 式 (3.13 ): 


























W = [NIK ez +2K-3 , Ker . 
我 们 曾经 承诺 在 第 9 章 里 导出 WW 的 一 个 渐 近 结果 . 好 的 ， 这 就 是 第 9 章 了 ， 我 们 来 尝试 在 
N — ee IEDGEW 进行 估计 . 
这 里 主要 的 思想 是 用 N^ 00) 代替 天 以 去 掉 底 括号 ， 这 样 就 能 做 下 去 并 写成 
K =N" (1-0(N7^)), 
这 称 为 “抽出 最 大 的 部 分 (我们 将 大 量 使 用 这 一 技巧 . ) 根据 (9.38 ) A (9.26), MEA 
K? =N?” (1+ 0075) 
= N23 (1+0(N"")) _ N23 + O(N") . 























类 似 地 ， 














F 
[V2 
[o 
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[N/K |= No2(I+OCT)) +00) 
= N??(140(N""))+0() = N?? +0(N"). 


由 此 推出 取胜 位 置 的 个 数 是 





W = N^? +O(N'?)+— X + O(N')) x O(N') c O(1) 


= 2v" *O(N'?). ( 9.39) 
注意 0 项 是 如 何 相互 合并 只 保留 一 项 的 ， 这 很 典型 ， 这 个 例子 说 明了 为 什么 O 记 号 在 公式 的 
中 间 是 有 用 的 . 

问题 2: 斯 特 林 公式 的 扰动 法 

毫 无 疑问 ， 对 nl 的 斯 特 林 近似 是 最 负 辟 名 的 渐 近 公式 ， 在 这 一 章 的 后 面 我 们 要 来 证 明 
它 , 现在 只 想 更 好 地 了 解 它 的 性 质 . 我 们 可 以 将 近似 公式 写成 如 下 形式 : 对 某 个 常数 a 和 4b ， 














m= vam [2] (142424007), M n Loo fif. (9.40) 
e n n 
由 于 此 式 对 所 有 大 的 n 都 成 立 ， 因 而 当 用 -1 代 蔡 nn 时， 下 述 公 式 也 必定 渐 近 地 成 立 : 
-Di fan) (iem O((n-1? , (9.41) 
e n-l (n- 
MR, RANÉ (n-Dt=nl/n, Bt, An RoR, Wik Pst A we fai EM (9.40 ) 


的 右边 . 
我 们 来 尝试 简化 (9.41 )” 如 果 抽 出 最 大 的 部 分 ， 那么 第 一 个 因子 就 是 可 以 处 理 的 了 : 


J2n(n-1) = J2nn(1-n !)? = J2nn [ -二 -二 +oon| 
n 8n 








这 里 用 到 了 等 式 (9.35). 
类 似 地 ， 我 们 有 


= = + S407) ; 
n n n 


o a 


b b E 
(n Ty 2-2 n un = OU ); 


0((n-)?)-0(n?q-»)?)2 0(7). 
(9.41) 中 仅 需要 一 点 技巧 去 处 理 的 是 因子 (2 -1 一 ， 它 等 于 





n"(1-n')" =n" -ny (1+ nn? * O(n^)) : 


(我们 把 每 一 部 分 都 展开 ， 直 到 得 到 相对 误差 O(n”) 为 止 ， 因 为 乘积 的 相对 误差 是 每 个 因子 
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的 相对 误差 之 和 ， 所 有 O(n) 的 项 都 将 结合 在 一 起 . ) 
为 了 展开 4- )"， 我 们 首先 计算 nl- 六) ， 然 后 构造 指数 eo : 


(1-n^)" z exp(nIn(l -7)) 
-ogo lr eso) 
cow le Lat 4000) 
=exp(-1) ew -bm Jew (in? }-exp( 000") 


= exp(-1) ( ul sin? + ou) (ise + oun) (I+ O(n?)) 





mg! i z n^ *O(n?) |. 
2 24 























这 里 用 了 记号 expz 而 不 是 ee ， 因 为 它 允 许 我 们 在 公式 所 在 行 而 不 是 上 标 位 置 对 复杂 的 指数 
进行 处 理 . 为 了 在 展开 式 的 最 后 得 到 相对 误差 O(n™”) ， 我 们 必须 将 In(1l — n^) 展开 到 绝对 误 
差 项 O(n) ， 因 为 对 数 要 乘 以 n. 
(9.41 ) 的 右边 现在 化 简 成 V2rn FEV nl" / e" 再 乘 以 一 个 有 若干 个 因子 的 乘积 : 
ae RN E 
[1-30 ES +O(n )] 
(Il+n +n? +O(n™)) 


. (eu a p «our 
24 








2 
. (1 tan *(a*b)n? + O(n*)) ; 


将 它们 乘 开 ， 并 将 所 有 渐 近 项 合并 到 O(n”) 中 ， 就 得 到 





l+an" (eere t O(n?). 





Wig! def Edom 2458 BI) Tan! bn? -O(n?^) 的 ， 因 为 那 是 与 (9.40 ) 的 右边 匹配 所 需要 
的 ， 是 不 是 出 了 什么 问题 ? 没有 ， 只 要 a+b- 二 =b， 一 切 就 都 很 好 . 

这 个 扰动 方法 并 没有 证 明 斯 特 林 近似 的 正确 性 , 但 是 它 的 确证 明了 某 些 东西 . 它 证 明了 
公式 (9.40 ) 不 可 能 成 立 , 除非 a = = 如 果 我 们 在 (9.40) HH en? + O(n) ARET O”) , 
并 执行 计算 直到 得 到 相对 误差 Oo ) ， 那么 原本 就 能 推出 必定 等 于 ， 正如 表 9-1 中 那 
FÉ. 这 不 是 确定 a 和 2b 的 值 最 容易 的 方法 ， 不 过 它 成 功 了 . ) 
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问题 3: 第 n 个 素数 
等 式 ( 9.31 ) 是 关于 Xx(n) 即 不 超过 n 的 素数 个 数 的 一 个 渐 近 公式 . 如 果 用 p=P (第 n 个 
素数 ) Rn, 就 有 Xx(p) =n ， 从 而 当 n 一 % 时 就 有 


n= zl P -| (9.42 ) 
In p (log p) 
我 们 来 尝试 对 p “求解 ”这 个 等 式 ， 这 样 就 能 知道 第 n 个 素数 的 近似 大 小 . 
第 一 步 是 简化 O 项 ， 如果 用 p/np 来 除 两 边 ， 我 们 就 会 发 现 nInp/p 一 1 ， 于 是 
p/lnp=0(n) H 


0| —— |-0|—— |=o| — 
(log p)* log p logn J` 
(RITA (log p)! €(logn)! , Al p=n. ) 
第 二 步 是 交换 除去 O 项 的 (9.42) 的 两 边 . 这 是 合法 的 ， 因 为 有 一 般 性 的 法 则 
a, =b,+O(f(n)) € b, =a, +0(f(n)). (9.43 ) 


(如 果 用 -1 乘 以 两 边 , 然后 在 两 边 加 上 a, +b, ,那么 这 些 等 式 中 的 每 一 个 都 可 以 由 男 一 个 推 
出 . ) 从 而 





























k = nso 4 Je sti«o0 ten). 
logn 


AA 
p -nln p(1+O(1/logn)). (9.44 ) 
这 就 是 关于 p = PP, 的 一 个 用 它 自己 表示 的 “近似 递归 式 ”。 我 们 的 目的 是 要 将 它 改变 成 “ 近 
似 的 封闭 形式 ”， 通 过 渐 近 地 展开 递归 式 ， 能 够 做 到 这 一 点 ， 我 们 来 展开 (9.44 ). 
两 边 取 对 数 得 到 
Inp-zInn-lnin p O(1/logn). (9.45) 
这 个 值 可 以 用 来 代替 (9.44) 中 的 Inp ,但 是 在 代 换 之 前 ， 我 们 希望 去 掉 右 边 所 有 的 p. 一 
直 渐 近 地 展开 , 那个 p 最 后 必定 会 消失 , 我 们 不 可 能 用 正常 的 方法 对 递归 式 去 掉 它 ， 因 为 对 
TAM p, (9.44) 没有 指定 初始 条 件 . 
做 这 件 事 的 一 种 方法 是 证 明 较 弱 的 结果 p = O(n^). nA (9.44) 平方 并 除 以 pn^ , BH 






























































N 


=> 


H 
AF 





Pa (In py’ (1+ O(1/logn)) , 
n p 


因为 当 n 一 ~ 时 右边 趋向 于 零 . 好 的 ， 我 们 知道 了 p=O(n) ， 这 样 一 来 ， 就 有 了 
logp=0O(ogn) 以 及 loglogp= O(loglogn). 现在 ， 由 (9.45 ) 就 能 得 出 结论 


再 次 拿 出 便条 纸 ， 伙 
计 们 . 


Lou 
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In p = lnn + O(loglogn) . 


事实 上 , 有 了 这 个 新 的 估计 式 , 我 们 就 能 断定 minp = InInn+ O(log logn/logn) , FUE (9.45 ) 
就 给 出 





In p = Inn+InInn+ O(log logn/logn). 
我 们 现在 可 以 将 这 个 公式 代入 ( 9.44 ) 的 右边 ， 得 到 
p=ninnt+nininn+O(n). 
这 就 是 第 n 个 素数 的 近似 大 小 . 
利用 xz(p) 的 一 个 更 好 的 近似 代替 ( 9.42 )， 我 们 就 能 改进 这 个 估计 式 . (9.31) 的 下 一 项 
告诉 我 们 


n= + sz+ol P jJ: ( 9.46 ) 
Inp (Inp) (log p) 


如 前 做 下 去 ， 就 得 到 递归 式 




















p=ninp(I+(Inp)') (1+O0(/logn)’) , (9.47) 


TE HBREDSHS O(1/logn) R88 T OU/log 门 ， 取 对 数 并 保持 合适 的 精确 度 (但 不 要 过 分 )， 
现在 就 得 到 





In mp 


ln p =Inn+InIn p+0(1/logn) ZI — —— +0(1/ logn} J 





2 
lino dios eo) BOR. 
Inn logn 





最 后 ， 我 们 将 这 些 结果 代入 〈9.47 ) 就 得 到 了 答案 








ly 2 ; (9.48 ) 
Inn logn 


例如 ， 当 n=10 时 ， 这 个 估计 式 给 出 15 631 363.64 O(n/logn) ， 而 第 100 万 个 素数 实际 上 是 
15 485 863. 习题 21 表 明 ， 如 果 我 们 用 (p) 的 更 精确 的 近似 代替 (9.46 )， 就 能 对 P 得 到 更 
加 精确 的 近似 . 

问题 4: 以 前 期 末 考 试 中 的 和 式 

具体 数学 这 门 课 于 1970~1971 学 期 首次 在 斯 坦 福 大 学 教授 时 ， 曾 要 求学 生 找 出 和 式 




















c — (9.49 ) 
n +l n +2 n +n 
的 带 有 绝对 误差 O(n”) UE. 想象 一 下 , 我 们 刚刚 看 到 这 个 期 末 考 试题 ， 第 一 个 本 能 
应 会 是 什么 呢 ? 
不 ， 我 们 不 会 忍 慌 ， 我 们 的 第 一 个 反应 是 考虑 大 的 数 .， WRITS n-10 7 ， 并 来 观察 
这 个 和 式 , 可 以 看 到 它 是 由 项 组 成 的 ,其 中 每 一 项 都 比 1/ rw 略 小 一 点 ,因此 这 个 和 式 比 1/n 
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NUN I 通过 仔细 观察 问题 ， 并 就 答案 得 到 一 个 大 致 正确 的 估计 ， 我 们 通 
就 一 个 渐 近 问题 得 到 合适 的 起 点 . 
BER RAO MMe. a 


1 1 1 k kok k* 
TIU muti we 
n +k mc-k/m) n n n n n 


所 以 很 自然 要 尝试 对 所 有 这 样 的 近似 公式 求 和 : 














+ 



































以 前 两 列 的 和 式 为 基础 我 们 看 起 来 似乎 得 到 的 是 S, =n -1 OO) ， 不 过 其 中 的 计 

算 充满 了 困难 . 
如 果 坚 持 这 么 做 , 我 们 最 终 会 达到 目的 ,但 是 由 于 两 个 原因 , 我们 不 愿意 费心 对 其 他 的 

列 求 和 .第 一 ， 当 nn/2 三 Kk 三 n 时 ， 最 后 一 列 给 出 的 项 是 O(n*) ， 所 以 会 有 误差 O02 ) .这 

个 误差 太 大 了 , 我 们 还 要 在 展开 式 中 再 包含 另外 一 项 .出 考题 的 人 会 是 这 样 的 虐待 狂 吗 ? 我 

们 猜想 必定 有 更 好 的 方法 ， 第 二 ， 的 确 有 一 个 好 得 多 的 方法 ， 它 就 在 我 们 眼前 睡衣 有 纽扣 吗 ? 
这 就 是 说 ， ae NC 个 封闭 形式 ， 它 正好 就 是 万 -万 ,， 而 对 于 调和 数 ， 我 

们 知道 一 个 很 好 的 近似 ， 所 以 只 要 运用 它 两 次 : 



























































H, =In(n +n)+y+ — ! +o], 
Tm 2(m +n) 12(m +n) n? 
A 1 1 (= 
H , «nn Sy. io n0 xS 
ý 2n  ]2n n 
现在 我 们 可 以 像 在 研究 斯 特 林 近 似 时 那样 ， 提 取出 大 的 项 并 加 以 简化 . 于 是 有 
Ini en) - Ini +In{ +2) = tn? eL x — 
n n 2n 3n 
1 1 1 1 
2 =p gh gs 
n tn n n n 
1 1 2 
ro. ok oe oe 

















© 与 正文 中 询问 “出 考题 的 人 是 虐待 狂 吗 ? ”一 样 ， 其 答案 都 是 显而易见 的 . 





其 中 有 大 量 的 相互 项 抵消 ， 我 们 就 得 到 











S, 2n'-—n? "P Ly pi»? =n“ 
3 5 6 
-—ni+—n*- : n?4—n$ 
2 2 2 
aiii 
6 
再 加 上 等 于 O(n”) 的 项 ， 运 用 点 算术 ,我 们 就 成 功 地 得 到 
S, =n- m La l 1 一 一 n^c : n°+O(n"). (9.50 ) 
2 6 4 15 12 








如 果 我 们 能 从 数值 上 来 检验 这 个 答案 , 就 更 好 了 ,如同 我 们 在 前 儿童 里 得 到 精确 结果 时 
所 做 的 那样 . 渐 近 公式 更 难 验证 , 任意 大 的 常数 都 可 以 隐藏 在 O 项 中 , 所 以 任何 数值 检验 都 
不 能 使 人 信服 . 实际 上 , 我 们 没有 理由 认为 对 手 是 在 给 我 们 设置 陷阱 ,所 以 可 以 假设 未 知 的 


O 党 数 相 当地 小 ， 用 袖珍 计算 吉 可 以 算出 8 = Ef tid Y, 010 7 ， 而 我 们 的 渐 


一 + 一 + 一 + 一 
17 18 19 20 
近 估 计 式 在 n =4 时 得 到 


Sees eres are rut) -0217 012 5. 
4| 4( 2 4| 6 44 4 I5 4 12 


(Bante n T E 的 误差 ， 那 么 在 十 进 制 的 第 五 位 上 就 会 出 现 tao 的 差 ， 
所 以 我 们 的 渐 近 解答 可 能 是 正确 的 . 

问题 5， 无 限 和 式 

现在 ， 我 们 来 看 由 所 风门. 哥 隆 05 提 出 的 一 个 渐 近 问题 ， 






































- 1 
” 各 Lv,(:? 

的 渐 近 值 是 什么 ?” 其 中 N, Qo) 是 将 k 表 示 为 n 进 制 数 时 所 需要 的 位 数 . 
首先 我 们 再 次 给 出 一 个 大 致 正确 的 估计 . OX CN, (GO) 近似 等 于 log, k =logk /logn , 所 以 

这 个 和 式 的 项 大 约 等 于 (logn) /Kk(logk) .对 k 求 和 就 给 出 ~ (logn)”》,,_,1/k(logk)”， 而 这 

个 和 收敛 于 一 个 常数 值 ， 因 为 它 可 以 与 积分 

_ 1 

2 In2 


(9.51) 






































x(nx) nx 





[ 1 | 
2 








做 比较 . 于 是 我 们 预计 5, 大约 等 于 C(ogn) (对 某 个 常数 C ) 
这 种 不 太 严 格 的 分 析 对 于 加 深 问题 的 了 解 是 有 用 的 , 但 是 我 们 需要 更 好 的 估计 来 解决 此 
问题 .一 种 思想 是 精确 地 表示 N, (k): 
N,(k) 2 |log, k |+1. (9.52) 
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于 是 , 当 mw 三 k<n 时 ,表示 成 n 进 制 数 时 有 三 位 数字 , 而 这 恰好 在 | log, k | - 2 RE. 由 
此 推出 N (K) » log, k, Wmi S, = Y^, 1/ kN, (X) «1 (logn) D1/k(logk). 

如 同 在 问题 1 中 那样 ， 我 们 可 以 尝试 写成 N, (k) = log,k+0(0)， 并 将 它 代 入 5, 的 公式 之 
中 . 这 里 用 O00) 表示 的 项 总 是 在 0 与 1 之 间 ， 平均 来 说 大 约 是 ， 所 以 看 起 来 表现 正常 . 但 是 
对 于 了 解 5 来 说 , 它 还 不 是 足够 好 的 近似 ， 当 很 小 时 , 它 给 出 零 位 有 效 数字 ( 这 是 很 高 的 
相对 误差 )， 而 这 些 就 是 对 此 和 式 贡 献 最 多 的 项 . i 

关键 在 于 ( 如 同 在 问题 4 中 那样 )， 在 求助 渐 近 估计 式 之 前 , 我 们 要 利用 处 理 技巧 将 和 式 
表示 成 更 易于 处 理 的 形式 ， 我 们 可 以 引入 一 个 新 的 求 和 变量 ， 即 m= N,(K): 








kz2 







































































[m - N, (k)] 
^A oe 
k,mz1 
7 [n m-l < k <n al 
kym21 km? 
Ec H p T H p aa) . 


m=1 

















这 看 起 来 或 许 比 我 们 一 开始 面 对 的 那个 和 式 更 不 好 , 但 它 实际 上 是 向 前 进 了 -一步 ,因为 我 们 
对 于 调和 数 有 了 很 好 的 近似 . 

我 们 还 需要 进一步 做 些 简 化 ， 而 不 要 莽撞 地 开始 渐 近 估计 .借助 分 部 求 和 法 ， 可 以 对 需 
要 近似 估计 的 刀 。 的 每 一 个 值 的 项 进行 分 组 : 


1 1 
iU. [二 a) 
fnün, Ha RAIZ, 然后 再 乘 以 -1/3”. (RMNCAMSIT A, = 及 ,=0 这 一 事实 . ) 
现在 我 们 已 经 准备 好 来 展开 这 些 调和 数 ， 估 计 (z-D)! 的 经 验 告诉 我 们 , 估计 万, BELLA 
H, ERDE, AIR (n -1) 杂乱 无 章 . 这 样 我 们 就 写成 
































n 


1 1 i d 1 1 
H, VES E ™ Ut a voL ]-3 -knner- reo. 


和 式 现 在 就 转化 为 
1 1 1 
S, - Eee ofi Je 
= (In n), * yZ, -1n0) +0(3,(n")). (9.53 ) 


留 下 四 个 容易 的 部 分 : X. ESQ 2n) URE (n). 
RERE. 由 于 ,(n ) HOM, 这样 我 们 就 会 看 到 得 到 什么 样 的 误差 .( 如 果 将 它 








(合并 ) 进 一 个 大 O" 
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9.3 ORAL 





们 合并 进 一 个 O 项 之 中 ， 那 么 执行 其 他 完全 精确 的 计算 就 没有 意义 . ) 这 个 和 式 就 是 一 个 知 
级 数 





1 1 " 
2.09 Yu i 
A4x Slo, ARNI AEE TT RITE. MRE k=1 WIE (n), RARE 
E (n’)=O(n™) ， 从 而 (9.53 ) 有 绝对 误差 O(n”) . (为 了 减少 这 个 绝对 误差 可 以 对 及 ,用 
一 个 更 好 的 近似 ， 但 现在 O(n”) 已 经 足够 好 了 . ) 如 果 在 k=2 项 截断 2,(n) ， 就 得 到 





2,(n)= ir t O(n?), 

















这 就 是 我 们 所 需要 的 精确 度 . 
现在 来 处 理 >,. 它 是 如 此 地 简单 : 


1 1 


T" " T ia (se 
ELE " + rec + T + 1. 


in. Xinh S 的 首 项 ， 也 即 (9.53) 中 Inn WAR: 


1 1 
所 py 
zie (1-2 }+(2-2}4(3-2 anata dale imer (如果 我 们 早先 没有 应 


用 分 部 求 和 法 ， 就 会 直接 看 到 有 S, ~ Y, dnn)/? , EDI, ,一 HH ~Inn ， 所 以 分 部 求 
和 法 无 助 于 计算 首 项 ， 尽 管 它 的 确 使 得 我 们 的 某 些 其 他 工作 变 得 更 容易 . ) 

现在 我 们 已 经 计算 了 (9.53) 中 的 诸 个 本 ， 所 以 可 以 将 所 有 结果 放 到 一 起 ， 从 而 得 到 哥 
隆 问 题 的 解 管 : 












































1 


> 
s,=Tinn+y-2-+0( =), (9.54 ) 
6 8n n^ 





注意 ， 此 结果 要 比 原来 的 粗略 估计 Cogn)? HKE. 有 时 一 个 离散 的 和 式 并 不 符合 连续 
的 直观 感受 . 
问题 6: KD 
在 第 4 章 末 ， 我 们 注意 到 法 里 级 数 F 中 分 数 的 个 数 是 1+ @(n) ， 其 中 
@(n) = G1) + (2) +--+ Gn) ， 
WE (4.62) 中 我 们 曾经 指出 











(D 正文 中 “合并 进 一 个 O 项 之 中 ”对 应 的 英文 是 “intoa O”, 
为 为 这 里 的 字母 0 应 读 作 “big O” (KO). 


而 不 是 通常 英语 中 按 读音 规则 拼写 的 “into an O”, 
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@(OD)= 工 wa/ 大 ||1+a/ 丰 | 
25 




















(9.55) 


现在 来 尝试 在 n 很 大 时 估计 @(n) .( 正 是 这 样 的 和 式 引 导 巴 赫 曼 首先 创造 出 O 记号 . ) 
将 公式 中 的 想象 成 很 大 的 数 ， 可 知 O(n) 大 概 与 天 成 比例 .理由 是 ， 如 果 最 后 的 因子 


是 [n/K| 而 不 是 [1+n/k]， BALHOME Y nk [ 

















2 
«lyony-Eg. wm 
k> 


乌 斯 函数 u 取 值 为 -1 、0 或 者 +1. 最 后 那个 因子 中 附加 的 “1+” 将 给 出 > a n/k |. 
而 它 对 >n 等 于 零 ， 所 以 以 绝对 值 来 说 它 不 可 能 大 于 nH, = O(nlogn). 


经 过 这 一 初步 分 析 ， 我 们 将 会 发 现 写成 


P(N) == a (G Jen] (5 (8) 
iie (1) Ele) 
53 u(2) + O(nlogn) 




















大 有 神 益 . AMAM ES, RTK Vd ek E DA BE O(nlogn) 计算 没有 底 的 和 式 





aa 换 句 话说 ， 我 们 想 要 以 精确 度 OO logn) SE MOL k. IER 
容易 的 ， 可 以 直接 让 和 式 取 到 大 = e» ， 因 为 新 加 进去 的 项 是 


^) 





yim -o> z)-9 (Exc 


"(asi 





























(7.89) PIET S, (€ 21 £0). FREY ue =D) =6/ 0, R 





们 就 得 到 答 


中 (7) = + O(nlogn). 
T 


9.4 AANI TWO ASYMPTOTIC TRICKS 
既然 有 了 一 些 对 O 进行 操作 的 工具 ， 我 们 就 可 以 从 稍微 高 一 些 的 视角 来 观察 我 们 做 过 


什么 . 这 样 ， 当 需要 解决 更 棘手 的 问题 时 ， 我 们 在 
33151: 自助 法 


“ 浙 近 武 库 ” 





(9.56) 


中 就 会 有 一 些 重 要 的 武器 . 


在 9.3 节 的 问题 3 中 估计 第 n 个 素数 时 ， 我们 求解 了 一 个 形 如 


P, =nln P, (1+ O(1/logn)) 


(根据 1960 年 出 版 的 
参考 文献 [316], 这 个 
误差 项 已 被 证 明 至 
多 为 O(n(logny^ x 
(loglogz)"*) NS osi 
方面 ,按照 参考 文献 
[275] 可 知 , 它 不 会 小 
到 像 O(n(log logn)" 2) 
ARA X.) 
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的 渐 近 递归 式 . 我 们 首先 利用 此 递归 式 证 明了 一 个 较 弱 的 结果 On), Mm MEW T 
P =nIinn+nininn+O(n). 这 是 称 为 自助 法 (bootstrap ) 的 一 般 方法 的 特例 .根据 自助 法 ， 
首先 得 到 一 个 粗略 的 估计 式 并 将 它 代入 该 递归 式 ， 就 浙 近 地 解 出 了 递归 式 ， 用 这 样 的 方法 ， 
我 们 常常 能 得 到 越 来 越 好 的 估计 ,“ 通 过 自助 提升 自己 ”. 

有 男 一 个 问题 ， 很 好 地 描述 了 自助 法 : 当 n emp, Æ RZ 


G(z) = exp x =| (9.57 ) 


k21 














中 的 系数 g, =[2"]G(z) 的 渐 近 值 是 什么 ”如 果 对 这 个 等 式 关 于 z 求 导 ， 就 得 到 
G(z)= Y ng,2"" = n G(z) , 


n=0 
令 两 边 z” 的 系数 相等 就 给 出 递归 式 
-y B. (9.58 ) 
25: n= k 


我 们 的 问题 等 价 于 在 初始 条 件 g, =1 FXT (9.58) 的 解 求 一 个 渐 近 公式 .前面 几 个 值 


n | 0 1 








2 3 4 5 6 
En 1 1 3 19 107 041 51103 
4 36 288 2400 259200 


没有 透露 出 太 多 的 规律 信息 ， 而 整数 数列 (n? g, ) WCG HH SUE Sloane ft) Handbook? — prp, 
因而 g, 的 封闭 形式 似乎 超越 了 问题 的 范围 ， 而 渐 近 信息 可 能 就 是 我 们 所 能 希望 得 到 的 最 好 
结果 了 . 
对 此 问题 ， 我 们 首先 注意 到 对 所 有 n 宇 0 有 0<g, 三 1， 这 容易 用 归纳 法 证 明 . 故而 我 
们 就 有 了 一 个 出 发 点 : 
g, Os 
事实 上 ， 这 个 等 式 可 以 作为 自助 法 运算 的 “催化 剂 ”: 将 它 代 入 (9.58 ) 的 右边 就 得 到 





ng, = >. c = H,O(I) = O(logn) , 


0x «n M 
从 而 有 
s, -ol n>l. 
n 
再 次 自助 : 
O((L+logk)/k 
"EU a 
N  Qcken n-k 
1 O(logn) 





(n okt, k(n-k) 
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1 1 1 \O(dogn) 
i 2; far z) n 


n 0<k<n 


+ = -H, _,O(logn) = “O(log ay a 
得 到 


2 
g, -0[ | . (9.59) 


n 


可 以 一 直 做 下 去 吗 ? 看 起 来 对 所 有 m ,我 们 有 g, = OO logn)”. 
实际 并 非 如 此 ， 我 们 刚才 到 达 了 一 个 减 小 的 转折 点 .自助 法 的 下 一 次 尝试 涉及 和 式 











Deo Ll) ee 
om k(n-k) ni nk = mk on’ (n—-k) n n 
^T Qin"), ， 所 以 ， 我 们 对 g, 不 可 能 得 到 比 Q(n”) 还 低 的 估计 式 . 
实际 上 ， 现 在 我 们 对 e, 已 经 知道 得 足够 多 了 ， 因 而 可 以 应 用 提取 最 大 的 部 分 这 一 技巧 : 


ng, = D E s.( 1) -1 Das Y 2y Tei (9.60 ) 


Oxk«n n N o<k<n Hl 一 k` 











4 9 
个 和 式 是 第 一 个 和 式 的 尾部 ， 利 用 (9.59 ) 可 以 得 到 一 个 上 界 : 


Xs- o(y er - of 人 | 


k> 


这 里 的 第 一 个 和 式 是 G( apliit], 因为 G(z) XA |e] <1 Aa. 第 二 























最 后 这 个 估计 式 来 自 
(log k)? (logn”™) (log n 
Là ke < 名 n” à. » k(k-1) P 


(习题 54 讨 论 了 估计 这 个 尾部 的 更 一 般 的 方法 . ) 
根据 已 经 熟知 的 论证 方法 ，( 9.60 ) 中 的 第 三 个 和 式 是 


(logn)?)___( (ogn)? 
of > er. of n ) 


PRLA (9.60 ) 就 证 明了 














g, = (9.61) 
最 后 ， 我 们 可 以 将 这 个 公式 代 回 递归 式 中 ， 再 用 一 次 自助 法 ， 结 果 就 是 
1/6 
g, = P (9.62 ) 





(习题 23 查 看 了 剩 下 的 O 项 . ) 





( 这 个 重要 的 方法 
Ah Baba Pg 
创 的 .) 


渐 近 分 析 就 是 了 解 
在 何 处 应 当 粗 略 ， 在 
何 处 应 当 精 确 的 一 
nea. 
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技巧 2;， 交换 尾部 法 

我 们 用 与 推导 O(n) 的 渐 近 值 (9.56) 差不多 的 方法 得 到 了 ( 9.62 ): 在 这 两 种 情形 下 
我 们 都 是 从 一 个 有 限 和 式 开始 , 通过 考虑 一 个 无 限 和 式 得 到 一 个 渐 近 值 . 我 们 不 可 能 通过 将 
0 引入 到 求 和 项 中 直接 得 到 这 个 无 限 和 式 ， 我 们 必须 小 心 谨 慎 地 在 很 小 时 使 用 一 种 方法 ， 
而 在 很 大 时 使 用 男 一 种 方法 . 

我 们 现在 要 以 更 加 一 般 的 方式 讨论 重要 的 三 步 渐 近 求 和 方法 , 上 面 那些 推导 是 这 一 方法 
的 特殊 情形 ， 只 要 我 们 想 要 估计 > a, Q0) 的 值 ， 就 可 以 尝试 下 面 的 方法 

(1) 首先 将 和 式 分 裂 成 两 个 不 相交 的 范围 Dp, 和 T. 对 DD, 求 和 应 该 是 “主要 的 ”部 分 ， 
其 含义 是 说 ， 当 nn 很 大 时 , 它 包 含 足 够 多 的 项 以 决定 这 个 和 式 的 有 效 数字 .而 对 工 求 和 只 是 
“尾部 的 ”末梢 ， 它 对 总 量 贡 献 极 小 . 

(2) silii fii 

a, (n) 2 b, (n) * O(c,(n)) , 

它 对 ke D, 成 立 ， 当 ke 7 时 ，O 界限 不 一 定 成 立 . 

(3) 现 在 证 明 ， 下 面 三 个 和 式 中 的 每 一 个 都 很 小 : 


$o) = 2 a(n), > (中 = 2, b(n) ; $0 = £ lc, (n) : (9.63 ) 
如 果 这 三 步 都 能 成 功 完成 ， 我 们 就 会 有 一 个 好 的 估计 : 
Y a= > amom) om) oE). 
keD, UT, 


ke D, UT, 
看 看 理由 . 我们 可 以 “ 砍 掉 ”给 定 和 式 的 尾部 ， 在 范围 D, 中 得 到 一 个 好 的 估计 (有 一 个 好 
的 估计 是 必要 的 ): 


> a(n) = Y (b. 00*0(c,0))-7 a ( *o(Y. (n). 


keD, keD, 


我 们 可 以 代 之 以 另 一 个 尾部 , 尽管 这 个 新 的 尾部 可 能 非常 通 近 原来 的 尾部 , 因为 尾部 实际 上 
不 起 作用 : 


Zams PB) -BD +a.) = 9,500 0(3^,00)* 0($., 00). 












































例如 ,计算 (9.60) 中 的 和 式 时 ， 我 们 就 有 
a,(n) =[0 <k<n]g,/(n-k), 


b,(n-g,/n, 
c, (n) = kg, / nn-k) ; 


其 求 和 范围 是 
D, ={0,1,---,n-1} , T, ={n,n+1,---} ; 

我 们 发 现 
Z,(n)=0, %,(n)=O((ogny’/n?), Z(-O(üogny/m). 
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这 就 导出 了 (9.61) 
类 似 地 ， 佑 计 (9.55) PAY O(n) 时 ， 我 们 有 
a, (n) = u(k)| n/k | Ve n/ K | , bukn Ik, c(nenlk; 
D, ={1,2,---,n} E ={n+1,n+2,---}. 
注意 到 ZZ,(n)=0 ，Z,(n) = O(n) 以 及 2 (n) = O(nlogn) ， 我 们 就 得 到 (9.56). 
这 里 是 另外 一 个 例子 ， 在 这 个 例子 中 改变 尾部 是 有 效果 的 . (与 上 面 的 例子 不 同 ， 这 个 
例子 一 般 性 地 描述 了 这 一 技巧 ， 其 中 己 (n) #0. ) 我 们 寻求 


























_ Ini 24) 
L, 2 k! 
的 渐 近 值 ， 当 很 小 时 它 对 这 个 和 式 的 贡献 最 大 ,因为 k! 是 在 分 母 中 . 在 这 个 范围 里 我 们 有 
Inn+2 =n 24 0[ 22). (9.64) 
n 2n n 





可 以 证 明 , 3x fh 0 < k <| Ign | 成 立 , 因为 原来 用 O 截断 的 项 以 如 下 的 收敛 级 数 为 界 : 


km 3k k(m-3) 3k 3k 
Sus y e DE x2. 


m 3 m-3 3 3 
mz3 MN n mz3 M n n 





(在 这 个 范围 里 有 24 /n <2" 1 < 7 ) 
这 样 一 来 ， 我 们 就 能 运用 刚刚 所 描述 的 三 步 方 法 ， 其 中 
a,(n) =In(n+2")/k!, 
b,(n) =(Inn+ 2" / n- 4 /2n7)/k!, 
c,(n) 28  / nk! ; 
D, 210,1--..| 1gn |-1], 
T, ={|Ign],[lgn|+1---}. 
我 们 所 要 做 的 就 是 对 (9.63) PIPE RER, FAMED? a, (n) e > b(n). 
在 和 式 的 主要 部 分 造成 的 误差 2 (0) 2 D en 8 Pk ARV DY 8 /nk!= eh /ni 为 
Jt. BRUASEJH O(n ) 来 代替 它 ， 新 的 尾部 误差 是 


X= E Ao 


In n 4 2^ +4* 























k2\| Ign | k! 


z In n 4 2L] 4. gli”! 4 -0 n? 
| Ign |! Bok! [gn]! 


接近 喂食 时 间 时 ， 马 
儿 也 会 摆动 它们 的 
BB. 


“我 们 或 许 不 大 ， 但 
我 们 很 小 .” 
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由 于 |1lgz|! 要 比 半 的 任何 宕 都 增长 得 快 ， 这 个 很 小 的 误差 不 超过 Y, (00) = O(n7) . 原来 尾部 
的 误差 





k+ln 
Eos X am YA 
kZ|lgn | kz|lgn| * 
还 要 更 小 . 
最 后 ， 容 易 将 和 式 ob Qo) 计算 成 封闭 形式 ， 这 样 就 得 到 了 所 要 的 渐 近 公式 : 
80222 oenn E- Seo E), ( 9.65 ) 
kz0 k! n 2n n 
事实 上 ,我 们 所 用 的 方法 使 得 对 任何 固定 的 m>0 显 然 都 有 
In(nt+ 2") _ See Af 1 
2a lc 1) Stof E) (9.66 ) 





(WRS m — ee ， 这 就 是 一 个 对 所 有 固定 的 n 都 发 散 的 级 数 的 截断 . ) 

我 们 的 解 中 只 有 一 点 瑕 羔 : 我 们 过 于 小 心 了 .我 们 是 在 假设 E<| lgz | 的 基础 上 推导 出 
(9.64) 的 , 然而 习题 53 证 明了 : 所 陈述 的 估计 式 实际 上 对 所 有 的 值 都 成 立 ， 如 果 我 们 已 经 
知道 这 个 更 强 的 一 般 性 结果 ， 那 么 不 利用 这 个 两 尾部 技巧 ， 兴 许 就 能 直接 得 到 最 后 的 公式 ! 
但 以 后 我 们 还 会 遇 到 一 些 问题 ， 在 这 些 问 题 里 交换 尾部 是 仅 有 的 可 以 利用 的 恰当 方法 . 

















9.5 欧 拉 求 和 公式 ”EULERS SUMMATION FORMULA 


为 了 学 习 下 一 个 技巧 (事实 上 ， 它 是 我 们 在 这 本 书 里 要 讨论 的 最 后 一 项 重要 技术 )， 我 
们 要 回 到 近似 和 式 的 一 般 性 方法 ， 它 由 欧 拉 5 于 1732 年 首先 发 表 . (这 一 思想 有 时 也 与 科 
林 麦克 劳 林 的 名 字 联 系 在 一 起 , 后 者 当时 是 爱丁堡 的 一 位 数学 教授 ,他 后 来 独立 发 现 了 它 


[263. 第 305 页 ] ) 






































这 个 公式 是 
b m B b 
= Br ru-D 
pr Lap pn) CR ra 
B, (4x 
其 中 R,, = cy" Bab) pom co 整数 a <b; 整数 六 zm]. ( 9.68 ) 
s m: 





其 左边 或 许 是 我 们 想 要 估计 的 典型 的 和 式 ; 右边 则 是 对 此 和 式 的 另 一 种 表示 , 包含 积分 和 导 
数 ， 如 果 /Co 是 一 个 足够 “平滑 的 ”函数 ， 那 么 它 就 有 m 阶 导数 (x)…,/”(x) ， 事 实 表 
明 这 个 公式 是 一 个 恒等式 ， 在 余 项 R, 通 常 很 小 的 意义 下 ， 其 右边 常常 是 左边 的 和 式 的 一 个 
极 好 近似 ， 例 如 我 们 将 看 到 ， 关 于 nl! 的 斯 特 林 近似 是 欧 拉 求 和 公式 的 一 个 推论 ， 而 关于 调 
和 数 也 ,的 渐 近 逼近 亦 然 . 

( 9.67 ) 中 的 数 肪 是 我 们 在 第 6 章 里 遇 到 的 伯 努 利 数 ，( 9.68 ) 中 的 函数 B ({x}) 是 我 们 在 
第 7 章 里 遇 到 的 伯 努 利多 项 式 ， 如 同 在 第 3 章 里 那样 ， 记 号 {zx]} 表示 分 数 部 分 x-| x ]， 欧 拉 求 
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和 公式 好 像 要 把 所 有 的 都 归结 到 一 起 . 
我 们 想 想 小 的 伯 努 利 数 的 值 ， 因 为 将 它们 列 在 一 般 的 欧 拉 求 和 公式 旁边 总 是 很 方便 的 : 





1 1 1 
B,-1, B=- B,- B,-- B,- B,-- 
i IUE i ^ 30 EP * 30 
B, =B, =B,=B,=B,, 0 














HEA - (AS Al LE REE HE AY SRT Ae aoo, a CEA TR RE TURN: 如 果 令 
f(=x"", MA f"(x)20, AMR, 20, (9.67) 就 化 为 


b 


b 
+ YÀG epe 
k! 
a k=l : a 


T x" 
Y ete 
m 


axk«b 


例如 ， 当 m=3 时 就 有 我 们 喜欢 的 求 和 例子 : 


3 3 3 t nw 
> pl Byn? +| | Bn? +| | Bin = 
Oxk«n 3 0 1 2 3 2 6 


是 我 们 在 本 书 中 最 后 一 次 推导 这 个 著名 的 公式 . ) 

在 证 明 欧 拉 公 式 之 前 ,我 们 来 关注 一 个 高 层次 的 理由 ( 归功 于 拉 格 朗 日 “4 ): 为 什么 会 
存在 这 样 一 个 公式 .第 2 章 定义 了 差分 算 子 和 A 并 说 明了 : 三 是 A 的 道 运 算 ， 正 像 | 是 求 导 算 
FD 的 逆 运 算 一 样 .我们 可 以 用 D 表示 A ,这 要 利用 泰勒 公式 : 


f A... 
1! 2! 








1 x m m-— mo 
Ms (p - an), 





( 





a 


























fœ+e)=f(x)+ 


置 e=1 就 有 
Af (x) = f(x+l)- f(x) 
= fx) 14 f'(x)/ 2! f"(x)/ 39--- 
=(D/14 D? /2& D? /3»--)f(x) 2 (e? - f(x). (9.69) 
这 里 ep ERAS F14D/14D?/24-D?/34--. AF A=e 2-1, HWAT I =1/A WR 
是 1/(e? -0 ， 而 由 表 7-4 知 ，z/(e” -D= 对， 有 zx He e LAI. ST 


-AAE, Ep Ey. cay Ape (9.70) 
D n2 3 Sk! 


将 这 个 算 子 方 程 应 用 于 f(x) 并 赋 以 上 下 限 ， 即 得 








x 





Eiros [^ rede Y f(D}. (9.71) 





而 这 恰好 就 是 没有 余 项 的 欧 拉 求 和 公式 (9.67). (事实 上 ， 欧 拉 并 没有 考虑 过 这 个 余 项 ， 其 
他 人 也 没有 这 样 做 过 ， 直 到 S. D. 泊 松 Po59 于 1823 年 发 表 了 一 篇 有 关 近似 求 和 法 的 重要 研究 报 
告 ， 余 项 是 重要 的 ， 因 为 无 限 和 式 好 (5, So Col, 常常 是 发 散 的 我 们 对 (9.71 ) 的 



































天 下 没有 不 散 的 宴席 ， 


作者 从 来 就 没有 认 
真 过 吗 ? 


9.5 KER 

















推导 完全 是 形式 的 ， 没 有 考虑 收敛 性 . ) 
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现在 来 证 明 ( 9.67 ),， 包括 余 项 在 内 .我 们 只 要 证 明 a=0 且 b=1 的 情形 就 够 了 ,也 即 只 


要 证 明 


1B, Sed 


70» [reae pone -c» p. T f Qd 


这 是 因为 对 任何 整数 1 ， 此 后 都 可 以 用 f(x + D RARE f(x) ， 这 就 得 到 
mB, ( ey 








10 - [7 rex pel -CD ——— food. 








一 般 公 式 ( 9.67 ) 恰好 是 这 个 恒等式 遍 取 a 三 1<5b 的 和 式 ， 因 为 中 间 项 正好 缩减 掉 了 . 


a =0 且 b=1 情 形 的 证 明 可 对 力 用 归纳 法 进行 ， 先 考虑 m=1 的 情形 : 
10=] ,7094-307070) + [2-3] ort 
( 一 般 来 说 ， 伯 努 利多 项 式 B, (x) 由 等 式 
B (x)= E Je ae (D 
m 
定义 ， 故 而 特别 地 有 肪 (x) ox. ) 换言之 ， 我 们 起 要 证 明 
SOSO p (1) 
LOADS foars | (77 roo ; 


这 恰好 就 是 分 部 积分 公式 
uO], = f ud) dy) f i vedu) 

















AE ux) = SO EUR vor) =x OR. AT m = 的 情形 容易 解决 


(9.72) 


(9.73) 


从 m1 过 渡 到 m 并 完成 对 m>1 的 归纳 证 明 ， 需 要 证 明 R, , =(B, / m f" ?GO| +R, , 


也 即 证 明 


T. [my f (xd -À peg] 1B an 


这 就 转化 成 等 式 

CDB, fo), = mf B, oof Cdr [7 8, 00 fdr. 
再 次 对 (9.73) 应 用 这 两 个 积分 ， 取 ao = £2) BUR v6) = B, (2) ， 
(9.72) 的 导数 是 


d m m-k m m-k-1 
£x[e = Z|, ma 


= 








)dx. 


因为 伯 努 利多 项 式 
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= 
= ny", jac -mB, (x). (9.74) 





(吸收 恒等式 (5.7) 在 这 里 有 用 . ) BERR, MHM 
CDB, SO), = B, o) @)], 
时 所 求 的 公式 成 立 ， 换 句 话 说 ,我 们 需要 有 
(CD"B,-B,(D-B,(0), m>1. (9.75) 


RKA ARAW, KAX B, (0) 显然 等 于 B, MASE (-D"B,. ， 但 实际 上 这 里 没有 问题 ， 因 为 
m > 1 ， 我 们 知道 当 m 为 奇数 时 B 等 于 零 . ( 又 是 侥幸 脱险 . ) 
要 完成 欧 拉 求 和 公式 的 证 明 ， 需 要 指出 BL) = B,(0) ， 它 等 同 于 说 


2 有 2 =B,, m»l. 


k 














但 是 这 正好 是 伯 努 利 数 的 定义 (6.79 )， 所 以 我 们 完成 了 . 
恒等式 B^ (x) = mB, (x) 意味 着 


Bn (1) 7 Bus (0) 


m 

















我 们 现在 知道 这 个 积分 当 m Z INE. 于 是 欧 拉 公式 中 的 余 项 ， 即 


R, = — [3, ({x}) FO dx , 




















是 用 一 个 函数 B, ({x}) (其 平均 值 为 零 ) 乘 以 /Co ， 这 就 意味 着 R, 有 适当 的 机 会 取得 很 
小 的 值 . 

我 们 来 更 仔细 观察 B(x) CO x <1), 因为 B(x) ESR, BER. 下 图 是 针对 前 12 
个 m 值 所 描绘 的 B, (x) 图 形 . 











m=1 m=2 m-3 m=4 


B) Lo 一 一 一 一 


Brin) sd ee et 





尽管 有 (x) 到 B, Go) 都 相当 小 ， 但 伯 努 利多 项 式 和 伯 努 利 数 最 终 都 变 得 相当 大 .幸运 的 
是 R, 有 补偿 因子 1/m! ， 它 帮助 我 们 将 问题 摆平 . 
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当 m 宇 3 时 ，B, (x) 的 图 形 开始 看 起 来 非常 像 一 条 正弦 波 , 习题 38 证 明了 , 实际 上 B, (x) 
可 以 用 oos (2 — o ] 的 负 信 数 来 很 好 地 近似 ， 其 误差 为 0(2” max, B, (a): 
































一 般 说 来 ， Bun (0) 对 0<x< 了 是 负 的 ， 而 对 了 <x<1 是 正 的 ， FRE MEY 





Bu (0H Hkc 2) 4 0c <5 HB, TERS eee LH UU, RTT 
B44(1-x)2 -B44() ; 0 xl, 
由 此 得 出 
Baad-958440), 0S x&l. 
常数 项 Bun 使 得 积分 | Bun GOdx 为 零 ， 因 此 Bas,s > 0， Bu, 0) 的 积分 是 Boss(x)/(4k+3) , 
从 而 它 对 0<x< 5 必 为 正 数 ， 而 对 5 Ene DS ISh, Bua0-x)--B440). ， 所 以 


By 0) AA B, (x) 的 性 质 ， 不 过 符号 相反 .于 是 ， By, 4(x) 具有 B,,,, (0) 的 性 质 ， 不 过 符 
号 相反 ; B0) 具有 Bea (O 的 性 质 . 我 们 就 完成 了 一 个 循环 , 通过 归纳 方法 对 所 有 的 左 确 
立 了 所 陈述 的 性 质 . 


根据 这 一 分 析 ，B,, (x) 的 最 大 值 必定 在 x=0 或 者 x = — ;处 出 Bo 习题 17 证 明了 





























as (=) =(2'2"-1)B,, (9.76 ) 


因此 我 们 有 
B, ({x})| <|B 
ix nf LAE HR RI tPA A A ES. 因为 由 ( 6.89 ) UGE, “4 m >0 时 有 


[om 2 


= 1 = -2m 
On) Gur TA 


这 样 一 来 ,我们 就 可 以 将 欧 拉 公式 (9.67 ) 改写 成 


(9.77 ) 








2m|^ 























2 0e [D fede 7 f) + TE "IE | 
+O((2n)°") [We . (9.78 ) 

















例如 ， 如 果 f(x)=e*， 所 有 的 导数 都 是 相同 的 ， 而 这 个 公式 告诉 我 们 


b -e ce [1-8 i2 B, Hate BIO eo (m). 


axk«b 


当然 ， 我 们 知道 这 个 和 式 实际 上 是 一 个 几何 级 数 ， 它 等 于 
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(c^ —e*)/(e-1) = (e? -e*) Y B, / kt. 
大 三 0 


WR a SxS bA SO, WRA f Sd tte pomo, HELLER 
们 有 








B b 
x 2m (2m-1) : 
[Ron | ess (x), 
换 句 话说 ， 在 这 种 情形 , 余 项 以 最 后 一 项 ( 恰好 在 余 项 前 的 那 一 项 ) 的 大 小 为 界 . 如 果 知 道 
FP 以 及 fO™ (VSO, aX<x<b, (9.79) 
我 们 就 能 给 出 一 个 更 好 的 估计 .因为 这 表明 了 关系 式 
b 
= Buna (2m+1) AL a 
R,, 6 Gms Dit (x)| , 40S, xl. ( 9.80 ) 





换 句 话说 ， 余 项 将 位 于 0 与 (9.78 ) 中 第 一 个 被 抛弃 的 项 (如果 让 m 增加， 这 一 项 就 会 紧 接 
最 后 一 项 出 现 ) 之 间 . 

这 里 是 证 明 : 欧 拉 求 和 公式 对 所 有 的 m 成立 , 且 当 m>0 时 有 B,,, 20, AT Rp = R4. 
第 一 个 被 抛弃 的 项 必定 是 


R 





2m — Rr z 


于 是 我 们 想 要 证 明 R,, 位 于 0 和 R,, Rona C, Wea AA AMY R,,, 5 R,, 有 相反 的 
符号 ， 我 们 断言 
Ma<x<bit, f"?(x)z0 Ai (-1)"R,, 宇 0. (9.81 ) 
5j (9.79) 合 起 来 ， 这 就 将 证 明 R,, AR pno 有 相反 的 符号 ， 故 而 完成 了 (9.80) 的 证 明 . 
如 果 回 想 R,, 的 定义 以 及 关于 B,,, (x) 的 图 所 证 明 的 事实 ,那么 (9.81) 的 证 明 并 不 困 
XE. 也 就 是 说 ， 我 们 有 





























b Boms ({x}) 
a (2m+1)! 
而 fo" (x) 是 增加 的 ， 因 为 它 的 导数 pom (CD 是 正 的 .( CE, 0 (x) 是 非 减 的 ， 
因为 它 的 导数 是 非 负 的 . ) Bayar ({z]) 的 图 形 看 起 来 像 一 条 正弦 波 的 (-D"” 倍 ， 所 以 从 几何 
角度 来 看 很 明显 ， 当 每 个 正弦 波 乘 以 一 个 增加 函数 时 ， 它 的 后 一 半 要 比 前 一 半 有 更 大 的 影 
响 ， 如 所 希望 的 那样 ， 这 使 得 (-D" Ra 兰 0， 习 题 16 对 此 结果 给 出 了 正式 的 证 明 . 


Ryn E Ra =| 26 (x)dx , 


























9.6 ”最 后 的 求 和 法 FINAL SUMMATIONS 


我 们 准备 结束 本 书 了 , 现在 来 做 个 总 结 . 我 们 要 将 欧 拉 求 和 公式 应 用 到 某 些 有 趣 且 重要 
的 例子 上 去 . 
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求 和 法 1: 此 例 过 于 简单 
我 们 首先 来 考虑 一 个 有 趣 但 并 不 重要 的 例子 , 一 个 我 们 已 经 知道 怎样 做 的 和 式 . 我 们 要 
来 看 看 ， 如 果 将 欧 拉 求 和 公式 应 用 于 和 受 缩 的 和 式 








1 1 1 1 

S, Z ue a um" 

它 会 告诉 我 们 什么 ， 这 并 不 妨碍 用 渐 近 等 价 这 一 辅助 工具 开始 欧 拉 求 和 公式 的 第 一 个 重要 
应 





d 


我 们 可 以 首先 将 函数 /(x) = 1/ x(x +1) 写成 部 分 分 式 的 形式 
f(x) =--— 


x xl. 
因为 这 会 使 得 积分 以 及 求 导 变 得 更 加 容易 . 的确， 我 们 有 fO) =- 1/27 V Gc 以 及 
f'(x) 22/x! -2/ (x41) ， 一 般 地 
yee PE NEN. 
J” Q)-2CD) s cue] kzo. 
此 外 ， 
2n 


n+l 





| fdx=Inx-In(x+Dh =In 


将 它 代 入 求 和 公式 (9.67) 就 给 出 


n 1 4 1 
Sf Sin =" 人 
oe 4| E Gay =| n(n) 





FEHR (CD = -| B. Js 


(x $ Dy" 


例如 ， 当 闫 =4 时 它 的 右边 是 


2n 1f1 1 1] 1/1 1 3 
[nc erem E Me 
n+1 2\n ntl 2) 12\n? (nl) 4 














这 就 陷入 了 混乱 ， 它 看 起 来 肯定 不 像 真 实 的 答案 1-n .不 过 我 们 还 是 继续 走 下 去 ， 看 看 会 
得 到 什么 ， 我 们 知道 怎样 将 右边 的 项 展开 成 n 的 负 短 次 ， 比 如 O(n”) : 








— tiun zig pb *tO0(n?); 
n+l 2 3 4 
—_- n'- n? + n? - n* *O(n?); 
n+ 
( + = n^- 2n? * 3n* *O(n?) ; 
n+ 
1 





(at) n t*O(n^). 
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这 样 一 来 ， 近 似 式 右边 的 项 相 加 就 得 到 
moist- i-i- 
4 16 128 2 2 2 2 12 12 
{345-3 a(t aed € Je eR) 
3 2 12 4 2 12 120 120 


39  - 了 
sie '+R,(n)+O(n ?). 





n^, n° An WARES, v EN AUC. 

如 果 一 切 顺 利 ， 我 们 应 该 能 证 明 R, (n) ETH), REME O(n^), ， 这 样 就 会 得 到 
这 个 和 式 的 一 个 近似 . 我 们 可 能 证 明 不 了 这 个 结论 ， 因为 我 们 碰巧 得 知 正确 的 常数 项 应 该 是 
1， 而 不 是 In2+ 地 《 它 近 似 等 于 0.9978) MRO) 实际 上 等 于 二 -In2+ 0077) . AT 
欧 拉 求 和 公式 并 没有 告诉 我 们 这 个 . 

换 句 话说 ， 我 们 失败 了 . 

尝试 男 一 种 方法 . 我 们 注意 到 ， 如果 让 m 变 得 越 来 越 大 ， 则 近似 公式 中 的 常数 项 就 构成 
一 种 模式 : 






































ne pe ee ee iE bet Pt 
2 2.4 3 8 4 16 5 32 
似乎 可 以 证 明 ， 当 这 个 级 数 的 项 数 变 得 无 限时 ， 这 个 级 数 趋向 于 1? 但 是 并 非 如 此 ， 伯 努 利 
数 变 得 非常 大 ， 例 如 ，Bo = 一 > 6192 ， 于 是 |R&o(n)| 要 比 |RCD| 大 得 (845. BRAVO) 
底 失败 了 . 
然而 还 有 一 种 出 路 ， 而 且 事实 证 明 ， 这 种 逃逸 方法 在 欧 拉 公式 的 其 他 应 用 中 将 是 重要 
H. HREF, WRM n o 时 R,(n) 趋向 于 一 个 确定 的 极限 : 









































1 1] 
x  (x4ly 





in Rn) =f, (3) jenen. 


Moe B, FE 790) - 00), pur [ 75, ([x]) / coax 就 存在 ， 而 在 此 种 情形 下 ， 
SOR?) 肯定 符合 要 求 ， 此 外 ， 我 们 有 
~ 1 1 
R,(n) = R, (so) + |; B, t+- (x +D Ja 


= R c») + O([ x *àx) = R G9) 0077). 





这 样 我 们 就 用 欧 拉 求 和 公式 证 明了 ， 对 某 个 常数 C 有 
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Y Hn Lua p (s) e O(N) 
1a K(k +1) 128 


=C-n'+O(n*). 
我 们 并 不 知道 这 个 常数 是 什么 ( 必须 用 另外 某 个 方法 才能 确定 它 )， 但 是 欧 拉 求 和 公式 使 我 
们 能 推导 出 这 个 常数 存在 . 
假设 我 们 选取 的 是 m 的 一 个 非常 大 的 值 ， 那 么 同样 的 推理 告诉 我 们 


R,(n) = R,(es)) x Orn ") , 








1 


`X PEPETA C = n! t en + &n^ +-+ cen" + O(n") 
1Sk<n k(k F 1) 





( 对 某 些 常数 cc,… ) 我 们 知道 诸 c 在 此 情形 下 碰巧 都 是 零 ， 不 过 为 了 保留 某 种 信心 对 
欧 拉 公式 ， 即 便 不 是 对 我 们 自己 的 )， 我 们 还 是 要 来 证 明 它 ， 项 一 -对 c, SE CD" £m 
n 



































-1 
Jji (-1)"" (B, / mn" ilk (-D"" B, / m , mT (1) (B, / K)(n- 1) ^ TER (-1)” 5 中 Ik. 


于 是 





B m =] B 
(-1)"c,, ah m ES s n 


m 
B m 
UN al (a= 20-8, e 2.0-. 
m 





k m 





当 m>1 时 它 肯定 为 零 ， 我 们 就 证 明了 


1 


=C-n' p >]. ; 
Piima C-n'*O(n"), Bifmzl (9.82 ) 








这 还 不 足以 证 明 这 个 和 式 恰好 等 于 C-n”" ， 实 际 的 值 可 能 是 C-z +2" 或 者 另外 的 某 个 
值 . 但 是 欧 拉 求 和 公式 的 确 对 任意 大 的 m 给 出 了 误差 的 界限 O(n”) ， 即便 如 此 , 我 们 还 是 
未 能 对 任何 余 项 显 式 计算 出 其 数值 . 
求 和 法 1〈 续 ): 概述 与 推广 
在 放下 辅助 工具 之 前 ， 我 们 从 更 高 一 点 的 视角 来 回顾 一 下 刚刚 做 过 的 事先 从 和 式 
$,2 2 f(k) 


1Sk<n 























开始 ， 我 们 利用 欧 拉 求 和 公式 写成 


S, = F(n)- F(t) +> (7,0) 7, 0) R,() ( 9.83) 





Jtr F(x) 是 | Od, Tfi 7, (x) WEER B, Fl f Qo) 的 某 一 项 .我 们 还 注意 到 ,存在 一 个 
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常数 c ， 使 得 当 x 一 co 时 

f(x) =O") , 对 所 有 大 的 m. 
就 是 说 ，f( 有 ) 是 1/Kk(Kk+1)，F(x) 是 In(x/(x+D)) ，c 是 -2 ,而 T(x) 是 (0D 和 (0B /月 
(x - G1). 对 所 有 充分 大 的 m 的 值 ， 这 就 表示 这 些 余 项 有 很 小 的 尾部 

R’(n)= RC) - R (n) 


« D, ({x}) 


" qm! 


于 是 我 们 就 能 断言 存在 一 个 常数 C ， 使 得 





=(CD 人 f? (x)dx = O(n"). (9.84) 








S, = F(n)*C* YT, (0) - R,(). (9.85) 
(注意 ，C 恰好 合并 了 7T (0) 项 ， 这些 项 令 人 厌烦 . ) 

在 将 来 的 问题 中 , RE R (co) 存在 就 直接 断言 C 的 存在 , 这 样 我 们 就 能 节省 不 必要 的 工 
ET. MEREXI Sx nd fo"? (x) SOUR fO"™ (x) S 0. 我 们 就 证 明了 : 这 意味 着 
RH (9.80) 有 一 个 简单 的 界 

Roy (n) = Onn (Tamsa) 7 0,40) ， 
其 中 9, ,位 于 0 和 1 之 间 . 但 是 ,我 们 实际 上 并 不 想 要 含有 尺 , (n) MT na OWA, ERN 
在 引入 常数 C 时 去 除了 7.(). 我 们 真正 想 要 的 是 
-Rin (n) = Ppp Dr (n) 
这 样 的 界 ， 其 中 0< 59, <1， 这 将 使 得 我 们 可 以 从 ( 9.85 ) 得 出 结论 





S, € F(n) +C+T (n+ YT, (n) 6, Dua (n) , ( 9.86 ) 
k=l 


从 而 余 项 的 确 介 于 零 和 第 一 个 被 抛弃 的 项 之 间 . 
对 上 面 的 方法 稍 加 修改 就 可 以 完美 地 弥合 一 切 ， 我们 假设 


fe"?()z0 以 及 fe"9()z0, Gx oo ltt. (9.87) 


(9.85 ) 的 右边 正好 像 是 欧 拉 求 和 公式 (9.67 ) Wa =n Fb = KM AMARA, 就 余 项 而 
言 ， 相 邻 的 余 项 是 对 m 归纳 生成 的 ， 因 此 上 面 的 论证 方法 是 适用 的 . 

求 和 法 2: 调和 数 调和 化 

既然 我 们 已 经 从 一 个 平凡 ( 且 无 风险 ) 的 例子 中 学 习 到 了 如 此 多 的 东西 ,那么 就 能 容易 
解决 非 平凡 的 问题 了 .我 们 来 利用 欧 拉 求 和 公式 导出 Hr, 的 近似 值 ， 我 们 对 此 已 经 宣称 一 段 
时 间 了 . 

在 此 情形 下 ，f(x)=1/x. 根据 求 和 法 1, 我 们 已 经 知道 了 的 积分 和 导数 , XC x 一 co 时 
A f(x) =O"). 于 是 可 以 立即 代入 公式 (9.85): 对 某 个 常数 C 有 
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1 m B 
—=Inn+C+Bn'- 2k_— Rn). 
之 k 2. 2kn™* ? 


左边 的 和 式 是 H, , 而 不 是 瓦 AMH, ，, DURE /n , 要 比 面 对 右 边 围 绕 (n+1) 产 
生 的 混乱 局 面 更 加 方便 . Bun SE M(B, +Dz -1/Qn). 我 们 把 其 中 的 常数 称 为 y 以 代 
蔡 C ， 这 是 由 于 欧 拉 常 数 y 实际 上 就 定义 为 lim, „~ (H, -Inn). 

余 项 可 以 用 我 们 刚刚 讨论 的 这 套 理论 适当 地 加 以 估计 ， 因 为 对 所 有 x>0 有 /®*”(x) = 
(2m)V x7"! 宇 0， 从 而 (9.86) 告诉 我 们 

1 X By, = B,,,,» 
Hs cst > yee 2 (2m * 2)" , i788? 

其 中 9 ,是 介 于 0 和 1 之 间 的 某 个 分 数 . 这 是 个 一 般 性 的 公式 , 它 的 前 几 项 列 在 表 9-1 中 . 例如 ， 
当 m=2 时 ， 我 们 得 到 












































1 1 1 已， 
el he mn py 
2n 127” 120n  252n 


附带 指出 ， 这 个 等 式 即便 当 n=2 时 也 给 出 了 Y 的 一 个 好 的 近似 值 : 


(sh 
4 48 1920 


( 9.89 ) 








+€=0.577 165---+é€, 


其 中 se 介 于 0 与 n" 之 间 . ARE A =10' 以 及 m= 250 ， 就 得 到 Y 的 准确 到 1271 位 十 
进 制 数 字 的 值 ， 前 面 的 一 些 值 是 : 
Y 2 0.577 215 664 901 532 860 606 512 090 082 402 43.…. (9.90) 
欧 拉 常数 也 出 现在 其 他 公式 中 ， 这 些 公 式 允 许 我 们 对 它 进行 更 加 有 效 的 估计 1. 
求 和 法 3: 斯 特 林 近似 
如 果 f(x) =Inx , SUR Fo =1/ x ， 所 以 我 们 就 能 利用 计算 倒数 之 和 的 几乎 同样 的 方法 
来 计算 对 数 的 和 式 ， 欧 拉 求 和 公式 给 出 


























Inn < B,, B 


2 n = ae a eae DUET fee (m+ m+ Dn š 

其 中 o 是 某 个 常数 ， 即 “斯 特 林 常数 "， 而 0< gp,, «1. ERREF, SO 是 负 的 而 
不 是 正 的 ,但 是 我 们 仍然 可 以 说 余 项 是 由 第 一 个 被 抛弃 的 项 控制 的 , 因为 可 以 从 f(x) = — In x 
而 不 是 f(x) = In x 开始 . ) 将 Inn 加 到 两 边 就 给 出 : 当 m=2 时 有 
















































































A Ng Gi 
12n 360m 12605 
通过 在 两 边 取 指数 exp , 我们 就 能 得 到 表 9-1 中 的 这 个 通 近 . ( 事实 表明 ec 的 值 是 V2r ,但 是 
我 们 还 没有 准备 好 要 来 导出 这 个 公式 . 事实 上 , 斯 特 林 并 没有 发 现 o 的 封闭 形式 ， 直到 若干 
年 后 de Moivret" 证 明了 这 个 常数 的 存在 . ) 

WMR m 是 固定 的 数 , 而 — eo , 则 在 绝对 误差 的 意义 上 , 这 个 一 般 性 的 公式 可 以 对 Inn! 








Inni- ninn-ne aeg (9.91) 
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得 到 越 来 越 好 的 近似 ， 因 此 ， 在 相对 误差 的 意义 上 ， 它 对 n! 给 出 了 越 来 越 好 的 近似 .但 是 
AR n 是 固定 的 ， 而 m 增 加 ， 则 误差 的 界 |B,,,,|/[(2m+2)(2m+Dn”"] 减 小 到 某 个 地 方 之 后 
开始 增加 .于 是 近似 达到 某 个 点 ， 超 出 这 点 之 外 某 种 不 确定 原理 就 会 限制 n! 的 近似 程度 . 
在 等 式 (5.83 ) 中 ， 我 们 利用 欧 拉 建议 使 用 的 定义 











将 阶乘 推广 到 了 任意 实数 w .假设 oc 是 一 个 很 大 的 数 ， 那 么 
Inat= im eran etont- Pre). 


欧 拉 求 和 公式 可 以 用 于 f(x) = In(x + a) 以 估计 和 式 : 


Vink + a) = 5 (a, n) n P (a, 0)+ Ryn (a, n) , 





m B. 
F (a,x) 2 (x+ 2)ln(x a) - gee) — 
2 e OKQk-1( a) 


(bj) & 


2m (x+a@) 





R, (0n) = UN " Ban 


2m ^ 


(这 里 我 们 对 a=0 以 及 b=n 用 了 (9.67 )， AAEM VII E In(n- a) -Ina. ) 如 果 我 们 从 














Inn! 的 斯 特 林 近似 式 中 减 去 》 nkt) 的 近似 式 ， 然 后 加 上 alnn 并 令 n 一 % 取 极限 ， 
就 得 到 
aBn ({x}) dx 


Ina@!=alna- arto -=H ETTR 
i2 ue Da? J ^ 2m (x+@) 





BIW einn +nlnn—n+—Inn— (n) Inn a) n +0) >a ， 而 其 他 没有 出 现在 这 里 
的 项 都 趋向 于 零 . 从 而 斯 特 林 近 ate: (以 及 对 工 函 数 T(w+D =a! ) 与 对 通 
常 阶乘 完全 相同 . 


求 和 法 4: 钟 形 求 和 项 
我 们 现在 转向 一 个 别有风味 的 和 式 : 


O, =: See = epe? pe" +e -ln +1+e0" +e Le?" T ( 9.92 ) 
k 















































这 是 一 个 双向 无 限 和 式 ， 它 的 项 在 上 = 0 时 达到 其 最 大 值 e 21. 我 们 称 它 为 @6, ， 因 为 它 是 
一 个 包含 量 e “的 p(k) KERER, HP p(k) 是 一 个 二 次 多 项 式 ， 这 样 的 震级 数 习惯 上 
称 为 “9 函数". 如 果 n=10”， 我 们 有 























D HERRE ( 1901 一 1976 ) 是 德国 著名 的 理论 物理 学 家 ， 1927 年 提出 量子 力学 中 著名 的 测 不 
立 量子 力学 等 方面 做 出 了 重大 的 贡献 ， 他 于 1932 年 获得 了 诺 贝 尔 物理 学 奖 . 
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生理 ， 由 于 在 创 
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e ??! ~ 0,990 05， 当 =10% 时 ; 
em =) el~0.367 88,， ~4k=10°H; 
e? <10”, Xk =10° FY. 
所 以 一 直到 大 增长 到 大 约 Vn 之 前 ， 求 和 项 都 非常 接近 于 1 ， 在 增长 到 Vn 时 它 的 值 降下 来 
并 保持 接近 于 零 . 我 们 可 以 猜想 日 , 是 与 Vn 成 比例 的 这 里 画 的 是 当 n=10 时 e*” 的 图 形 : 



































更 大 的 n 值 只 是 将 这 个 图 形 水 平 拉 伸 一 个 因子 Vn . 

在 欧 拉 求 和 公式 中 令 f(x) =e “并 取 a = -= 和 2 = +00, 我们 就 可 以 估计 9B, .( 如果 无 
穷 看 起 来 过 于 让 人 害怕 , 就 取 a =-AW b= +B ,然后 再 取 极 限 A,B. ) 如 果 用 wuVn 代 
fix, f(x) 的 积分 是 


让 














十 


[ e du 的 值 是 熟知 的 ， 不 过 我 们 现在 将 它 记 为 C ， 在 代入 欧 拉 求 和 公式 之 后 再 回 到 这 
JL3k. 
我 们 需要 知道 的 下 一 件 事 是 导数 组 成 的 序列 f^ Go), f Q9), ， 为 此 取 
f(x)=g(x/ Vn), g(x)=e™ 
很 方便 ， 接 下 来 ， 微 积分 的 链 式 法 则 告诉 我 们 


OO gu 
dx dy dx’ Jn’ 




















f= gee 1n) 
是 相同 的 ， 由 归纳 法 有 
f?) - n" gP(x1 n). 
例如 ， RIE gœ) = -2xe " WB g^G) - (4x? -2)e ， 故 而 


| 23: (£09 a(z) i 
如 果 我 们 从 更 简单 的 函数 e (x) 着 手 就 能 更 容易 看 清 所 发 生 的 事情 了 . 
我 们 不 需要 精确 计算 g(x) 的 导数 ， 因 为 我 们 只 打算 关注 x = too 时 的 极限 值 . 为 此 只 需 
要 注意 ，g(x) 的 每 个 导数 都 等 于 e 乘 以 一 个 关于 x 的 多 项 式 ; 


g^(x) 2 BG)e"  ， 其 中 己 是 一 个 大 次 多 项 式 . 
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这 可 由 归纳 法 推出 . 
K y too it, MIRI e 趋向 于 零 要 比 P (x) 趋向 于 无 穷 快 得 多 ,所 以 对 所 有 大 兰 0 我 
们 有 





f (400) = f ()=0. 
这 样 一 来 ， 所 有 的 项 


m 


B, k-l 
zl (x) 


k=1 


oo 
一 co 





都 变 为 零 ， 只 剩 下 | /Gx)dx 中 的 项 以 及 余 项 : 


o, = CJ+CD f 72 (89) pwc dx 


Hm m 
B CD" p Bu (63) mf x 
en CE [Ae] 
二 条 区 机 十 co B, 
= Cn + ( c | (en) 
n m! 
= Cn & O(n "^? , 
i |B, pn] tir rij PATS, [Pole du 就 存在 ， 所 以 这 里 就 得 到 O 舍 
We. ( 0 项 中 蕴涵 的 常数 与 m 有 关 . ) 
我 们 已 经 证 明了 ,对 任意 大 的 M 有 8, =CYn+0O(n*) , e, 与 CVn 之 间 的 差 是 “指数 
型 的 小 量 "， 于 是 ， 我 们 来 确定 在 e, 的 值 中 起 着 如 此 重要 作用 的 常数 C . 
确定 C 的 一 种 方法 是 通过 查 表 得 到 这 个 积分 ， 但 是 我 们 更 希望 知道 怎样 推导 出 它 的 值 
这 样 即使 积分 不 在 所 列 的 表 中 也 能 够 计算 出 来 . 初等 微 积分 就 足以 计算 出 C ,只 要 我 们 有 足 
够 的 智慧 来 观察 二 重 积分 
=| tat Cad [7] Te any 
变换 成 极 坐标 ， 得 到 
C! =| "fre rdrdo 


= f aof edu (wor) 


= f 4672. 


(x e un) 


P (u)e " du 



































BR4RCod4z. Pty? er R ÁAJEECN nr 的 圆 的 方程 ， 这 一 事实 以 某 种 方式 解释 了 为 什 
PETS PC PLU 
计算 C 的 另外 一 种 方法 是 用 Vi CBE, JE nde ARR de : 























C=] O [7 r^e7ar. 
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此 积分 等 于 人 二] ， 因 为 根据 (584) ATOS era. FETE]. 
这 样 一 来 ， 最 后 的 公式 就 是 


9, = 了 e*”=Vrn+O(n*)， 对 所 有 固定 的 M . (9.93 ) 




















O 中 的 常数 与 M 有 关 ， 这 就 是 我 们 为 什么 要 说 M 是 “固定 的 ” 

例如 当 n=2 时 ， 无限 和 式 @, 近似 等 于 2.506 628 288， 非 常 接近 于 V2r = 2.506 628 275 
T, 即便 n 相当 小 ，eBw, 的 值 与 10Vx 有 427 位 十 进 制 数字 是 吻合 的 ! 习题 59 用 高 深 的 方法 对 
6, 推导 出 一 个 快速 收敛 的 级 数 ， 事 实证 明 有 

©, /Vrn=1+2e™ +O(e™™ ). (9.94 ) 

求 和 法 5: 关键 论点 

现在 , 我 们 要 来 计算 最 后 一 个 和 式 , 这 个 和 式 将 告诉 我 们 斯 特 林 常数 o 的 值 . 最 后 这 个 
和 式 还 描述 了 最 后 这 一 章 及 整 本 书 里 的 许多 其 他 技术 , 所 以 对 我 们 来 说 , 这 是 结束 探索 具体 
数学 的 合适 方式 . 

这 个 最 后 任务 看 起 来 几乎 是 出 奇 地 容易 : 我 们 要 用 欧 拉 求 和 公式 来 寻求 


2n 
A) 
的 渐 近 值 . 
这 是 已 知 答案 (BY? ) 的 男 一 种 情形 .对 老 问题 尝试 新 方法 求解 总 是 有 意义 的 ， 这 使 
我 们 可 以 对 事实 加 以 比较 ， 或许 还 能 发 现 一 些 新 的 东西 . 
所 以 我 们 雄心 支 寺 ,并 意识 到 对 4 的 主要 贡献 来 自 中 间 靠 近 k =n 的 那些 项 ， 选 取 记 
号 使 得 对 于 和 式 的 最 大 贡献 出 现在 k=0 附 近 , 这 几乎 永远 是 一 个 好 想法 , 因为 这 样 就 可 以 
利用 尾部 交换 技术 来 避 开 有 很 大 |k| 的 那些 项 ， 于 是 我 们 就 用 n+k 代 替 : 
2n \_ (2n)! 
^, -7 | 2 


k ntk k 



























































看 起 来 相当 好 ， 因 为 我 们 知道 当 n ARTI Kk AR) fp ai fm (n EA)! 
现在 我 们 想 要 执行 与 尾部 交换 技巧 相关 的 三 步 程 序 ， 即 想 要 写成 
(2n)! 
(n+k)\(n—b)! 
这 样 我 们 就 能 得 到 估计 式 
A, = b(n) «o > d; e) of baro 2 >》 O(e,(n)). 


keD, 














=a,(n)=b,(n)+O(c,(n)), keD,, 


en Ue AAEM, 
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但 是 采用 (9.91) 中 的 对 数 等 价 形式 进行 处 理会 更 加 容易 : 
Ina, (n) = In(2n)'- In(n+k)!- In(n — k)! 
- 2nIn2n - 2n * FIn2n +o0+O(n"') 
1 i (9.95) 
= Cee aden eae) cse ORO) ) 
-(1- )ln(n -k) nk -7Inin -) - a + O(n- KY") 
我 们 想 将 它 变 换 成 一 个 合适 且 简 单 的 O 佑 计 式 . 
背 助 尾 部 交换 法 ， 我 们 能 够 处 理 仅 当 磊 在 “主要 的 ”集合 疡 , 中 才 成 立 的 估计 式 . 但 是 应 
该 如 何 定 义 D, NE? 我 们 必须 使 得 万, 足够 小 ， 以 便 得 到 一 个 好 的 估计 ， 例 如， 我 们 最 好 不 要 
让 接近 nn， 否则 (9.95 ) 中 的 项 0O((n- 有 )”) 就 会 变 得 无 限 大 ， 而 D, 也 必须 要 足够 大 ,这样 
可 以 使 得 尾 项 ( BIS ke D, 的 项 ) 与 总 的 和 式 相 比 小 到 忽略 不 计 . 要 寻找 到 适当 的 集合 D, ， 
就 要 不 断 尝 试 、 纠 错 . 在 这 个 问题 中 ， 我 们 要 做 的 计算 将 会 指出 ， 如 下 定义 是 明智 的 : 
ke D, e Kn. ( 9.96 ) 
这 里 的 < 是 一 个 很 小 的 正常 数 ， 在 设法 了 解 了 问题 的 对 象 之 后 ， 可 以 对 它 加 以 选取 . CR 
的 O 估计 与 的 值 有 关 . ) 等 式 (9.95 ) 现在 就 简化 为 























Ina, (n) = [2n+ 5 }in2—o- Finn +O(n'"') 
ree erm nee naim. (9.97 ) 
(我 们 已 经 提取 出 了 对 数 的 大 的 部 分 ， 记 
Inntk)=Inn+Indtk/n) , 


这 就 使 得 lnn 项 中 许多 被 抵消 掉 . ) 
现在 需要 将 In(1+k/n) 渐 近 地 展开 ， 直到 得 到 一 个 当 n A e» 时 趋向 零 的 误差 项 .我 们 用 


Ga RUMUN), SCREBERERUB [| n2 这 一 假设 将 此 对 数 展开 ， 直 到 得 到 


o(n'): 














2 
ml +t) = ital sop 5 : 
n n 2n 
Hon ke 相 乘 即 得 


2 2 
£k- E. ogy, 
2n n 


TII. ERKE] On ?*) 中 的 项 ， 所 以 (9.97 ) 就 变 成 


实际 上 我 不 处 于 控 
制 地 位 ， 


多 么 迷人 的 巧合 . 


我 不 喜欢 到 达 宛 长 
又 艰深 的 书 的 结尾 
时 ， 作 者 连 一 句 良好 
祝福 的 话 都 没有 .最 
好 能 看 到 一 名 “感谢 
你 阅读 本 书 ， 希 望 它 
对 你 有 用 ”之 类 的 
话 ， 而 不 是 在 结尾 一 
段 漫 长 枯燥 的 证 明 
后 ， 面 对 一 个 僵硬 冰 
冷 的 硬 壳 封面 .你 明 
ay? 
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Ina, (n) = (245 m2-0-Sinn |n O(n) , 


取 指 数 ， 我 们 就 有 























gente Py 
a,(n) = e* ^ (1-4 O(n ?**)). en 
k e? n ( ) 
这 就 是 近似 ， 得 到 
22num n 2n ,,-143€ ,— k^ [n 
b(n) = e » 6 0)-27n ii ` 
e^4n 





注意 到 以 一 种 非常 简单 的 方式 进入 到 b(n) 和 ci (0) 之 中 . 我 们 很 幸运 , 因为 是 要 对 k 求 和 . 
尾部 交换 技巧 告诉 我 们 ， 如 果 完 成 了 一 项 很 好 的 估计 任务 ， 则 >),ai(n) 就 近似 等 于 

bo). FERMER 

(幸运 又 一 次 降临 : 我 们 得 以 利用 前 面 例子 中 的 和 式 8, ) 这 是 鼓舞 人 心 的 ， 因 为 我 们 知道 

原来 的 和 式 实际 上 是 


2n 
A, -下 Jaro” D 


这 样 看 起 来 好 像 会 有 e” = V2x ， 如 所 宣称 的 一 样 . 
但 是 有 一 个 隐 含 的 困难 : 仍然 需要 证 明 我 们 的 估计 式 足 够 好 . 所 以 首先 来 观察 由 c (n) 91 
献 的 误差 : 


1 
2 —~+3e€ 
2 (n) = A 2n qp tet /n < 274799 二 of 2 2 | 


[pent 








1e O(n")). 








好 的 ， 如 果 3e < 卫 ， 那 么 它 就 浙 近 地 小 于 前 一 个 和 式 . 
接 下 来 必须 要 检查 尾部 ， 我 们 有 
Y quU exp(-| n> | [nl +e" +e?" +) = ofe” )-O(n) : 


它 对 所 有 M 都 等 于 Ol) ,所 以 > ep bL (n) 是 渐 近 地 忽略 不 计 的 .我们 恰好 在 mw“ 处 选 
PEAT, 从 而 使 得 e“ ”在 D, 之 外 像 指数 般 那 样 小 . f n" log n 这 样 的 其 他 选择 也 会 足够 好 ， 
所 得 到 的 估计 会 更 精确 一 些 ， 不 过 公式 会 变 得 更 加 复杂 .我们 不 需要 做 出 最 好 可 能 的 估计 ， 

因为 我 们 的 主要 目的 是 确定 常数 o 的 值 . ) 类 似 地 ， 男 一 个 尾部 


2n 
but 


以 22 乘 以 它 的 最 大 项 为 界 , "EL BSEC SUEUR k n 7. 这 一 项 已 知 近 似 等 于 b(n) , 
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它 与 4, 相 比 是 指数 型 小 的 量 ， 而 指数 型 小 的 乘 数 就 消除 掉 了 2n 这 个 因子 . 
这 样 我 们 就 成 功 地 应 用 尾部 交换 技巧 证 明了 估计 式 








2 -ae 
gus T _ V2 s, +O(27"n 2 ， (eget. ( 9.99 ) 
y\k e7 6 
我 们 可 以 选取 e = 工 ， 这 就 得 到 结论 感谢 你 阅读 本 书 ， 项 
8 望 它 对 你 有 用 . 
| 一 作者 
o=—In2z. 
2 
证 明 完 毕 . 
习题 
热身 题 














1 ”证 明 或 推翻 : 如 果 fag). HfU)-2,0) . ， 那么 就 有 
JD+ fn) < gn +g (n). 
2 ， 哪 一 个 函数 增长 得 更 快 : 


(Inn) 








a n^" WE (lnn)? 
b n"e» WE (Inn)! ? 
c (n)! BE ((n - D!) - D!" ? 
d FX A, ? 

3 下 面 的 推理 何 处 出 了 毛病 ? 
On) = 007). 

4 ”给 出 一 个 0O 记 号 在 等 式 左边 成 立 而 在 右边 就 不 成 立 的 例子 .( ANE BS, JURE 
太 容 易 了 .，) 提示 : 考虑 取 极 限 . 

5 ”证 明 或 推翻 : 如 果 对 所 有 nn ，f(n) All g(n) 都 是 正 的 , ABA O( f(n) + g(n)) = f(n) + O(g(n)). (与 

(9.27) 比较 ) 

(n+ O(n) RA (Inn+7+OU/n)) ， 并 将 你 的 答案 用 O 记 号 表示 . 

7 fit De”. HiME BAER Re On). 


k20 

















“由 于 n=0O(n) AK 2n=O(n) ， 如 此 等 等 ， 我 们 就 有 Y, n= 






























































o 
"m 




















基础 题 


8 给 出 函数 f(n) 和 g(n) 的 一 个 例子 ， 使 得 尽管 f(n) 和 g(n) 两 者 都 单调 增加 到 = ， 三 个 关系 式 
fgn), fa)». fn) x g(n) 却 无 一 成 立 . 

9 根据 O 的 函数 集合 的 定义 ， 通 过 证 明 (9.22 ) 的 左边 是 右边 的 一 个 子 集 来 严格 证 明 (9.22 ) . 

10 证 明 或 推翻 : 对 所 有 实数 x 都 有 cosO(x) =1+00°). 












































11 
12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


作业 题 


证 明 或 推翻 : O(x-yy = O(x?)+ O(y’) . 
证 明 : 当 n — oo 时 


142407) = í e 0(n?)). 
n n 


n 


计算 (n+2+ O(7)) ， 精 确 到 相对 误差 O0z-) . 


TEA (n a)? = n" Pe [ 十 «(5 -iaj + oon?) | : 


对 





“pilh 


ifs y| 3n 
J = 
n, 


^ 


Jie trs, tei oc. 





证 明 ， 如 果 对 0<x< i A Bü-x)e-B(x)z0, FRA 


1.2 


({x}) f@)dx = 0, 


WR BEM a <x <b A f'(x)z0. 


利 

















Se 


E 
2 


1 和 成 本 数 证 明 ， 对 所 及 六 0 都 及 (5) =" -08.， 


当 w>0 时 ， 求 出 (7 精确 到 相对 误差 On") 的 渐 近 式 . 








19 当 n=10、z=&=0.1 以 及 O(f(n))=O(f(z))=0 时 ,利用 计算 机 比较 表 9-1 中 渐 近 公式 的 左边 和 
右边 . 
当 一 ce 时 ， 证 明 或 推翻 下 面 的 估计 式 : 


20 


21 


22 
23 


24 


25 


4 

















DKE] 


p eto) -e+ O( /n). 


c nt- O((a-1/2Y2)'). 


等 式 (9.48) 给 出 第 n 个 素数 ， 其 相对 误差 为 O(logn)”*. M (9.31) Æ (9.46) 中 的 另外 一 项 














始 ， 将 相对 误差 精确 到 O(logn)”. 

将 (9.54) 精确 到 Om’). 

进一步 推进 近似 式 (9.62 ) ， 精 确 到 绝对 误差 O(n“) ,提示 : Be, =c/ (n+ nt2)+h,. h, WE 
什么 样 的 递归 式 ? 

设 a,=0O(f(n)) , b, =O(f(n)) . 证 明 或 推翻 : 在 下 述 诸 情形 下 , 卷 积 》 Laub, , BET O(S): 
a f(n-n^, a>. 

b f(nz«", a>. 


证 明 (9.1) 和 (9.2) ， 这 是 本 章 开 始 时 的 结果 . 
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28 


29 


30 
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— | .因此 ,如 果 取 指数 ， 就 得 到 10! 
126 000 000 


TH XT R27) et 9 1 108 的 佑 计 式 . (事实 上 ， 近 似 公式 给 出 3 628 799.9714.) 如 
果 现 在 就 舍 入 到 最 接近 的 整数 ( 因为 知道 10! 是 整数 ) ， 我 们 就 得 到 准确 的 结果 . 
如 果 斯 特 林 近 似 公式 中 足够 多 的 项 被 计算 进去 , 是 否 总 是 可 以 用 类 似 的 方法 计算 n!? 24 n 是 一 个 
固定 的 (大 ) 整数 时 ,估计 m 的 值 , 使 得 能 对 Inn! 给 出 最 好 的 近似 . 将 它 与 a! 本 身 的 近似 式 中 的 
绝对 误差 做 比较 . 

有 欧 拉 求 和 公式 求 AO? = > k* 的 渐 近 值 ， 其 中 是 任何 固定 的 实数 .( 你 的 答案 有 可 能 包含 
一 个 常数 ， 而 你 并 不 知道 这 个 常数 的 封闭 形式 . ) 

习题 5.13 定 义 了 超 阶乘 函数 0, = 122. n". RO, 的 带 有 相对 误差 O(n) 的 渐 近 值 . 

(你 的 答案 有 可 能 包含 一 个 常数 ， 而 你 并 不 知道 这 个 常数 的 封闭 形式 . ) 

如 同上 一 题 ， 估 计 函 数 12 7 nn" 

4 1 是 一 个 固定 的 非 负 整数 时 ， 求 kee" 的 带 有 绝对 误差 On) 的 渐 近 值 . 

当 c>1 而 m 是 一 个 正 整 数 时 ， 计算 >》,_ 1/(c*+c”) 的 带 有 绝对 误差 O(c*”) 的 渐 近 值 . 


等 式 (9.91) 指出 了 怎样 计算 In10! 达 到 绝对 误差 < 














uu 
















































































k20 


考试 题 


32 


33 


34 


35 
36 
37 


38 


39 
40 
41 


42 


计算 e^ 精确 到 绝对 误差 O(n!) . 
计算 Za) ni 精确 到 绝对 误差 OQ"). 





确定 从 4 到 FF 的 值 ， 使 得 0+1/n)” 等 于 


E(In ny? n Finn 
n 


n 


An+ B(Inny * Clnn* D+ +O(n"). 


计算 》 1/kH, 精确 到 绝对 误差 0(1) . 

WES, =O" 1 (m+ 所 ) 精 确 到 绝对 误差 O01). 

计算 2. 20 mod k) 精确 到 绝对 误差 O(nlogn). 

WEY, UU 4 精确 到 相对 误差 O0r-0 . 

计算 Mote, ln 一 A)(Inn)* /Kk! 精 确 到 绝对 误差 O(n). eR: WEH A S10Inn 的 项 可 以 忽略 不 计 . 
设 m 是 一 个 (固定 的 ) ER A D OCD Hz 精确 到 绝对 误差 00) . 

ip "aw SEE" Dr 精确 到 相对 误差 OQ) 或 者 更 好 ， 你 的 答案 有 可 能 包含 一 个 常数 ， 
而 你 并 不 知道 其 值 的 封闭 形式 . 


设 wx 是 0< w< 了 的 一 个 常数 ， 在 前 几 章 里 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 和 式 x2 没有 一 般 的 封闭 









































SS 

















x. 证 明 ， 但 存在 一 个 渐 近 公式 


1 
n nH (a@)-—lgn+O(1) 
2. 7 2 ? 
kSan k 


43 


44 


45 


46 


47 


48 


49 


其 中 nosati- +). 提示 : imt o<ksamti{ "<2 ] 


( 如 同 在 第 7 章 里 考虑 过 的 那样 ) 证 明 : 对 某 个 常数 。， 换 n 美 分 零钱 的 方法 数 C, 渐 近 地 等 于 
en? + O(n ) .这 个 常数 等 于 什么 ? 
证 明 ， 当 x 一 ~ 时 有 


x = y"? 1/2 — xy"? 1/2 Jp 1/2 + O(x*”). 
1/2 -1/2| -3/2 











( 记 住 (5.88 ) rie X x = xy »-1) ， 而 关于 一 般 的 斯 特 林 数 的 定义 在 表 6-8 中 。 ) 
设 w 是 0 和 1 之 间 的 一 个 无 理 数 ， 第 3 章 讨论 了 量 D(aw,m) ， 它 度量 了 分 数 部 分 {ka} (0<k<n ) 
偏离 一 臻 分布 的 最 大 偏差 ， 递 归 式 


D(a,n) S D({a"}.| on)) +0142 


























TE (3.31) 中 被 证 明 ， 另 外 我 们 还 有 显然 的 界 

0 € D(a,n) Sn. 
证 明 lim, ,..D(@,n)/n=0. 提示 : 第 6 章 讨论 了 连 分 数 . 
证 明 : 习题 7.15 中 的 贝尔 数 加 =e M, ok" kV EME 


m(n) e" 7? | finn ! 
Soit GS S >: 估计 这 个 近似 式 中 的 相对 误差 
设 加 是 一 个 宇 2 的 整数 ， 分 析 两 个 和 式 





大 三 0 

















NI 


log, «| 和 Y log, k], 

哪 一 个 和 式 渐 近 地 接 近 于 log,, n1? 

考虑 一 个 用 十 进 制 记号 表示 的 调和 数 瓦 (1 <k <n ) 的 表 . E k ACH LIEB A A Saut 
数字 ， 其 中 qd, 的 值 恰好 大 到 能 将 这 个 值 与 及, ,以 及 瓦 ,的 值 区 别 开 来 . 例如 ， 下 面 是 从 这 个 表 
中 取出 来 的 部 分 数据 ， 它 给 出 五 组 数据 ， 其 中 A, 超过 10: 



































k H, A, d, 
12364 9.99980041- 9.9998 5 
12365 9.99988128+ 9.9999 5 
12366 9.999962 15- 9.99996 6 
12367 | 10.00004301- 10.0000 6 
12368 | 10.00012386+ 10.0001 6 


估计 表 中 数字 位 数 的 总 和 > d, ， 精 确 到 绝对 误差 O(n). 
在 第 6 章 里 我 们 提 到 经 过 nn 秒 后 到 达 伸 展 的 橡皮 筋 终 点 处 的 一 条 蠕虫 的 故事 ， 其 中 
H,.,<100<H,. WH, WE n 是 一 个 正 整 数 ， 它 使 得 五 , XexH,. WA 





n-l 
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硅谷 的 风险 投资 家 得 到 一 个 产生 指数 级 回报 的 投资 交易 机 会 : 当 n 宇 2 时 , En 百 万 美元 的 投资 ， 

GKP 财 团 承诺 一 年 之 后 会 给 予 最 高 N 百 万 美元 的 回报 ， 其 中 N=10” .当然 其 中 有 某 些 风险 ， 实 

际 的 交易 是 对 每 个 整数 上 CLE KEEN ) ，GKP 均 以 概率 1/ (PHO) 给 付 k 百 万 美元 。( 所 有 付款 

都 是 按照 百 万 美元 级 别 进行 的 ， 即 恰好 为 一 百 万 美元 的 倍数 ， 回 报 是 由 一 个 真正 随机 的 过 程 决 定 

Hj. ) 注意 ,投资 者 总 是 会 至 少 得 到 一 百 万 美元 的 回报 . 

a 如 果 投 资 n 百 万 美元 ， 那 么 一 年 之 后 的 渐 近 期 望 回 报 值 是 多 少 ? ( 换 句 话说 ， 给 付 的 平均 值 是 
什么 ? ) 你 的 答案 应 当 精 确 到 绝对 误差 O10") 美元 . 

b 如 果 你 投资 了 n 百 万 美元 ， 那么 你 获得 利润 的 渐 近 概率 是 什么 ?( 换 名 话说， 你 获得 的 回报 多 
于 你 付出 的 机 会 有 多 大 ? ) 你 这 里 的 答案 应 当 精 确 到 绝对 误差 O(107) . 




























































































附加 题 
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证 明 或 推翻 : “Yn e WY | OGx?)dx=0(n). 
证 明 存在 一 个 短 级 数 4(z) = Yo, az ， 它 对 所 有 的 复数 z 收敛 ， 且 满足 


k>0 7 


























Aln) >n” |n ; 








证 明 如 果 f(x) EARR, MTA x m0, EY SRO 
F0, -f'x)0, O0, (DS) XO, 


WAX x = 0 WA 

















Wo (m -1)! 





/ (m-1) 
f (0) Asd f (0) xl O(x^), x20. 


f(x) - f(0)* 


Pea, f(x) = -In( + x) 的 情形 就 对 所 有 ,n>0 证 明了 (9.64) . 
设 f(x) 是 一 个 正 的 可 微 函数 ， 当 x 一 % 时 有 xf‘(x)< f(x). 证明 


£8) £0). avo 
n 


1 
= ke 


zn 


E EET 
改进 (9.99 ) ， 精 确 到 相对 误差 Omn 7). 

量 O0)=1+ 2 I ess Y, a 1n! 出 现在 许多 算法 的 分 析 中 ， 求 它 精确 到 绝对 误差 
o(1) 的 渐 近 值 . 

在 (9.54) 中 我 们 得 到 了 哥 隆 和 式 ,1/K[1+1log,k] 的 一 个 渐 近 公式 .对 没有 底 括号 的 类 似 的 
AULD) 1 KC + log, 如)? 求 出 其 渐 近 公式 ， 提 示 : 考虑 积分 | uei" du =1/ (Lt en Ky. 


利用 留 数 计算 ， 在 正方 形 团 道 ==x+ij《 max (ol) = M+ ) 上 计算 积分 
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我 曾经 挣 了 O(10") 美 
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1 ¢ 2mie*™? dz 


2ni e" a 1 z" 





» 


然后 令 整 数 M 一 ， 由 此 证 明 对 m 三 2 有 


m! cos(2akx — + nm) 
B = 一 2 > 2 A 
m ({x}) 2m)” 每 k” 
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WO (= ye" ee PRK. TEN: O,(r) 的 侍 里 叶 级 数 展开 式 是 











QO,(t) 2 Vm (1 + 2e "" (cos 2nf)- 2e *" (cos 4nt) 42e ?*" (cos 6nt) + | z 





( 这 个 公式 对 于 等 式 (9.93 ) 中 的 和 式 O, = 0,0) 给 出 一 个 快速 收敛 的 级 数 . ) 





解释 : 为 什么 渐 近 展开 式 


21 





2n 4" 1 1 5 -5 
- 1 + -+ 7 7+ O(n ) 
n Jan 8n 128n^ 1024n° 32 768n 





T ARCA EL EAB 2 BRE. 

















习题 4$ 证 明了 : 对 所 有 无 理 数 w , mÆ D(Q,n) 都 是 ol(n)， 找 出 一 个 无 理 数 @ ,使 得 D(a n) X HE 








fif Ee >0 都 不 等 于 O(n). 























men, Sd e ee 
m(n) k 
Hn, A m(n) =| m(n) | A mo» =[ (ny |， 其 中 











EBUSS n 行 中 最 大 的 元 素 . 证 明 : 对 所 有 充分 大 


m(n)(m(n) " 2)In(m(n) 4 2) = n(m(n) + 1) .提示 : 这 是 很 难 的 问题 . 





TEAR: 习题 2.36 的 哥 隆 的 自 描述 序列 满足 f(n) = 9^ n^" + O(n? / logn). 


寻求 恒等式 





2 
nzl n 


的 一 个 只 用 到 “ 欧 拉 的 ” (18 世纪 ) 数学 的 证 


2 1 
= mofe X 十 j 0O<x<1 





渐 近 级 数 


1+ 1 1 1 





Ay + 





+ 十 .… 十 一 0 
n-l (n-1)(n-2) (n—-1)! 


的 系数 是 什么 ? 


研究 题 


66 


寻求 斯 特 林 近似 的 一 个 “组 合 ” 证 明 . 注意， 


Ze {1,2,---,n} 到 自身 映 上 的 映射 "的 个 数 . ) 





(D 所 谓 “ 映 上 的 映射 ”就 是 通常 所 称 的 “ 满 映射 ” 


a a 
1 ipo peus 
n 


n^ 是 全 ,2,…,n]} BAA AIBA TRC, Tfi nt DU 
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416 第 9 章 渐 近 式 














67 考虑 一 个 nxn 点 阵列 , 其 中 三 3 ,在 此 阵列 中 每 个 点 有 四 个 相 邻 的 点 .( 在 边缘 上 我 们 依照 模 ? 
“FRG”. ) Be y, 是 按照 这 样 的 方式 对 这 些 点 指定 红色 、 白 色 和 蓝 色 的 方法 数 : 相 邻 的 点 具有 不 同 





的 颜色 . 


Xn 


68 设 0, 是 








(AT z, 212. ) 证 明 


3n?/2 
" B eb. 
3 


BR I, >n HIR AME m EQ, [e + 了 | 成立 的 最 小 整数 ，， 或 者 证 明 不 





EER 





FAY n. 

伙计 们 ， ix EET, 就 mI 
是 本 书 的 全 部 内 容 
T! 


„A 


习题 答案 
ANSWERS TO EXERCISES 





(这 本 书 中 每 一 个 
错误 的 第 一 位 发 现 
者 都 将 获得 2.56 美 元 
的 奖励 . ) 

这 是 不 是 意味 着 我 
必须 找 出 每 一 个 错 
误 ? 

(我 们 的 意思 是 指 
“任何 错误 ”. ) 
那 是 否 意味 着 只 有 
一 个 人 得 到 奖赏 ? 


( 嗯 ， 试 试看 吧 . ) 


事实 表明 ， 交 点 的 个 
数 给 出 了 全 部 的 细 
节 ， 丁 性 是 转移 注意 
力 的 话题 . 























这 里 给 出 了 所 有 习题 的 答案 ( 至 少 是 简要 的 解答 )， 有 一 些 答案 甚至 超出 了 问题 所 要 求 
的 .读者 如 果 能 在 浏览 这 一 附录 之 前 真正 努力 寻求 答案 ,那么 将 会 获得 最 好 的 学 习 效 果 . 

对 于 研究 题 的 解答 (或 者 部 分 解答 ), 或 者 是 对 于 非 研 究 题 的 任何 更 简单 (更 正确 ) 的 
解答 方法 ， 作 者 都 有 兴趣 了 解 . 


1.1 除了 n=2 的 情形 ,证 明 是 妥当 的 . 如果 由 两 匹 马 组 成 的 所 有 集合 中 马 都 具有 相同 的 颜色 ， 那 么 
这 个 命题 就 对 任意 个 数 马 匹 的 情形 为 真 . 
12 WEY, 是 移动 的 次 数 ， 那 么 有 马 =0 ， 而 对 >0 则 有 成 =X, +1+X, ,+1+ 成 .由 此 推 
( 例如 在 两 边 加 1 ) X,=3"-1. (移动 5 总 次 后 ， 整 个 塔 将 位 于 中 间 的 桩 柱 上 ， 离 最 终结 果 还 


有 一 半 的 路 程 ! ) 

1.3 有 3" 种 可 能 的 安置 方式 ， 因 为 每 一 个 圆 盘 可 以 放 在 任何 一 根 桩 柱 上 .我 们 必定 会 遇 到 所 有 的 安 
置 方式 , 因为 最 简捷 的 解答 要 3" -1 次 移动 . ( 这 个 结构 等 价 于 “三 进 制 格雷 码 ”, EBORE JA (0---0), 
到 (2…2); 的 所 有 数 ， 每 次 只 改变 一 位 数字 . ) 

14 K. 如 果 最 大 的 圆 盘 不 需要 移动 ，( 根 据 归 纳 法 ) 2-1 KB ORB; 反之 
(2 一-D+l1+( 一) 次 移动 就 够 了 (再 次 根据 归纳 法 ) . 

1.5 不能. 不 同 的 圆 至 多 相交 于 两 点 ， 所 以 第 四 个 圆 至 多 将 区 域 个 数 增 加 到 14. 然而 ,用 卵 形 有 可 能 
做 得 到 . 
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维 恩 断言， 没有 办 法 用 椭圆 描述 五 个 集合 的 情形 ， 但 是 Griinbaumt®" 却 发 现 了 一 个 用 椭圆 描 
述 五 个 集合 的 构造 . 
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418 附录 A 习题 答案 














1.6 ”如 果 第 n 条 直线 与 前 面 的 直线 交 于 k > 0 个 不 同 的 点 ， 我 们 就 得 到 大 -1 个 新 的 有 界 区 域 (假设 前 

面 的 直线 互 不 平行 ) 和 两 个 新 的 无 限 区 域 . 于 是 有 界 区 域 的 最 大 个 数 是 (=-2)+(z-3)+…= 
$,,7(n-1T(n-2)/2-L,-2n. 

123 ”归纳 法 的 基础 未 经 证 实 ， ii E Schk Efi (1) #2. 

18 Q,=(+f)/a; O,=(+a+f)/aB; O,=0+@/B; Qo; Q,- B. 所 以 此 序列 是 周期 
的 ! 

1.9 (a) 我 们 从 不 等 式 






















































































得 到 P(n-1). 
(b) H P(n) H x, xxx S Qs ex) n)(Gsua x, /n)) RIE PO) , 这 个 内 部 的 
RIRS (n t+ +.x,)/2n) . 
(c) 例如 ， 由 P(2) 一 P(4) > PG) 一 P(6)  P(5) 得 出 . 
1.10 首先 证 明 ， 当 n>0 时 有 R=R, ,+1+O +1I+R 附带 指出 ,第 7 章 的 方法 会 告诉 我 们 


o, =((1 45)” 0-55)" (8)-1. 


1.11 (a) 最 佳 策略 是 移动 一 个 双重 (n-1) 塔 ， 接 着 移动 (将 次 序 反 过 来 ) 两 个 最 大 的 圆 盘 ， 然 后 再 次 
移动 双重 (2-D 塔 , 从 而 4 =24 ,+2，4 =27,=2"" -2. 这 个 解 交 换 了 两 个 最 大 的 圆 盘 ， 
而 将 其 余 的 2n -2 个 圆 盘 按 其 原来 的 次 序 放 回 . 

(b) 设 B 是 最 少 移动 次 数 . 这 样 就 有 B=3 ， 可 以 证 明 ， 当 n>1 时 任何 策略 都 做 不 到 优 于 
B,-A ,*2*A,,*2- B, 于 是 对 所 有 n>0 有 B=2”-5. 令 人 惊奇 的 是 ， 这 恰好 是 
24, -1 MAREE B, =4 ,+1+4 ,+1+4 19 A, ,. 
1.12 如 果 所 有 m > 0 , 那么 A( m) 24m, m, )m,. 这 是 一 个 “推广 的 约瑟夫 ”型 的 方程 ， 
BA (m, ---,m,), = 2" m 92m, +m, . 


附带 说 一 下 ， 习 题 1.11b 的 相应 推广 似乎 满足 递归 式 






























































A(m,-,m,) m,-l 
B(m,--:,m,) - 4 2m, -1, n=l; 


2A(m,,--+,m,_,)+2m, + B(m,,m, ), n>lHm, >l. 








1.13 MEET L PERH n 条 直线 , 我 们 可 以 用 具有 充分 长 线段 的 极 狭窄 的 Z 形 线 代 替 它们 , 使 得 
一 对 Z 形 线 之 间 有 9 个 交点 ， 这 就 表明 对 所 有 n>0 有 ZZ, = ZZ, ,+9n -8 ， 于 是 ZZ, =95, - 





























H 








eee ee eee 
2 2 
1.14 每 一 道 新 切 痕 所 定义 的 新 的 三 维 区 域 的 个 数 , 就 是 在 新 的 平面 上 与 先前 那些 平面 相交 的 二 维 区 域 
的 个 数 ， 因 此 P =P +L MEXRI P = 26 .在 一 个 立方 体形 状 的 奶 酷 上 ， 六 道 切 痕 可 
以 做 出 27 个 小 立方 体 ,或 者 最 多 做 出 PR = 42 个 形状 更 为 奇特 的 切 块 . ) 
附带 指出 如 果 我 们 用 二 项 式 系数 ( 见 第 5 章 ) 将 它 表 示 出 来 , 这 个 递归 式 的 解 符合 一 个 很 好 的 模式 : 









































这 个 答案 假设 了 


n>0. 


我 打赌 ,我 知道 四 维 
空间 里 发 生 了 什么 ! 


1.18 


1.19 


1.20 


附录 A 习题 答案 419 

















HX, 是 由 一 条 直线 上 的 个 点 所 定义 的 一 维 区域 的 最 大 个 数 . 

当 n>1 时 ， 函数 了 与 7 满足 同样 的 递归 式 , 但 是 10) 没 有 定义 ， 由 于 71(2)=2 ，7G)=1 ， 所 以 
不 存在 70) = c 的 数值 使 得 我 们 可 以 沿用 一 般 性 的 方法 ， 展 开 的 “死亡 游戏 ”依赖 于 n id 
表示 的 头 两 位 数字 . 

lÉn-2"-2"'.k, Rrnoxk«2" «-2" -(2"7 e 27) 22" e 277 . 那么 对 所 有 的 n>2，, 解 就 
jél(n-2k-«l. 用 表达 式 n=2”+/ 表示 是 






































= 











m-l < m-l. 
rma [004275 S162" 
Jie, Papas 














i g(n) 2 a(n)or * b(n)B, * c(n)B, * d(n)y . FA (118) Al, “n= (b, bb), FE alna + b(n) B, 
*c(n)B, =(P, B. B Bs o 这 就 定义 了 a(n) 、b(n) EUR e(n). 在 此 递归 式 中 取 g(n) =n SESS 
味 着 a(n)+c(n)-d(n)=n ， 从 而 我 们 就 知道 了 一 切 ，( 取 g(n)=1 给 出 了 一 个 额外 的 恒等式 
a(n) 一 2b(n) 一 2c(n)=1， 用 它 可 以 通过 更 简单 的 函数 a(n) UK a(n) + c(n) 来 定义 b(n). ) 
一 般 来 说 , XT 0 k x m4 W, SW, tT. (这 个 关系 式 对 应 于 移动 最 上 面 的 mk 个 圆 盘 ， 
然后 仅 用 三 根 桩 柱 移动 最 下 面 的 上 个 圆 盘 ， 最 后 移动 最 上 面 的 闫 -上 个 圆 盘 .，) 事实 证 明 ， 当 
=n(n+1)/2 时 ， 这 个 关系 是 基于 使 得 这 个 一 般 不 等 式 的 右边 取 最 小 值 的 唯一 的 上 值 . 〈 然 而 
au 该 等 式 成 立 的 结论 ， 可 以 想象 移动 这 个 塔 的 其 他 一 些 方法 . ) 如 果 置 
Y, =W 0/2", BARMRRY, SY, +1, AW, 入 2 2-D+1 
只 需 证 明 来 自 锯齿 点 (n”,0) 的 两 条 直线 与 来 自 (2 ,0) 的 两 条 直线 相交 ， 且 所 有 这 些 交 点 都 不 相 
同 就 够 了 . 
从 (xj;0) 并 经 过 (xz — aj, 1) 的 直线 与 从 (x%,0) 并 经 过 (x, — a, 1) 的 直线 相交 于 点 (x; -ta,,t) ， 其 中 
t=(x,-x,)/(a,-4;)- 设 x; =n”, a; -n/-c(0rkdn"), IRA EI t=(n™-n”)/ (nk -n+ 
(7n REREN”) NF ni n^ 一 1 和 ni+n*+1 之 间 ， 故 而 交点 的 y 坐标 唯一 地 确定 7 和 
k. 有 相同 的 7 和 的 那 四 个 交点 是 不 同 的 . 
当 n>5 时 不 行 . 从 角 的 顶点 开始 , 由 一 条 角度 为 的 半 直 线 与 角度 为 2+30* 的 半 直 线 组 成 的 折线 ， 
与 男 外 一 条 由 角度 为 的 半 直 线 与 角度 为 6+30° 的 半 直 线 组 成 的 折线 ， 仅 当 30" <|O-¢| <150° 
时 才能 相交 四 次 . 我们 不 可 能 选取 多 于 5 个 相互 间 相 距 这 样 远 的 角度 .( 但 有 可 能 选取 到 5 个 . ) 
设 h(n)=alnag+b(n)B,+c(n)B + d(n)y, +e(n)y,.. FA (1.18 ) 我 们 知道 ， 当 n=(b,,…bb,),; 时 有 
a(n)a + b(n), + c(n)B, =(P, DB Bn Ba )a ,这 就 定义 了 a(n) ~ bn) 以 及 cln) . 在 此 递归 式 中 ， 
取 有 h(n)=n RARE a(n) + c(n) -2d(n) -2e(n) =n , Wh) 2 n^ WARE a(n) + c(n) + 4e(n) 2 m , 
WT d (n) = (3a(n) + 3e(n)—n* -2n)/4, e(n)- (m -a(-e()/4. 
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121 我 们 可 以 设 g 是 24 ，22-1，… ，n+1 的 最 小 (或 者 任意 一 个 ) 公 倍数 。 ( 一 种 不 严格 的 论证 
方法 告诉 我 们 ，g 的 “随机 ” 值 将 以 概率 
ET M JC- ya 
2n2n-l n+l n 4 
实现 ， 所 以 我 们 可 以 期待 找到 这 样 一 个 小 于 4 的 g ，) 
122 取 一 个 有 2" 条 边 的 正 多 边 形 ， 并 用 长 度 为 2" 的 “ 德 ' 布 鲁 因 加 ”的 元 素来 标记 它 的 边 。 (这 是 
一 个 由 0 和 1 组 成 的 循环 序列 ， 其 中 所 有 由 相信 元 素 组 成 的 元 组 都 是 不 同 的 ， 见 参考 文献 [207， RBA sm 
习题 2.3.4.2-23] 以 及 [208， 习 题 3.2.2-17].， ) 对 标号 为 1 的 每 一 条 边 附加 一 个 非常 细 的 凸 扩张 XO 访 他 位 于 荷兰 纽 南 
个 集合 是 所 得 多 边 形 绕 长 度 为 (k=0.1…,n -1 ) 的 边 旋转 得 到 的 副本 PR 
1.28 fb. (我 们 需要 用 第 4 章 里 的 初等 数论 的 原理 ，) BEL) <lem(l,2,---,n). Xia 2. FE 
根据 贝 特 朗 假设 ,在 ”12 入 之 间 存在 一 个 素数 p. 我 们 还 能 假设 />n/2 ,因为 f=L(n)+1-4 
BF /-n*1-j , 当 且 仅 当 4 HF j. 选取 g 使 得 g=1(modZ(n)/p) 且 g=j+1-n (modp). 现 
在 ， 就 按照 次 序 42,…n 一 pj+ bj+2.…mn 一 p+.…j 一 1 处 决 人 . 
1.24 仅 知道 的 例子 是 ，X，=2isinxr +1 X, SE ATMEL OS es 当 变化 时 ， 所 有 长 度 




































































三 2 的 周期 都 会 出 现 ) ; 习题 1.8 中 高 斯 递归 式 的 周期 为 5; H.Todd 的 更 加 不 同 寻常 的 递归 式 
X, = (+X, + X, 9/ X, Bes ( 见 参 考 文献 [261] ) ; 以 及 用 一 个 常数 乘 以 也 ,来 代替 艺 ， 
时 从 这 些 递归 式 得 到 的 递归 式 . 我 们 可 以 假设 分 母 中 第 一 个 非 零 的 系数 是 1， 而 在 分 子 中 第 一 个 
非 零 的 系数 ( 如果 有 的 话 ) 有 非 负 的 实数 部 分 .计算 机 代数 方法 容易 证 明 : “4k = 2 时 没有 其 他 
JAW) <5 的 解 . LynessP6 ?6 以 及 Kurshan 和 GopinathP230 建 立 了 部 分 理论 . 

另 一 种 类 型 的 一 个 有 趣 的 例子 〈 当初 始 值 为 实数 时 它 的 周期 是 9 ) 是 递归 式 蕊 =X al -Xa 
Morton Brown RAJ. 任何 希 望 取 到 周期 过 5 的 非 线性 递归 式 可 以 用 连 项 式 !@ 作 为 

























































































E xE FH 
基础 . 
1.25 WR TO (n) 表示 移动 带 有 上 根 辅助 桩 柱 的 n 个 圆 盘 所 需要 的 最 少 移动 次 数 ( Afi T (n) = 了 工 ， 


Tn) =W, ) ， 那么 我 们 就 有 of reh JI 还 不 知道 Qn.) 使 不 














等 式 中 的 等 号 不成 立 的 例子 ， 当 与 ? 相 比 很 小 时 ， 公 式 2 ] 给 由 a 的 一 个 合 


适 的 上 界 . 
1.26 对 所 有 的 g 和 nn ， 行 刑 次 序 可 以 经 过 O(nlogn) 步 计算 出 来 P 79851:1202255.L-31 Bjorn Poonen 证 
WY: 只 要 n=0 (mod3) 且 nn 宇 9， 就 存在 惟有 四 个 “ 坏 家 伙 ” 的 非 约 瑟 夫 集合 ， 事 实 上 ， 这 样 


的 集合 的 个 数 至 少 是 (2) (对 某 个 e> 0 ) . 他 还 通过 大 量 的 计算 发 现 , 具有 非 约 瑟 夫 集合 的 仅 
































有 的 另外 一 个 n<24 是 n=20 ， 对 上 =14 有 236 个 这 样 的 集合 ， 而 对 k=13 则 有 两 个 这 样 的 集 
合 .( 后面 这 两 个 集合 中 , 一 个 是 {1,2,3,4,5,6,7,8,11,14,15,16,17}， 另 一 个 则 是 它 关 于 21 的 反射 ) 

















CD 即 在 所 指出 的 边 上 粘 上 一 个 狭窄 的 三 角形 ， 使 得 多 边 形 的 那个 部 分 看 起 来 稍微 大 一 些 . 
Q 在 英文 版 中 此 处 的 “ 圆 ” 与 “自行 车 ”用 的 是 同一 个 单词 cycle. 





























2.1 


2.2 


2.3 


2.4 


2.5 


2.6 
2.7 
2.8 
2.9 
2.10 
2.11 
2.12 


2.13 


2.14 


2.15 
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对 n=15 Wk 29, ， 有 唯一 的 非 约瑟夫 集合 ， 即 {3,4,5,6,8,10,1112,13} . 

对 此 没有 一 致 的 答案 ,有 三 种 答案 站 得 住 脚 ，(1) 我 们 可 以 说 允 ” 9, REE YS, qu. BORE 
给 定 的 和 式 就 为 零 . (2) 有 人 或 许 会 说 , 给 定 的 和 式 是 g, q,  q, + 和 +9， 即 对 大 的 递减 值 求 和 . 但 
是 这 与 一 般 所 接受 的 当 n=0 时 i 4, =0 的 约定 矛盾 ，G) 可 以 说 > oq =D de 7 Die Me > 
这 样 给 定 的 和 式 就 等 于 -9q -9 -9 .这 种 约定 看 起 来 可 能 奇怪 ， a 、b 和 c 都 服 
从 有 用 的 法 则 oy y . 

最 好 是 仅 当 n-m 宇 -1 时 使 用 记号 >， ， 这 样 就 符合 了 (1) 和 (3) 这 两 个 约定 . 

得 到 |x| . 附带 指出 , 量 ([x > 0]— [x <0]) 常 被 称 为 sign(x) 或 者 signum(x) ， 当 x> 0 时 它 等 于 +1 ， 
当 x=0 时 它 为 0， 而 当 x<0 时 它 等 于 -1. 

当然 ,第 一 个 和 式 是 ao+a +a, +a ta ta; 第 二 个 和 式 是 ma +w+a+wa+d ， 因 为 这 个 和 式 
取 遍 数值 ke {-2,-1,0,+1,+2} .交换 律 在 这 里 并 不 适用 ， 因 为 函数 p(k) =k? 不 是 排列 .，n 的 某 些 
值 (例如 n=3 ) 没有 使 得 p(k)=n 的 k 值 ， 其 他 的 (例如 n=4 ) 则 有 两 个 这 样 的 . 

(a) 2 s B2 jui => D oe jap = os + Aina) + 34) + s - 

(b) E a pa: Gig -X. "A Dua Sin = s + (Ang + (dy + dass) - 

两 个 不 同 的 指标 变量 用 到 了 同一 个 指标 “k ”， 尽 管内 层 和 式 中 的 是 有 界 的 . 这 是 数学 ( 和 计 
算 机 程序 ) 中 一 个 著名 的 错误 .事实 上 ， 如 果 对 所 有 j 和 CI j,k <n ) 都 有 ww =w ， 则 结 
论 正确 . 

f& E jxnan-j-D. 第 一 个 因子 是 必须 的 ， 因 为 当 j<1 或 者 j >n 时 应 该 得 到 霉 . 

mx” Ead 一 种 基于 YV 而 并 非 A BA BRR oP TE SOR RE SS HE Ft BAG RE. 

0 CA mz1), l/|Im! (AR m <0 ) . 

x"" =x"(x+m)" (RA m Mn ). 2 m=-n WIA] x" -1/(x-ny =1/(x-D!. 
右边 的 另 一 种 可 能 是 EuAv + vAu . 

将 左边 分 成 两 个 和 式 ， 并 在 第 二 个 和 式 中 将 左 改 为 上 +1. 

如 果 p(k)=n ， 那 么 n+c=k+((-D*+1l)c , H(CD'«1) 是 偶数 ， 故 而 (CD =) B 
k2n-(-1"*c. 有 反 过 来 ， 从 的 这 个 值得 到 p(X) =n. 

WER, =a, R =R, +CD’ (B+ny+n ð) (n>0), IBA R(n) = AWa+ B(n)B- C(ny- D(n)é . 
取 R,=1 得 到 4(n 21. 取 R, =(-1)" 4 A(n) + 2B(n) 2 (71) . = R, =(-D"n f$ 8] —B(n) + 






































































































































2C(n)=(-D'n. HR, =(-1)"n? £83] B(n) — 2C(n) + 2D(n) 2 (-D" m^. FRE2D(n) = (-D" (i +n) , 
所 说 的 和 式 是 D(n) . 
所 建议 的 改写 是 合法 的 ， 因 为 当 1 和 上 反对 时 有 上 = al 首先 对 k 求 和 ,这 个 多 重 和 式 就 转 
化 为 

S QU-2)em" 2): 
BHD) LI 代替 +. BORING, AO, (x) +O, . 

















501 











502 























422. 附录 A 习题 从 和 0 0 0 0 0 0 O 


2.46 根据 (2.2) , x"(x-m) =x™ 2 x'(x -n)* . 

2.17 对 前 两 个 = 用 归纳 法 ， 而 对 第 三 个 应 用 (2.52 ) .第 三 行 由 第 一 行 推出 . 

2.18 利用 如 下 事实 : 
(Rz)* < |z 












































; (iz) <|z ; (Sz) &|z 





; (Sz) 上 





; |z| < (Rz)* + (Rz) + (Sz) + (Bz). 


2.19 JH 2" / nep, 3E S, 22'T,/ n! S, 4 3x2"! =3(2"-1) + S. HAE T, =3xn n! 2". (FR 
们 将 在 第 4 章 里 看 到 , DUÓS n OA EBEN, T 才 是 一 个 整数 ) 
2.20 扰动 法 给 出 
S, c (n* DH, 2$, :| > A . 


0SkSn 
2.21 提取 S,,, 的 最 后 一 项 得 到 5,,, =1-S, ; 提取 第 一 项 得 到 
Siar =(-1)"" 3 X (ner =(-1)"" + * (-D"* =(-1)"" +5, . 


1SkSn+1 0SkSn 





从 而 25, =14+(-1)" BA S, =[n 是 偶数 ] . 类似 地 ， 我 们 求 得 








n n? 


Ta =n+1-T, =} CD" (k+1)=T, +8 
k=0 





故而 27, =n+1-S, EU T, = 二 (2+[z 是 奇数 ]) . 


; 最 后 ， 用 同样 的 方法 得 到 


U,,,=(n +l -U, =U, +27, +5, 
=U, * n [né Ay Bq + [nde (BY - 


=U,+n+1 
从 而 U, 就 是 三 角形 数 EC £n. 
2.22 将 通常 的 和 式 作 双 倍 ， 得 出 一 个 对 1< jk sc n RAI “RUS” Ast, EATER 
(3,4,4,)(3,58,) -(3,4,8, (Yb) 
的 两 倍 . 
2.23 (a) 这 种 方法 给 出 四 个 和 式 ， 其 值 为 24+ 及, 一 2n+ (uu, eL J OU e 1 Gee 代替 这 个 






































求 和 项 会 更 容易 一 些 . 


w(x) =-(x-l==-1/x - 答案 是 28, — 


) (四 ) 设 u(x)=2x+1l，Av(x)=1/x(x+])=(x-1)> , 那么 Au(x)=2 , 


n 





nl. 
2.24 分 部 求 和 ， Dix" Ox —-UHH. (m1) -x** /(mt ly +C ,从 而 peg =n" (H, -1/(m+l))/ 


(m+1) +0" /(m+1)?. ÆRME m=-2, WARA 1-(H,+1)/(n+1). 
2.25 这 里 有 一 些 基 本 的 相似 结果 : 








“我 们 应 该 养 成 对 所 
做 事情 进行 思考 的 
习惯 ,这 是 个 极其 错 
误 的 老 套 说 法 ， 习 字 
答 上 以 及 所 有 的 名 
人 在 讲话 时 都 会 重 
复 这 个 错误 .然而 事 
实 恰恰 相反 .人 类 文 
明 的 进步 ， 是 因为 不 
断 增 加 的 不 去 想 就 
能 做 的 社会 活动 . 思 
想 的 运作 就 像 骑兵 
在 战斗 中 冲锋 一 一 
他 们 在 数量 上 严格 
SER, 他 们 需要 精力 
充沛 的 马匹 , 并 且 必 
须 在 决定 性 时 刻 采 
取 行动 .” 

一 ”怀特 海 [3701 
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>》 Pet d. — I] = (e) 
KE 天 KE 天 keK keK 
2,0 +b,)= Date bh e OPES m) 
keK keK keK 
keK p(k)eK 
Qi; 一 as 
> jk 5 2. dk 一 一 一 i II " 
ke K 
da = Lal x — [a= I4 
yieeK P 
keK — Ico e^ 
keK 
226 P' = (Thae) (TT esti: 第 一 个 因子 等 于 (IT.«) * 第 二 个 因子 等 于 II.« 
n+l 
此 P= (IT.. a) ` 


227 M(c)-c(c-x-1-c7/(c-x). He=-2 Hx LOXÉVR, BEB A-C) C2, 
Lr AERA F (722) - (2) 2 (-1)'n1-1. 

2.28 在 第 二 行 与 第 三 行 之 间 交 换 求 和 ， 并 未 证 明 其 合法 性 ， 这 个 和 式 的 项 并 不 绝对 收敛 ， 除 了 

> elk 2j - e j 这 一 结果 似乎 应 该 写成 [j 一 1 宇 11(j 一 有 )/j ， 且 可 以 明显 加 以 简化 外 ， 其 他 的 
























































与 不 完全 正确 相对 照 . 都 完全 正确 . 





2.29 利用 部 分 分 式 得 到 


k A lr i ad 

4-1 4\2k+1 2k-1/ 

现在 ， 因 子 OCD 就 使 得 每 一 项 的 两 个 部 分 与 其 相 邻 项 抵消 ， 从 而 答案 是 -114+(-D”/(8&z+4). 
2.30 Esr 50" a®)=5 a(b+a-1). MUA 























(b-a)b*a-1)2210022/x3x5?x7. 
Xf FER 2100 = x-y 的 每 一 种 表达 方式 都 有 一 个 解 ， 其 中 x 是 偶数 而 y 是 奇数 ， 我 们 令 
-= 中 了， 5 了 C++ 了 ， 所 以 解数 就 是 3x5?x7 的 因子 个 数 ， 即 等 于 12， 一 般 来 说 ， 
ATT, +) 种 方式 表示 工 [z”， 基 中 的 乘积 取 遍 素数 

231 Y uj =D /0-1/j) 73. jü-D. 类 位 地， 第 二 个 和 式 等 于 314 
2.32 如 果 2n<x<2nt1, WME O+--- ne(x-n-D----(x-2n)2n(x-n) =(x-1)+(x-3)+ 
e(x-2nlD. 类 似 地 ， 如 果 2n -1 三 x<2n ， 那 么 它们 两 者 都 等 于 n(x--n) . EARE, A 
jie [- zen |) eas 两 种 情形 . ) 

基 


本 的 类 似 结果 是 : 









































2.83 如 果 天 是 空 集 ，Akxka =o. 则 
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< 一 一 ^(cta)-ct A a, 
> ca, =c} a, keK keK 
keK keK : 
E i < 一 一 ^ min(a,,b,) 
b)=) a,+)> b kek 
(a, + b, k Jk 
keK keK keK -min[ ^ Qi ^ b) 
KE 天 keK 
24-7 5 aw < 一 一 A= A yq 
keK p(k)eK keK pk P? 
a a 《一 一 AG ,=A ^d, 
2/24 72, 2294 Aa = Aa 
EL JEJ keK ded. JETRER 
[keK] 
《一 一 A a, — ^d, co 
> ,ax = dal ke K] kek * kF 


keK 
2.34 i K* -[k|a, 20] , K^ ={kla, <0}. 如 果 半 是 奇数 , WARMER F, Æ F, UE, , HP E, cK 
充分 大 ， ER D m yu Liter, Ca € 4 - 
2.35 可 以 证 明 哥 德 巴赫 和 式 等 于 





























方法 是 : 将 一 个 几何 级 数 分 散 开 来 , 它 等 于 > ,,,k ,这 样 一 来 , 如 果 我 们 能 找到 有 序 对 (m,n) 
(m,n Z 2 ) 与 有 序 对 (k,1)( ke P 且 1 三 1 ) 之 间 的 一 一 对 应 关系 ,那么 就 能 完成 证 明 , Hir m" = k' 
( 当 这 些 有 序 对 相对 应 时 ) .如 果 me P, ， 我 们 就 令 (mn) e (m",1) ; 但 是 如 果 m =a’ EP, FRAN 








就 令 (m,n) © (a",b). 
2.36 (a) 根 据 定义 ，g(n)-g(n-D=f(n). 


k € g(n] 2 n(g(m - g(-1) 2 nf(n). (c) Fi 
> f o0[g(g-0)«* « g(g0))] 
=D j= f(s (sn-D))<k< e(g0)] 


=2 j= f@I[g@-)< j € 0] 
SŁ ilU- -D)[gn- «7 
-Zro g(n-1) « j € g(n)] c g(n-1)« j € g(n)]. 


人) 根据 (a)， 有 sg(g(0D))-g(gO-D)=》 ,AD [g(n-D « 
WARE). e(e(s00))- 2(g(g(-0)) EF 




















g(n)] 


Colin Mallows 注 意 到 ， 此 序列 也 可 以 用 递归 式 




















JOD=1; f(n*)21« f(n«1-f(f()), n=0 
2.37 【〈 葛 立 恒 认 为 ,它们 可 能 填 不 满 该 正方 形 ; 高 德 纳 认为 ,它们 有 可 能 填 满 帕 塔 许 尼克 尚未 发 表 
意见 . ) 








(D the Dating Game 是 美国 广播 公司 ( ABC) 于 1965 年 12 月 20 日 开播 的 一 个 节目 ， 有 点 类 似 于 我 们 今天 某 些 地 
方 电视 台 举 办 的 相亲 类 节目 .通常 由 一 位 单身 女子 向 隐藏 于 幕后 的 三 位 单身 男子 提问 ( 有 时 也 会 是 一 位 单身 
男子 向 三 位 单身 女子 提问 )， 节 目的 最 后 由 那 位 女 嘉 宾 选 中 一 人 在 某 个 确定 的 日 期 一 道 出 游 ， 费 用 由 节目 主 


办 方 承担 . 




















































































































使 用 一 种 符号 的 项 
比 使 用 另 一 种 符号 
的 项 更 快 的 排列 方 
A, 能 将 和 式 引 导 到 
它 希 望 取 的 任何 值 . 


由 于 这 种 自 描述 ， 
哥 隆 序列 在 “约会 
游戏 ” (the Dating 
Game") 节目 中 不 
会 有 出 色 的 表现 . 


3.1 


3.17 
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m =| Ign | ; l=n—-2"=n—2L2"!, 

(a)|x+0.5|. ([x-0.5]. 

得 | mn - [mo]n / a |=mn-1 ， 因 为 0<{mc}j<1. 

不 要 求证 明 ， 仅 赁 运气 猜测 的 问题 (我 猜想 ) . 

根据 (3.8) 和 (3.6) ， 我 们 有 | nx |= | n| x | + n{x} | =n|x|+ | n{x} | .假设 n 是 一 个 正 整数 ， 
m, [nx J=n|x || n{x}|=0 0€ n[x] «1e [x] «1/n.. QER, 在 这 种 情况 下 , 对 所 有 x 都 
Ai n|x | €|nx |. ) 

Lreo]- [^3]. 

[n / m | +nmodm . 

如 果 所 有 的 盒子 都 包含 <| zz/ 关 | 个 物体 , BAn<([n/m|-1)m, BEA n/ mel [n/m] , 这 与 
(3.5) 矛盾 .其 他 证 明 类 似 . 

RIJA m/n-1/q 2 (n mumble m)/ gn .这 个 过 程 必定 会 终止 ,因为 0 三 n mumble m <m . KR 
达 式 的 分 母 是 严格 递增 的 ， 因 此 各 不 相同 ， 因 为 qn/(n mumble m) » q . 


原 表达 式 = E " L —[(2x+1) 4R. AMER xe - ， 则 它 是 离 x 最 近 的 整数 ， 否 则 它 是 最 
近 的 偶数 . (见习 题 3.2. ) 于 是 ,公式 给 出 了 一 种 “无 偏 ”的 舍 人 取 整 方式 

AE n 是 整数 ,那么 x<n<B6 司 [a|<n<|B6|， 当 a 和 5b 是 整数 时 ,满足 a<n<b 的 整数 个 数 
是 (5-a-D[b>a]. 于 是 ， 如 果 w = B= 整数 ,我们 就 会 得 到 错误 的 答案 . 

根据 (3.60 ， 从 两 边 减 去 |n / m | 就 得 到 | (nmodm) / m | = LG mod m +m —1)/ m | .现在 两 边 都 等 
于 [nmodm>0] ， 这 是 由 于 0 三 nmodm <m. 

只 要 注意 到 (3.24 ) 中 的 第 一 项 必定 等 于 (3.25 ) 中 的 最 后 一 项 ， 就 能 得 到 一 个 更 简短 但 不 太 直 
接 的 证 明 . 

如 果 它 们 构成 一 个 划分 ， 则 正文 中 关于 Man) 的 公式 就 意味 着 1/ w+1/1 8 =1 ， 因 为 该 方程 如 果 
对 于 很 大 的 成立， 那么 方程 N(@,n)+N(B,n)=n Fin 的 系数 必定 一 致 ， 从 而 a Rl B HAH 
数 或 者 两 者 都 是 无 理 数 . 如 果 都 是 无 理 数 ,我们 就 的 确 得 到 了 一 个 正文 所 指出 的 划分 . 如果 两 者 
都 可 以 用 分 子 m 写 出 来 ， 那 么 值 m 一 1 就 不 会 出 现在 任何 一 个 谱 中 ， 而 m 则 在 这 两 个 谱 中 都 出 
M. AT, 哥 隆 " 引 注意 到 ， 当 1/g+1/1B=1 时 , f&& [| no |n z 1 f [ne ]-1n z 1] Baty 
成 一 个 划分 ，) 

如 果 ny=0， 根据 (3.22) 这 是 显然 的 ， 反之 由 (3.21) M (3.6) 知 其 为 真 . 


在 (324) 中 用 [mar] 代替 : imde e| e pe [s 2 


m m 


































































































b 






























































"i0 n «3 i, AX nmod3- Lez (L0 Do? - (to 2o) v EG REAM IRIE. 
当 m 是 任意 正 整数 时 ， 关 于 nmodm 的 一 般 性 公式 出 现在 习题 7.25 中 . 
Y uS kem j<xtk/m=>) [o k«mltsj [xk mG- x) 
=P Sk 12,0 S k«mG-2)l 
-n[x|-[m(x1-») |» Fm] lrx]. 
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3.18 


3.19 


3.20 


我 们 有 
S= >》 Lie xke vy]. 


0x j«| na] kZn 














WR j <na-1<na-v , WEARI, KAH G+ € n. AT j 2| mex| 是 仅 需要 考虑 的 情 
在 此 种 情形 下 其 值 等 于 | (nor | ev)" -n <| va]. 

HHIH b 是 整数 . (如果 是 整数 ,log, x 就 是 一 个 连续 的 递增 函数 , 它 仅 在 整数 点 取 整 数值 . 如 
果 b 不 是 整数 ， 那 么 条 件 在 x=5 时 失效 . ) 

我 们 有 Y, tace fl=x¥ kax] k<], MEF LE ser] 
-[e/x][e/x-1]). 

WER 10" <2” «10"** , IBAA n +1 PROPRIA FE, 因为 对 每 个 上 恰好 有 一 个 这 样 的 2 的 上 位 
Bea. 因此 答案 是 1+| M log2|. 

HR: 当 1>1 时， 首位 为 ! 的 2 的 宕 的 个 数 更 加 困难 ， 它 等 于 六 __ (| nlog2 -log/|- 
| nlog2 —log(/ +1) |) . 

除了 第 项 之 外 ， 对 于 n Mn- PA A AY, Fen =2'"¢ ， 而 9 是 奇数 ， 我 们 有 
S,=S,,+1, T,=7,,+2'¢. AM S,=n AT, =n(n+1). 








S&S 









































n-l 


1 1 1 1 1 1 
X,=m & zm -1) «ns m(m1) e m -me «2n «m «met e m- «2n «m7. 


设 B=Q/(g+1). WA, 非 负 整数 m 在 Spec(B) 中 出 现 的 次 数 , 恰好 比 它 在 Spec(a) 中 出 现 的 次 
EL 为 什么 ?因为 N(B,n)=N(Q,n)+n+l. 

继续 正文 的 推导 .如 果 我 们 能 找到 一 个 使 得 K, x m 的 m 值 ， 那么 当 n=2m+1 时 就 能 破坏 n+1 
情形 下 的 恒等式 ，( 当 n=3m+1 以 及 n=3m+2 时 亦 然 ，) 但 是 ， 存 在 这 样 的 m=n +1 ， 要 求 
2K 5| xn 或 者 3K 4] <n’, WER 








Ku S12] 或 者 Ks sn. 
啊 哈 ! 这 就 可 以 一 直 往 下 降 ， 它 表明 K,。 <0, (Ae K,=1. 
我 们 真正 想 要 证 明 的 是 : 对 所 有 n 宇 0 ，K, 严格 大 于 n . 事实 上 ， 容 易 用 归纳 法 证 明 此 结论 ， 
尽管 它 比 我 们 无 法 证 明 的 那个 结果 还 要 强 一 些 . 
( 这 个 习题 给 我 们 上 了 重要 的 一 课 . 与 其 说 它 是 关于 底 函 数 性 质 的 练习 题 , 还 不 如 说 它 是 关于 归 
纳 法 特性 的 练习 题 。 ) 
归纳 法 ， 利 用 更 强 的 假设 


n+l 
sets 4. nz. 
q-1 


WR DO =2"b-a, HP a 是 0 或 者 1， ABA DO -23"b-a. 


关键 的 事实 是 a, =m MM as, (m KY +m-k Ea, (mc ky -2m (0<k<m), 
因此 w s = (2m). ABARAT VAG X Hi Carl Witty 发 现 的 漂亮 形式 : 






























































2 
stet | , 424+) <n<2' e 4-1 时. 


尝试 用 数学 归纳 


法 进行 证 明 时 ， 你 有 


可 


能 会 由 于 两 个 相 


反 的 原因 而 失败 . 失 
败 可 能 是 因为 你 想 


证 


明太 多 的 东西 了 : 


P(n) 是 个 太 沉 重 的 


f 


A 
西 
太 


得 .然而 也 可 能 

你 尝试 证 明 的 东 
太 少 : P(n) 是 个 
微弱 的 支撑 .一 般 


来 说 , 你 需要 对 定理 
的 表述 加 以 平衡 ,使 


得 





你 的 负担 恰好 有 


足够 的 支撑 .” 


RALEN 





3.29 
3.30 


这 个 推理 有 严重 的 。 331 
缺陷 . 


3.32 


3.33 
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D(o | om |) 83: s (o.| no: ,v") = -s(a,n,v) - S + e (08:851) +v 一 {0 或 者 !} 的 最 大 绝对 值 . 
根据 归纳 法 有 成, o7 va , i X, 是 一 个 整数 . 
这 是 一 个 “优雅 的 ” 且 “ 令 人 印象 深刻 的 ”证 明 ， 没 有 任何 线索 说 明 它 是 如 何 被 发 现 的 : 
Lel+Ly}+Let+yl=[e+Ly Deb y] 
< |: + +|: +5127] A 
= | 2x + [2» |] = | 2x | + | 2y |. 
还 有 一 个 用 图 形 表 示 的 简单 证 明 , 它 基于 的 事实 是 : FONT A eGR OS x,y <1 的 情形 . 这 样 一 
来 ， 这 些 函 数 在 平面 上 看 起 来 就 像 这 样 : 


1 | 2 
0 | 1 
有 可 能 得 到 更 强 一 点 的 结果 ， 即 


[xl*L» ]* x * » | &[2x || 2» | ; 
但 是 这 个 结果 也 仅 当 {r}= IN PERS, MUR Me As Coe y) PE Qo) 并 应 用 
反射 法 则 (3.4 ) ， 我 们 就 得 到 

I» |* | x * » | -| 2x | &| x | - | 2x * 2y |. 
设 f(x) 是 问题 中 的 和 式 . 由 于 f(x) = fo) ， 因 而 可 以 假设 x 宇 0. 当 左 一- 时， 这 些 项 以 2 
为 界 ; MAk tokt, EPI x? /2 为 界 ， 所 以 这 个 和 式 对 所 有 的 实数 x 都 存在 . 
我 人 有 fx) -2Y7 2 "fx / 2" 22569. 设 f(x)=71(x)+r(x) ,其 中 7(x) SET k 0 的 和 式 ， 
而 r(x) 则 是 对 于 大 > 0 的 和 式 . 这样 1(x+])=1(x) ， 且 对 所 有 x HG IQ) 1/2. 60 E x «18, 
我 们 有 r(x)=x /2+x/4+ =x, M r(x +1)= (x-1) /2+(x+1?/4+(x+1}/8+-=x° +1. 
PUES 0 x x «IB f(x+1)= f(x) +1. 
现在 可 以 用 归纳 法 证 明 : 4O<x <1, MMAR n SOMA f(xen)- fo) n. 特别 地 ， 
fan. TÆ- RRK, f09)-2"5Q"3) 22"|2"x [+2 Fish) 但 是 t({2"x})= 


(rli, BERL AE rettet [Fx] pn ms prs 
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pem x$ : 


这 样 我 们 只 能 得 到 如 下 结论 : 对 所 有 实数 x 有 f(x) =j. 


Wren -是 加 的 半径 .(a) 在 棋盘 的 格子 之 间 有 2n -1 条 水 平 的 直线 和 2n -1 条 垂直 的 直线 ， 这 


个 圆 穿越 每 条 直线 两 次 ， 由 于 不 是 整数 ， 勾 股 定理 告诉 我 们 ， 这 个 圆 并 不 经 过 任何 一 个 格子 
的 角 点 .因此 这 个 圆 经 过 的 格子 个 数 与 交点 的 个 数 一 样 多 , 即 8 -4=8r ，( 同样 的 公式 给 出 了 
其 盘 边 缘 的 格子 个 数 ，) f =4| Yr Fe |. 




































































509 














510 








428 附录 A 习题 答案 








由 (a) 和 (b) 推 出 


Ep x PE |< Jim, guis. 
4 4 2 


O<k<r 














得 到 这 个 和 式 的 更 精确 估计 , 是 数论 中 的 一 个 著名 问题 ， 高 斯 等 许多 人 都 研究 过 这 个 问题 ， 见 参 
考 文献 Dickson[78， 第 2 卷 第 6 章 ]. 
3.34 (a) 设 m=|lgn|. 我 们 可 以 增加 2” -7 项 ， 以 简化 在 边界 上 的 计算 : 








f+" -nm = Y [isk] =$ Lj =[1gk Nl Sk S27] 


=P) [27 <k SXV] <j <m] 


jk 


=)" j2 Z2" (m-1) 41. 


由 此 即 得 f(n) = nm -2" +1. 
(b) 我 们 有 [Tn/2|]=|[ (n+ 了])/2|]， 由 此 推 得 ,一般 递 归 式 g(n) = a(n) +g([n / 2]) t gella / 2 |) 的 解 
必定 满足 Ag(n) =Aa(n)+Ag(|n12|)， 特别 地 ， 当 a(n)=n-1 时 ，n 的 二 进 制 表示 的 位 数 ， 
即 [lg(+D)]， 满足 Af(n)=1+Af([n12]). 现在 从 A 转变 到 . 
个 更 加 直接 的 解 可 以 基于 恒等式 [lg2j]|=[lgj 站 +1 和 [lg(27--D|=[lgj]+[j>1] (721) 
建立 起 来 . 
3.35 (n«-lnle2 A, *(n*l +(nt+)l+B,, HP 






































2 2 2 
quu n! (n+) al, ty) n! 
0! 1! (n-1)! 
是 的 倍数 ， 而 
(nn! (n+1n! P 
” (n2)! — (n +3)! 


A 














t 1 1 | 
+ + Te 
1 十 2 n+3 (n+3)(n+4) 
o 1 1 | 
< + + Te 
n+2 n+3 (n+3)(n+3) 
(n DG +3) 
(n 2y 


小 于 1.， 从 而 答案 是 2modm . 
3.36 这 个 和 式 是 
> 2m =| 1g! fl =[1gk JO < k « 27] 


k,l,m 
= 2 2/4" [2" <1 <2") [2' < k <2] [0< m< n] 
k,l,m 
= Y4" 2n < l< gmtl I 0 < m< n] 
l,m 


-» 2" [0<m<n] =21-2”) 
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3.37 首先 考虑 m<n 的 情形 ， 它 可 以 按照 是 否 有 m < 3” 青 加 以 细 分 ,然后 证 明 ， 当 m 增加 时 两 边 





义 同样 的 方式 变化 . 
不 管 它 的 叙述 方式 ”3.38 至 多 有 一 个 x 不 是 整数 ， 抛 弃 所 有 的 整数 x ， 并 假设 有 n 个 保留 下 来 ， 当 {对 #0 时 ，{mx} 当 
如 何 , 这 真 的 是 仅 有 
的 一 个 水 平 4 的 问题 . 

















jes 时 的 平均 值 介 于 二 和 i ZA, MTK n> 1 ms) e [ms] m e me, } 的 平均 
值 不 可 能 为 零 . 

但 是 刚刚 给 出 的 论证 方法 依赖 于 一 个 关于 一 致 分 布 的 困难 的 定理 .有 可 能 需要 给 出 它 的 初等 证 
BA, 这 里 用 = 2 的 情况 来 概述 这 个 初等 证 明 : 设 己 ,是 点 ({mx},{my}) . 按照 X+y<1 或 Xx+y 宇 1， 
将 单位 正方 形 0 三 x,y <1 分 成 三 角形 区 域 4 和， 我 们 想 要 指出 : 如 果 {xj 和 {让 不 为 零 ， 那么 
对 某 个 m 有 Pe B. 如 果 PeB，, 我 们 就 完成 了 证 明 . 如 否 不 然 ， 就 存在 一 个 中 心 在 ， 半 径 
为 e>0 的 圆 盘 D ,使 得 Dc 4. 根据 狄 利克 雷 抽 居 原理 ， 如 果 N 足够 大 ， 那 么 序列 B. PS 
定 包含 满足 |B -P| «e 和 k> 的 两 个 点 . 

































































Pil Q 
© |0, D-P, 


由 此 推出 P a ER (LD - PM e REZAN, M PEB. 
3.39 Hb-jREJ, FA j 2 0 这 一 项 添加 到 和 式 中 ， 使 得 习题 3.15 可 以 用 于 关于 7 的 和 式 . 对 大 求 
和 ， 结 果 就 精简 成 


[x70 |-[x/a'" ]+b-1. 






































340 设 | 2 |=4k+r, 其 中 2 三 r<2， 又 令 m=| Vn |， 则 下 面 的 关系 可 以 用 归纳 法 证 明 . 




















线段 |r m x y 当 且 仅 当 
W | -2 | 2k | m(mt)=n-k k QK-1) Qk-1) <n <(2k-1) (2h) 
S, -1 | 2k-1 < m(mtH)-ntk (2k-1) (2k) < n < (2k) (2k) 
E 0 | 2k n-m(m+l)+k -k (2k) (2k) < n < (2k) Qe 
Me 1 | 2k k n-m(m+l)—k (2k) (2k+1) < n < (2k+1) (2K+1) 








ROHR, Ch km E, WEAK 24-1 的 线段 ， 路 径 向 西 且 y(n) 2k ; S, 是 一 条 长 为 2k 
的 线段 内 部 ， 路 径 向 南 且 x(n) = 一 k ; 等 等 . 
(a) 于 是 所 求 的 公式 是 


yn) - c)" t - m(m+1))-[| 2V | 是 奇数 |- EJ | 





(b) 在 所 有 线段 上 ， k = max (|x(n) y(n)|) . TERE WwW, FS, 上, KINA x<y , n+x+y= 
m(m 1) - Qky — 2k ; 在 线段 E MN, E, RITA x Sy, n-x-y=m(mtl)=(2k) +2k. 从 


而 符号 是 (DP, 








^ 
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3.41 


3.42 


3.43 


3.44 


3.45 


3.46 





由 于 1/9+1/9 =1， 所 述 序 列 的 确 给 出 了 正 整 数 的 划分 ， 由 于 条 件 g(n) = f (f(1)) - 1 唯一 地 确 
定 了 f Fg, 我们 只 需要 证 明 ， 对 所 有 n>0 有 |[n6 Jo |+1=| ne? |. 这 由 习题 3.3 推 出 〈( 取 w = 用 
和 n=1 ) . 

不 存在 . 如 同 在 正文 及 习题 3.13 中 那样 ， 对 两 谱 情 形 分 析 的 论证 方法 表明 ， 存 在 三 集 划分 的 充分 
必要 条 件 是 1/g+1/ B+1/y=1 以 及 对 所 有 n>0 有 


e E3 = 

+ + zs 

a B y 

但 是 ,根据 有 关 一 致 分 布 的 定理 可 知 ， 如 果 ETCH, ABA a/a) 的 平均 值 为 112 . & 
数 不 可 能 全 都 是 有 理 数 ， 又 如 果 y =m/n ， 则 平均 值 是 3/2-1/ (2n). MT y 必定 是 整数 ,但 是 
这 也 不 起 什么 作用 . (还 有 一 个 有 关 不 可 能 性 的 证 明 , 它 仅仅 用 到 一 些 简单 的 原理 ,而 没有 用 有 
关 一 致 分 布 的 定理 ， 见 参考 文献 [155].，) 

展开 ,的 递归 式 的 一 步 给 出 了 四 个 数 1+4a+a.b Kus Ca 和 4b 中 每 个 数 取 值 2 或 3 ) 的 最 
小 值 ，( 这 一 简化 涉及 (3.11) 对 于 在 底 函 数 之 间 去 掉 底 括号 的 应 用 ， 同 时 还 用 到 恒等式 
x+min(y,z)=min(xty,xtz). 我 们 必须 略 去 带 有 人 负 下 标的 项 ， 即 n-1-a<0 的 项 .) 

继续 下 去 就 得 到 下 面 的 解释 : K, 是 所 有 形 如 





























































































































l+a,+a,a, + a,a,a,+++++a,a,a,°"-a,, 


的 数组 成 的 多 重 集 S > n 的 最 小 的 数 ， 其 中 m 宇 0 且 每 个 a 取 值 为 2 或 者 3， 从 而 
S 211,3,4,7,9,10,13,15,19,21,22,27,28,31,31,.-.] . 











数 31 在 5S 中 出 现 “两 次 ”， 因 为 它 有 两 种 表示 法 1+2+4+8+16 = 14349418. (附带 指出 ，Michael 
Fredman! "EHA T lim, |. K,/n21, BS RAKKE. ) 

id? =D mumble (q-1) ， 这 样 就 有 DO = (aD) +d)/(q-1), aP -[ Di /(g-1)]. 现在 
DY X(q-1n e al <n, 结果 就 此 得 出 。( 这 就 是 由 欧 拉 中 9 发 现 的 解 ， 他 随后 还 确定 了 诸 
个 a 和 4 ,但 没有 意识 到 单独 一 个 序列 DO WET. ) 

设 w>1 满 足 w+1/w= 2 BORE, 我 们 就 求 得 27, =a” +a”, 由 此 推出 =| /2|. 













































































se 139), Mwa D= a(n) iet ne 








HoBOoxOo.0'«1. RRA o0-20modl-20-d , 其 中 4 是 0 或 者 1. 我 们 想 要 证 明 
P -| | 5) | 这 个 等 式 当 且 仅 当 





oxe(2-42)«420-4)«2 


时 成 立 ， 为 了 求解 递归 式 ， 注 意 到 Spec(1+1/ V2) All Spec(1+ v2) 是 正 整数 的 划分 ， 于 是 任何 正 











整数 a 可 以 唯一 地 写成 形式 a -| (vz ex jn ,其 中 1 和 mm ERO, Bom 是 奇数 而 1 宇 0， 册 
此 推出 元 = [tow + v2) m| 











太 简单 了 . 


一 个 更 加 有 趣 的 ( 仍 
未 解决 的 ) 问题 : 限 
4| a de B A Ap 
<1 ， 问 给 定 的 多 重 
集 什 么 时 候 确定 无 
序 的 数 偶 {0,P}? 


3.47 


3.48 


3.49 


3.50 
3.51 


3.52 


3.53 
4.1 
4.2 


4.3 
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1 x EE NN 

(a) c= ES (b)e 是 整数 . (c)e20. (d)c 是 任意 的 数 .， 更 一 般 的 结果 参见 参考 文献 [207] 中 习题 
1.2.4-40 的 解答 . 

Wxt-d, x0 2x; xa ={x*}, 5 -|x* |, 这样 所 述 恒 等 式 就 变 成 =3x3 + 3a, + 
a; —3b,b, +b. FF Xt kK S04 a, +b, =x* =xb,,, PRU (1-xz) (1e bz bzi--)-21-az- 
az? 一 … ， 从 而 


1 _1+bz+b,z + 








1-xz 1-az-a,z’ 

两 边 取 对 数 ， 将 诸 a BAM. 然后 关于 z 求 导 ， 就 得 到 
x a +2a,2+3a,2" +++ NL +2b,z +3b,z ++ 

l-xz l-az-a,z --- It bzbz + 
z” 的 系数 在 左边 是 x”， 而 在 右边 是 一 个 公式 ， 当 n=3 时 与 给 出 的 恒等式 相 吻 合 . 
对 于 更 一 般 的 乘积 xx x, ， 可 以 得 到 类 似 的 恒等式 OT. 
( f H Heinrich Rolletschek 给 出 ) 我 们 可 以 用 ((8).o | B J) 代替 (a, B) ， 而 不 改变 
[noc |-| nB |. 因此 条 件 w={6B} 是 必要 的 . 它 也 是 充分 的 : 设 m=| 8 是 给 定 的 多 重 集中 最 小 的 
元 素 ， 又 设 8 是 在 给 定 的 集合 中 ， 对 每 个 n 从 此 集合 中 的 第 n 个 最 小 的 元 素 中 减 去 mn 得 到 的 所 
有 元 素 组 成 的 多 重 集 ， 如 果 w={O} ， 则 5 的 相 邻 元 素 相差 或 者 为 0， 或 者 为 2， 故 而 多 重 集 


1 apes 
a =Spec(@) 就 确定 了 o . 






























































根据 William A.Veech 的 一 份 未 发 表 的 笔记 , 只 需要 使 得 a6 . B 和 1 在 有 理 数 上 线性 独立 就 足够 了 . 
H. S. Wilf 注 意 到 ， 如 果 我 们 在 任何 区 间 (6.0 + e) ERMA f(x), WARNA x So, IO 
f(x? -D= f(x) 就 能 确定 f(x). 
有 无 穷 多 种 方法 将 正 整 数 划 分 成 关于 无 理 数 o, 的 三 个 或 者 更 多 个 推广 的 谱 . 例如 ， 

Spec(2w;0) USpec(4w;-a) USpec(4w;-3w) USpec(/5;0) 
就 是 它 的 一 个 划分 . 有 一 个 精确 的 含义 , 所 有 这 样 的 划分 在 这 个 含义 下 都 是 通过 对 一 个 基本 的 划 
分 Spec(Q)USpec(6)“ 扩 展 ” 而 出 现 的 ， 见 参考 文献 [158]， 例 如 ,已 知 仅 有 的 有 理 数 例子 

















Spec(7; -3) USpec E -1) U spee| 2:0) 





PEWS BHBURR TI f EARLE SUR DU RC SRA, BE MPAA A.S. Fraenkel"?). 
在 参考 文献 [95， 第 30-31 页 ] 中 讨论 了 部 分 结果 .， 贪 梦 算法 有 可 能 不 会 终止. 
1, 2, 4, 6, 16, 12. 
TER m, +n, =min(m,,n,)+max(m,,n,). 递归 式 lem(m,n)=(n/(nmodm))lcem(nmodm,m) 成 立 ， 
但 是 实际 上 它 对 计算 最 小 公 倍数 不 可 取 . 已 知 计算 lcem(m,n) 的 最 好 方法 是 首先 计算 ged(m,n) , 然 
后 用 它 去 除 mn. 
WR x 是 整数 ， 此 结论 成 立 ， 但 是 x(x) 是 对 所 有 实数 x 定义 的 .容易 验证 正确 的 公式 
mx) - zx -1) =[| x 是 素数 ]. 
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4.4 








在 与 二 之 间 应 该 有 一 个 左右 反射 的 Stern-Brocot 树 ， 其 所 有 分 母 都 取 相 反 的 值 ， 等 等 ， 所 以 其 
称 为 








结果 是 所 有 满足 m 上 n 的 分 数 m/n ， 在 整个 构造 中 ， 条件 mn 一 mn’=1 仍 然 成 立 ，( 


Stern-Brocot 环 ( Stern-Brocot wreath ) ， 因 为 我 们 可 以 恰如其分 地 认为 最 后 的 与 第 一 个 


nu 
可 








这 
1 

一 个 ， 这 样 就 将 这 棵 树 在 顶端 连接 成 一 个 圆 . Stem-Brocot 环 在 计算 机 图 形 学 中 有 有 趣 的 应 用 ， 

因为 它 表示 平面 上 所 有 的 有 理 方 向 ， ) 

i= f BENE f i , BE k <0 也 成 立 .( 我 们 将 在 第 6 草 对 工 和 RR 的 乘积 寻求 一 般 的 公式 .) 

a=b. (第 3 章 定义 了 xmod0=x , 原来 就 是 为 了 使 得 此 结论 为 真 ，) 

我 们 需要 mmod10=0，mmod9= 久 以 及 mmod8=1. 但 是 m 不 可 能 既是 偶数 又 是 奇数 . 

我 们 希望 有 10x+6y=10x+y (mod15) ， 从 而 5y=0 (mod15) ， 从 而 y=0 (mod3) .我 们 必定 有 

y=0 或 者 3， 以 及 x=0 或 者 1. 

3'" mod4=3 , BibL 7" -1/2 是 奇数 ， 所 说 的 数 可 以 被 G7-D12 AG" -1)/2 (以 及 其 他 的 

数 ) 整除 . 


999[1-3 -3; = 648. 
3 37 


o(0)=1, o( 2-1; 对 n>1 有 o(n)=0. (在 任意 偏 序 结构 上 定义 的 广义 默 比 乌 斯 函数 有 有 趣 
而 重要 的 性 质 ， 这 些 性 质 首先 由 WeisnerF0 研 究 ， 其 他 许多 人 加 以 发 展 ， 特 别 值得 一 提 的 是 
Gian-Carlo RotaP?), ) 
根据 (4.7) 和 (4.9) ,我 们 有 

2 s donald HEH) 23^, Doan 8g) = Ds XLm/k=1]= gm). 
(ata p An, <1; (b) u(n) £0. 
MESORBIAE. RI (412) . (4.14) 以 及 (415) . 
不 能 .例如 ，e, mod5 =| 2 或 者 3 | e,modl1-[2,3, 784% 10]. 
l/e@etl/e,+..+1/e,=1-1/(e,(e, -1))=1-1/(e,, -)). 
我 们 有 f,mod f, =2, MM ged(f,,f,) =ged(2,f,)=1. (附带 指出 ,关系 式 f, = 有 fi…f,1+2 与 
定义 欧 几 里 得 数 e, 的 递归 式 类 似 ，) 
WR n= gm Hq 是 奇数 ， 则 2 +1=(2"+D(2" -277?" 4... 2" 41). 
第 一 个 和 式 是 x(n) ， 由 于 求 和 项 是 [k+l 是 素数 ]. 第 二 个 和 式 内 部 的 和 式 是 >》 [E Vm], Br 
以 它 大 于 1 当 且 仅 当 m 是 合 数 ; 我 们 再 次 得 到 x(n) .最 后 |{m/n} | S [n qm] ,所 以 第 三 个 和 式 是 
威尔逊 定理 的 一 个 应 用 .当然 ， 用 这 些 公式 中 的 任何 一 个 来 计算 (n) PRE TER EIT. 
Wp=2, Ap, 是 大 于 2”" 的 最 小 素数 . WAM <p, <2?" ， 由 此 得 出 我 们 可 以 取 
p=lim, lg” p, ， 其 中 1g"" 是 函数 lg 迭代 nn 次， 所 说 的 数值 来 自 p,=5, p,=37. 事实 表明 
有 ps =2””+9 ， 而 这 给 出 了 更 精确 的 值 

































































































































































b = 1.251 647 597 790 5 
(但 对 p; 没有 任何 线索 ) . 


JE, mody 是 “将 
了 假扮 成 零 ” 的 一 种 
Bik. 所 以 ， 如 果 它 
已 经 是 零 了 ， 那 就 没 


什么 要 假扮 的 了 . 


4.2 


= 


4.22 


4.23 


4.24 


4.25 


4.26 
4.27 


4.28 


4.29 


4.30 


4.31 


4.32 


4.33 


附录 A 习题 答案 433 


根据 贝 特 朗 假设 有 P<10". UE 


K - Y10** P, 20200 300 005…， 


kzl 


IBA 10" K =P, *- 2 (mod10?"7) . 

(p" -)/(-1-((0"-D/(b-0D)(b"" 1. OW p<49 081, (LA HITE HN (10^ -1)/9 的 素 
数 在 p-2,19,23,317,1031 时 出 现 . ) 这 样 数 称 为 循环 整数 (repunit ) . 

p2k+l=0; XI & 21/8 p2h)=p(k)+1. 用 归纳 法 可 以 证 明 : WR n»2" Hm> pn), WA 
p(n) = p(n - 2") . 如 果 将 圆 盘 标记 为 0,1,…,n 一 1 , 那么 第 次 河内 塔 移动 的 是 圆 盘 ok). 如 果 天 
是 2 的 窒 ， 这 是 显然 的 .而 如 果 2”<k<2”， 则 有 pp(K)<m .在 用 T+1+D 步 移动 m+1 个 圆 盘 
的 序列 中 ， 第 次 移动 和 第 一 2” 次 移动 是 一 致 的 . 

向 n 贡献 dp” 的 数字 向 e, (n!) SER dp”! ed =d(p" -1)/(p-1) , MT e,(n!) =(n-v,(n)) / 
(p-1). 

mWn € m, 2 0 RA m, =n, (对 所 有 pp ). 由 此 得 出 , (a) 为 真 . 但 是 在 我 们 感 兴趣 的 例子 m=12 , 
n=18 中 ，(b) 不 成 立 ，( 这 是 一 个 常见 的 雇 误 . ) 

EW, HF gy 定义 了 Stern-Brocot 树 的 一 棵 子 树 . 

] M 来 扩展 较 短 的 字符 串 ( 由 于 在 字母 表 中 M. 介 于 工 和 尺 之 间 ) ,直到 两 个 字符 串 长 度 相同 为 
止 ， 然 后 利用 字典 顺序 .例如 ， 树 的 最 上 层 是 LL<LM « LR«e MM <RL<RM<RR. ( 另 一 个 
解法 是 对 两 个 输入 附加 无 限 的 字符 串 RL ， 然 后 一 直 比 较 ， 直 到 找到 工 <R 为 止 。，) 

我 们 只 需要 用 这 个 表示 法 的 第 一 部 分 : 



































































































































R R R L L L L L L L R R R R R R 
1 2 3 4 7 10 13 16 19 22 25 47 69 91 113 135 


, , , , , , , , , , 


1? 1° 17 2 3 4° 5° 6 7 8 15° 22’ 29’ 36 ' 43" 





出 现 分 数 六 ， 是 因为 它 是 比 了 更 好 的 上 界 ， 而 不 是 因为 它 更 接近 于 六. 类 似 地 ， 全 是 比 了 更 好 


的 下 界 . 最 简单 的 上 界 和 最 简单 的 下 界 全 都 出 现 了 , 而 下 一 个 真正 好 的 近似 值 要 直到 那 一 串 R 变 
回 到 工 之 后 才 会 出 现 . 

l/a. 为 了 在 二 进 制 记 法 下 从 x 得 到 1-x ， 我 们 交换 0 和 1; 为 了 在 Stern-Brocot 记 法 下 从 o 得 到 
1/& ,我们 交换 工 和 R. (有 限 的 情形 也 必须 考虑 ， 不 过 它们 必定 有 效 ， 因 为 这 种 对 应 是 保 序 
By. ) 

m 个 整数 xe[4..4+m) 对 于 modm 是 不 同 的 ， 所 以 它们 的 余数 (xmodm,…,xmodm,) Fak IAL 
mi…m, =m 个 可 能 的 值 ， 根 据 饮 舍 原 理 ， 其 中 一 个 必定 等 于 (a, modm,…,a, modm,). 

只 要 b=1 (moda) ,在 b 进 制 记 法 下 ,一 个 数 可 以 被 4 整除 当 且 仅 当 它 的 各 位 数字 之 和 能 被 a 整 
BR. XT MAH (aa), =a,b”+…+aob" Ea, +t a WEH. 

om) 4-33 (kn mod m|k Lm ELO  k « m) BEB k|k Lm ELO  k < m) 按照 某 种 次 序 的 排列 ， 将 它 
们 相 乘 并 用 ，，， ,来 除 . 

显然 AD =1. WRmin, IA hmn) =}  f(d)g(mn/ d) = are f (cd)g((m/c)(n/d)) = 
Mom dunt (Og !c)f(d)g(n!d) , Rize h(m)h(n) ， 因 为 对 这 个 和 式 中 的 每 一 项 都 有 c 上 4 . 
















































































516 











517 

















518 








434 附录 A 习题 答案 





4.34 如 果 x 不 是 整数 时 foo) ETE, WA gm) - Y, f(d) n f (mid) - Y, f (mid). 
4.35 基本 的 情形 是 
1(0,n)=0; I(m,0)=1. 
和 m,n>0 时 ， 两 条 规则 . 第 一 条 当 m >n 时 是 平凡 的， 而 第 二 条 当 m <n 时 是 平 几 的 : 
I(m,n) = I(m,nmodm) — |n / m |I(nmodm,m) ; 














UK 














I(m,n)=I(mmodn,n). 
4.36 将 任何 给 定量 分 解 成 非 单 位 数 的 乘积 的 分 解 式 必定 有 m -10n^ = 32 或 者 +3 ,但 是 这 对 mod10 
来 说 是 不 可 能 的 . 


4.37 a, -ns, 4] b,=2" le +3). 那么 





e,=|6" +3 © a,<InE<b,. 


Wa ,<a,<b,<b,_,, MARIAREN E = lim, we”. 事实 上 , 已 经 证 实 


1/2" 
3 1 
E= [| [i ; 
Trac) 


这 是 一 个 快速 收敛 到 (1.264 084 735 305 301 11--)? 的 乘积 . 但 是 这 些 事实 并 没有 告诉 我 们 e, 等 于 
什么 ， 除 非 我 们 找到 互 的 其 他 表达 式 ， 而 这 个 表达 式 不 依赖 于 欧 几 里 得 数 . 
4.38 igr=nmodm ， 那 么 























q'-b- (a" —p™ Yan"? a q^ np" i a’b"™""") +p” Na -b") : 





4.39 "UR a, a, Hb, b, 都 是 完全 平方 ， 则 





avab eb, I coc 
亦 然 ,其 中 {@ sS agb sss badao ce (事实 上 可 以 证 明 , 序列 (5S(D),S(2),S(3)…) 包 
含 每 个 非 素数 的 正 整数 恰好 一 次 ) 
4.40 ix f(n) = [Diesen pre =! pl [n/p|!, g(n)=n!/ p*^ , BA 
g(n)= ff (la p (ini p Jem fg (n/p)). 
MA f (n) S ap — 1)!" ^ 2 ay (-1)" 73 (mod p) 以 及 E,(n!)= [n/ p|+e,([n/ p |) . 这些 递 归 式 使 
得 用 归纳 法 证 明 结论 更 容易 . (还 可 能 有 若干 其 他 的 解法 . ) 
4.41 (a) n^ =-1 (mod p) ， 那 么 (2)2 ^ =-1， 但 是 费 马 说 它 是 +1. (bixzn-((-0/2), 我们 
WA n= p) [Te -k)s(p-DUn, MMi n? =(p-D!. 
442 我 们 首先 注意 到 ， 对 任何 整数 a 有 kl11k1lI+tak ， 因 为 根据 欧 几 里 得 算法 有 
gcd(k,]) = gcd(k,1+ak) ， 现 在 



































mln IE rin e mln 


<= mn nm Ln. 





John 0.316 
1993 年 世界 杯 
系列 赛 期 间 ， 当 John 
Kruk 出 场 击 球 时 , 旗 
子 上 显示 的 内 容 














类 似 地 ， 
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min VIR nin e m+tnm Lr’. 





因此 


min LA minWRnln e m+tnm Ln’. 


4.43 RIE LR ORF, 然后 用 RL RL RAG, FLAY LR ORF, FRA ROL RD RAG, WERE, 第 


n 个 乘 数 是 R PODRE” ， 因 为 我 们 必须 消去 p(n) +R. WHA R"L'RD" -| 


4.44 通过 观察 Be 




















2000 2000 
就 能 找到 位 于 





[03155.0165) =| $33 


中 的 最 简单 的 有 理 数 : 





(m,,n,,m,,n,) = (631,2000,633, 


while m, > n, or m, <n, do 
if m, <n, then ( output (L) ; 


else ( output (R) ; 


和 os 的 Stern-Brocot 表 示 法 ， 并 日 
































0 
1 

















30] 


2000) ; 


(m,m) = (n,n,)— (m,m) ) 


(m,,m,):=(m,,m,)—(n,,n,) ) . 





-1 
2m 41). 


[正好 在 前 者 有 工 后 者 有 R 的 地 方 停 下 ， 我 们 


输出 是 LLLRRRRR = 三 ~03158， 附 带 指 出 ， 平 均值 0.334 意味 着 至 少 上 场 击 球 287 次 ， 


4.45 x!zx (modl0") © x(x-1)=0 (mod2") , x(x-1) 0 (mod5") & xmod2" =| 0 或 1] , xmod5" = 


[0 或 者 ] ，( 最 后 一 步 是 合法 的 ， 

















因为 xx-D mod5=0 意味 着 x 或 者 x-1 是 5 














外 两 个 解 有 形式 x 和 10”+1 一 x , 


10 001-9 376 = 625 不 是 四 位 数 . FETT 











形 中 其 他 的 因子 与 5 互 素 ， 因 而 可 以 从 同 余 式 中 除 掉 . ) 
所 以 最 多 只 有 四 个 解 ， 其 中 有 两 个 (x=0 和 x=1 ) 不 够 资格 成 为 “n 位 数 ”， 除 非 n=1. 5 


且 这 些 数 中 至 少 有 一 个 是 之 10”" n= 

















的 倍数 ， 在 此 情 


4 时 ， 另 一 个 解 























这 个 猜想 到 目前 为 止 尚 未 得 到 证 明 . 

[这 样 自 生 的 数 称 为 自 守 的 (automorphic ) . ] 
4.46 (DMR jj -kk  gcd(j,k) , RIRA nn =n” Z1 EUR n" =1. n= pq , HP p fin 

的 最 小 素 因 子 . 如 果 2" =1 (modn) , IBA 2" =1 (mod p). XE 2?" =1 (mod p), FLA 21” = 

l(mod p) . 但 是 根据 p 的 定义 有 ged(p- L5) 21. 
4.47 WR n” =1(modm) , Efi GE n Lm. WRI ESIS j<k<m An‘ =n’, WA n =l, 

为 我 们 可 以 用 n’ KR. 这样 一 来 ， 如 果 诸 数 n' modm,…,n” modm 不 是 各 不 相同 的 ， 那 么 就 存在 





























一 个 满足 n*=1 的 <m-1. 根据 习题 4.46(a), 最 小 的 这 样 的 整除 m 一 1 . 那 档 








待 ， 所 有 的 n 中 有 大 约 80% 能 得 到 两 个 


n 位 数 的 解 ， 但 














就 对 某 个 素数 p 和 


ENER% q 有 kg 2 (m - 1) / p ,而 这 是 不 可 能 的 , An! 21. TERRA n modm,…,n”!modm 
是 各 不 相同 的 ， 且 与 m 互 素 ， 从 而 诸 数 1,…,m 一 1 与 m FX, hm 必 为 素数 . 


4.48 将 这 些 数 与 它们 的 逆 元 配对 ， 就 能 将 此 乘积 ( modm ) 化 简 为 [] 





1<n<m,n° mod m=1 











n .现在 利用 








n^ mod m — 1 的 解 的 知识 .根据 剩余 算术 我 们 求 得 : 如 果 m=4，p“ 或 者 2p”( p>2 ) ， 则 结 
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4.49 


果 为 三 -1; 否则 为 +1. 
(a) 或 者 m<n( @B(N)-1 种 情形 ) ,或 者 m=n (一 种 情形 ) ,或 者 m>n (LE O(N) -1 PH 
%) ， 从 而 RON) =2@(N)-1. (b) 由 (4.62) 得 到 


























2@(N)-1=-1+ Y u(d)| N/a ||1+N/d], 


从 而 所 述 结果 成 立 当 且 仅 当 

Yiud)|Nid|=1, N21. 
如 果 取 f(x) - [x 21], Rew (4.61) 的 一 个 特殊 情况 . 
(a) 如 果 了 是 任意 一 个 函数 ， 那 么 

> fH=d) 2 füO[d 7 ged(k.m)] 


Oxk«m d\m 0Sk<m 


=> Y f(t/dlm/ad] 


d\m 0Sk<m 


=> > flka)[k Lm/d] 


d\m 0Sk<m/d 


- Y > f(m!d)|k Lad]; 


我 们 在 (4.63 ) 的 推导 过 程 中 见 过 它 的 一 种 特殊 情形 ， 用 II 代替 三， 类 似 的 推导 过 程 成 立 ， 这 样 
我 们 就 有 
z-1- [| e- IIe-e"-]IIv.o . 


0<k<m d\m 0Sk<d d\m 
kld 





























AA a? = gm 

利用 乘积 代替 和 式 得 到 的 (4.56 ) 的 类 似 公式 , 可 以 从 (a) 推 出 (b). 附带 指出 , 这 个 公式 表明 P, Cz) 
有 整数 系数 ， 因 为 平 , (z) 是 用 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 相 乘 以 及 相 除 得 到 的 . 

(x, te t+x,)? SO (tk Daye ， 仅 当 某 个 ,=p ， 其 系数 可 以 被 p 整除 ， 从 而 
(x, tox Sx,)6€-x'modp). UR ELS BUS x 为 1!1， 这 就 得 到 n?=n. 
如 果 p>n ， 就 没什么 可 证 的 了 .反之 x 上 p ， 所 以 x*“ =1 (mod p) ， 这 就 意味 着 在 给 定 的 数 
中 至 少 有 | (n-1)/(p-)) | 个 是 p 的 倍数 .而 由 于 n 三 p ,所 以 (n-D/(p-D 宇 n/p. 

首先 指出 , WR m Z6 Am 不 是 素数 , ABA (m-2)!=0 (modm). (WÈ m= p°, WEF (m—- 2)! 
的 乘积 包含 p 与 2p ; RZ, EMEA d 和 m/qa ,其 中 4 <m/4d . ) 接 下 来 考虑 几 种 情形 : 
情形 0, n«5. 条件 仅 对 n=1 成 立 . 

情形 1，n 三 5 An 是 素数 .此 时 (n 一 ])V (n D) 是 整数 ， 且 它 不 可 能 是 的 倍数 . 

情形 2, n 三 5 ，n 是 合 数 ， 且 n+1 BAR. Win Mn+ 整除 (n-D!， Hnln-l, WE 
n(n+1)\(n-1)!. 

情形 3，n 三 5 ，n 是 合 数 ， 且 n+1 是 素数 .此 时 由 威尔逊 定理 有 (nn 一 1])!=1 (modn+1), XE 


[0-DV (1*1) | 2 (G-D& n)/(*1 ; 











= 
























































它 可 以 被 n 整除 . 


“上 帝 创 造 了 整数 ， 
其 他 一 切 恬 属 人 为 . ” 
一 一 LL. 克 内 罗 克 [3 


4.54 


4.55 


4.56 


4.57 


4.58 


4.59 
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这 样 一 来 ， 答 案 就 是 : 或 者 n=1 , han 44 BAe 

E,(1000!) > 500 FI €,(1000!) = 249 ， 因 此 对 某 个 偶数 a 有 1000!=a.10”. 由 于 1000=(13 000), , 
习题 4.40 告 诉 我 们 ，a .10 凑 210001/57? 2 -1 (mod5). XE 27? z2 ,因此 a=2, 从 而 amod10=2 
或 7， 因 此 答案 是 2x10”” . 























一 种 方法 是 用 归纳 法 证 明 书 , / P. (n 1) 是 整数 , 这 个 更 强 的 结果 帮助 归纳 法 走 到 底 . 另 一 个 方法 
基于 证 明 : 每 个 素数 p 整除 分 子 至 少 与 它 整除 分 母 的 次 数 一 样 多 。 这 就 转化 为 证 明 不 等 式 














2n n 
> | 大 /下 | 过 4> |kim], SX m2, 
k=l k=l 





它 可 以 由 下 式 推 出 


[21 2 a7 etumodm- m--rmodn -0]. 


m m m 








X0<S<n<m EANA, mn 增加 m 时 两 边 增加 4. 
BE f(m) =>" min 2n- [m\k], g(m)= Y, .Qn-2k-D[mNQk & D]. p 整除 所 述 分 数 的 
分 子 的 次 数 是 f(p)* f(p?)+ fü), hi p 整除 分 母 的 次 数 是 g(p)+g(p”)+g(p”)+…. 但 
是 只 要 m 是 奇数 , 由 习题 2.32 就 有 f (m) = g(m) . FÆ, 根据 习题 3.22, 所 述 分 数 就 转化 为 2 . 
由 于 

> [a\m]= Y, [m=dk]=|n/d], 


]m*n Ockxn/d 


提示 建议 我 们 使 用 标准 的 交换 求 和 . 记 所 提示 的 和 式 为 > Qn) ， 我 们 有 
2(m«n)-»(m-»0)- 2 a). 


deS(m,n) 





另 一 方面 ,由 (4.54) Rl Y 0) +D, 因此 > (m n) - (0) - 3.) 2 mn . 


函数 f(m) 是 积 性 的 ， 且 当头 = p 时 它 等 于 1+ p+…+ ph. KARER AI p 是 一 个 梅 
森 素数 且 k=1. 由 于 必须 是 奇数 ， 在 此 情形 下 这 个 和 式 等 于 
(Lo pl p^ p* e pF, 

H (k-1)/2 必须 是 奇数 ， 等 等 .充分 必要 条 件 就 是 : m 是 不 同 的 梅森 素数 的 乘积 . 

提示 的 证 明 : 如 果 =1 WA x, =w=2 ,所 以 这 里 没有 问题 . 如 果 n>1 AT Bt x, Ss <x, . 情 
Él: tetit- DTS H x >x 此 时 就 能 求 得 BSx,-lSx,, . HR 
x vex =l, MAM x, SEH Se, B xex Sax, (B+) See, ORIANA ). FF 
在 一 个 正 整 数 m ,使 得 Q=x…x/m , Mil a<e--e, =e,,-1, HA xex (æ+) 


情形 2: xeta +- 21 A x,=x 


n-l 









































eee - ita-x,, a'-(a-1)!- 
(a—2)'+07. Me H, Aa S4 VR (a-2( C+) Sa’. MARES Bc, 使 得 
x *ex5-(a-2)'-8'z1, ULE AR HEA NG EAE xx, € xx, Ya-2(0 +) < 
xX, 2(4-2(B+Y) Serre, ， 这 样 就 能 同 前 一 样 完 成 证 明 . 情形 3 : tet 
xj -(x,-1'«l. Ba=x,, Sata =(-D «^. WWW (a -D(8 1 >al +l), 


为 这 个 恒等式 等 价 于 


n-l * 
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4.60 


4.63 


ac? -aataa-a+ata>0, 
'XÉ aa(a- a) (1c a)y Z (l +a) » a? -a 的 一 个 推论 ， 故 而 我 们 可 以 用 a -1 和 来 代 蔡 x 和 
0 ， 重 复 这 一 变换 直到 情形 1 或 者 情形 2 适用 . 


这 个 提示 的 男 一 个 推论 是 1/4+…+1/x, «128 UR / x +--+ 1/ x, €l/e t 1/e, ， 见 习题 





























要 点 是 9 < 3 . 这 样 我 们 就 可 以 取 p 充分 大 ( 以 满足 下 面 的 条 件 ) 并 取 p, 是 大 于 pi_, 的 最 小 素数 . 在 


这 样 的 定义 下 , Sa, =3"Inp, EU b, 23"In(p, +1). 如 果 我 们 能 证 明 a,_ <a, «b, Sb, SER 
如 习题 4.37 中 那样 取 P = lim, e". 但 是 这 个 猜想 等 价 于 pi Sp, < (Pa tD. 如 果 在 这 个 范围 ocean ag 
内 不 存在 素数 p, ,就 必定 有 一 个 素数 p< p ,使 得 p+ p^ >(p, ,+1) .但 这 意味 着 有 p >3p”， a aset d tin Je 
TiM p 充分 大 时 ， 这 是 不 可 能 的 . SAZA.” 

我 们 几乎 可 以 肯定 取 记 = 2 ,因为 所 有 可 用 的 证 据 都 表明 : 素数 间隙 的 已 知 界 限 比 真实 情况 弱 得 i 
多 (见习 题 4.69 ) . 这样 就 有 p,=11, p,=1361, p,-2521008 887, 1.306 377 883 863« P 

«1.306 377 883 869 . 

m A eA, 注意 rn —mü-l,. A aL. Xfimlü»min, N=((n+N)/n)n -n> 
n> ((n* N)/n'-1)-n2 Nw 20, MARA m/ a> m /n” .如果 等 式 不 成 立 ， 我 们 就 有 
n =(mn - mü)n' =n (n-m Â) f(m^n' 一 mn ) 宇 n+ 有 ti>N ， 这 是 个 矛盾 . 

附带 指出 ， 这 一 题 意 味 着 (m+m”)/(nt+n”)=m/n ， 尽 管 前 一 个 分 数 并 不 总 是 最 简 分 数 . 
2+2? 427-25 27 4 2 DH 7 4579 4 531 272 —278 4... 可 以 写成 





CC 

















a 






































> JN 人 人 E geor) 


k=0 














附带 指出 ， 这 个 和 式 可 以 利用 “8 RRO O(2,A) = > e 7 77. 表示 成 封闭 形式 ， 我 们 有 


eo 139 4 ind, siIn2|- 30 RA 5iln2 |. 
2 8 imn 128 ix 














任何 n » 2 3C — P XN T d>2, 或 者 可 以 被 4 =4 整除 . 无 论 是 哪 一 种 情形 , 一 个 带 有 指数 n 我 发 现 了 费 马 大 定 
的 解 就 意味 着 一 个 带 指数 4 ORE (a" ^)"  (b"*)' 2 (e"** .由 于 dg=4 没 有 解 ,所 以 4 必定 是 素数 . ATN 
解 题 线索 可 以 从 二 项 式 定理 推出 ， 因 为 当 p HAAA (a? +(x-a))/x=pa(modx). WER 

(446) 不 成 立 ， 则 最 小 的 反例 满足 a Lx. 如果 x 不 被 p 整除 ,那么 x Se? /x 互 素 ， 这 就 意味 

着 , 只 要 gq 是 素数 , Ag’ Wx LUE q^ Ne, RIRA e= fp. 因此 对 某 个 m 有 x=m”. 另 一 方面 ， 

WR x 能 被 p RR, IA e /x 能 被 p 整除 , 但 不 能 被 p^ 整除 ， 且 c? 与 x 没有 其 他 的 公 因 子 . 

A, 中 相等 的 分 数 按照 “管风琴 次 序 ” 出 现 : 


2m 4m rm 3m m 









































> > > > > > 
2n An rn 3n n 





(bi Z2, 是 正确 的 ， 我 们 想 要 证 明 Z2, 是 正确 的 . 这 就 意味 着 ， 如 果 AN 是 奇数 ， 我 们 想 要 证 明 
= =R 3 
N+1 ' 

WER KN 是 偶数 ， 我 们 想 要 证 明 








“RARE F 25x10" 

的 平方 数 整 除 某 个 

欧 几 里 得 数 . ” 
一 一 Ian Vardi 
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k-1 
T wa Tw N41 Th aw Nana 














在 这 两 种 情形 下 ， 知 道 R, PRDF (70/ QN +1) 的 分 数 个 数 是 有 用 的 , 根据 (3.32 ) ,这 


就 是 
<m (k-1)n X| (k-1)jn+N 
Syozi- j e] H etn | 


n=l m 
Nt DN a SEE 




















HP d = ged(k-1,N +1). FHF Nmodd=d-1, 这 就 化 简 为 了 (UV - d +1). 
此 外 ， 根 据 管 风琴 次 序 的 特点 ， 刀 ,中 与 人 -DVCVX +D 相等 是 在 Py, 中 位 于 它 前 面 的 分 数 个 数 
是 3(4 -1-[a 是 偶数 ]). 























如 果 kN 是 奇数 , 则 4 是 偶数 , 且 (k-D/(N+D) EP, 中 位 于 了 (KN 一 D 个 元 素 的 后 面 ,这 正好 就 





是 使 问题 得 以 解决 的 正确 个 数 . 如 果 kN 是 偶数 , 则 4 是 奇数 , 且 (k 一 D/(N+D) EF P HEEN) 
个 元 素 的 后 面 . 如 果 &=1， 则 没有 哪 一 个 等 于 (E-D/CN+D ,， 且 Pw 就 是 “<”; 反之 
(k -D/ (QN 1) 落 在 两 个 相等 的 元 素 之 间 ,， 且 刀 wt “=”. (C. S. Peirce? 22 RA ELA 
P, 的 同时 ， 独 立地 发 现 了 Stern-Brocot 树 ， ) 
(类 似 ) 费 马 数 f 的 类 似 问题 ， 是 一 个 著名 的 未 解 问题 ， 我 们 这 个 问题 可 能 更 容易 一 些 ， 也 可 
能 更 困难 一 些 . 
已 知 不 存在 小 于 36x10" 的 平方 数 整除 某 个 梅森 数 或 者 费 马 数 .至今 还 无 法 证 明 Schinzel 猜 想 : 
存在 无 穷 多 个 无 平方 因子 的 梅森 数 ， 其 至 还 不 知道 是 否 存在 无 穷 多 个 p ,使 得 p\\(a+tb) ,其 中 
a 和 4 的 所 有 素 因子 都 志 31. 
M. Szegedy 已 经 针对 所 有 大 的 n 证 明了 这 个 猜想 ， 见 参考 文献 [348] [95, pp. 78-79] 和 [55]. 
这 是 比 下 一 题 中 的 结果 要 弱 得 多 的 猜想 . 
Cramér AEH T : 根据 概率 论 , 这 个 猜想 似乎 是 合理 的 , 而 且 通 过 计算 验证 了 这 个 猜想 : Brent?! 
证 明了 , 对 P,, <2.686x10" A P.,, — P, 602. ， 而 习题 4.60 中 弱 得 多 的 界 在 1994 年 时 还 是 已 知 最 
好 的 结果 1 如 果 对 所 有 充分 大 的 有 P, 一 P<2P'”*， 则 习题 4.68 有 一 个 “肯定 的 ”答案 . 根 
a 758. Paul Erd6s 提 供 了 10 000 美 元 的 奖金 悬赏 下 述 结论 的 证 明 : 对 所 有 c> 0 ,存在 无 
穷 多 个 n ,使 得 

- clnnInInnInInInInn 
neal (In In Inn) 


根据 习题 4.24, 这 个 结论 当 且 仅 当 v,(n)=v(n) 时 成 立 . 参考 文献 [96] 中 的 方法 或 许 有 助 于 破解 这 
个 猜想 . 

































































n 
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MK =3 时 最 小 的 解 是 n=4 700 063 497 219x47x5 263 229 ， 在 这 种 情形 下 ， 还 不 知道 有 其 他 
的 解 . 

对 无 穷 多 个 a 的 值 ， 此 结论 为 真 ， 包 括 -1 (当然 ) 以 及 0 (不 那么 明显 ) ， LehmerP 有 一 个 著 
名 的 猜想 : = @(n)\(n-1) 4AM 24 n 是 素数 . 
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4.73 这 
4.74 


5.1 


5.2 


5.3 


5.4 


5.5 


5.6 


5.7 


5.8 


5.9 


个 结论 与 黎 曼 猜想 等 价 ( 当 = 的 实 部 大 于 1/2 时 ， 复 5 函数 5(2) MAT). 
实验 证 据 提示 我 们 : 就 像 阶 乘 关 于 模 p 是 随机 分 布 的 一 样 ， 该 集合 中 存在 大 约 P(L-1/e) 个 不 同 
的 元 素 . 
根据 二 项 式 定理 ， 在 任何 基数 x 三 7 的 进 制 下 都 有 (11) = (14641), . 


当 k 三 |[n/2 | 时， 比值 hel MEL m4 k<[n/2] Bt, 这 个 比值 三 1， 


所 以 最 大 值 在 k=|[n/12 | 以 及 k=|n/2| 时 出 现 . 
展开 成 阶乘 .两 个 乘积 都 等 于 f(n)/ f(n - K)f() , EP fan) =+). 


siio tied oes a 

"Has k J pre 

如 果 0<k<p ， w^) 的 分 子 中 存在 一 个 p ， 它 不 可 能 与 分 母 中 的 数 相 消 ， 由 于 
-1 -1 E 

CH e) 对 0 三 k<p Rwa,” J= Demoa p). 

(在 排除 了 第 二 个 障碍 之 后 ) REE AE 


1 n+k\(n+1 i 
Ly k eue» 
1 n+k\(n+l i 
-点 下 [Te 
1 nt+k\(n+1 i 
-二 下 n (te 


1 (n-1\(n+l a 
Ss doo JP 
nt+l\ n 


原来 的 推导 忘 了 包括 这 个 附加 的 项 ， 这 一 项 等 于 [2 = 0]. 
是 的 ， 因 为 r=(-1*/(-r 一 1 . 我们 还 有 








IK 
































k 
rt "1j =(2r)** /2*. 


f) = (k /n- D" &— n 次 多 项 式 , ARON n". ARAS (5.40) , 这 个 和 式 等 于 nn”. 当 
n 很 大 时 ， 斯 特 林 近 似 表 明 ， 此 式 近 似 等 于 J2nn /e". (这 与 (1-1/6) 完全 不 同 ， 后 者 是 利用 
Mn — co 时 对 固定 的 成 立 的 近似 公式 (1-k/n)" ~e” 得 到 的 结果 ，) 

根据 (5.60) E ECY = > tk z /k= > Lx" (z) /kl= Ee). 












































5.10 > 22 /(k+2)=F(2,1;3;z) ， 因 为 /4=(k+2)z/(k+3). 
5.11 第 一 个 是 贝 塞 尔 函 数 ， 第 二 个 则 是 高 斯 函数 : 























z'sinz=>),,,(-D*2" / (2k+D)!= Fas / J i 


k 
1 113 
"arcsinz = 2 *)— | /(2k4+Dk!=F| 二 ,二 ;二 ;22 |. 
d e a 2 ( ) 9 2 2 i 


在 11 进 位 制 下 ，11 
等 于 什么 ? 


AZAR AEM BR BH 
数 . 


AE JUS R t(k) 的 每 
一 个 值 都 可 以 写成 
Ov , HF 
e(k) 是 一 个 整数 ， 

Hv(k) £0 . 假设 项 
的 比值 (Kk +1)/t(k) 
是 p(k)/q(k), HE. 
忆 和 dg 已 经 在 复数 
范围 内 被 完全 分 解 
T. 那么， 对 每 一 个 
k, e(k+l) 就 是 
e(k) 加 上 p(k) 的 
零 因子 的 个 数 减 去 
qk) 的 零 因 子 的 个 
Ak, av(k +1) 就 是 
v(k) RA p(k) 的 
非 零 因子 的 乘积 ， 再 
除 以 q(k) 的 非 零 因 
子 的 乘积 . 
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5.12 (a) 如 果 n0，n* 是 超 几何 项 ， 因 为 项 的 比值 是 n ，(b) 3$ n 是 整数 时 ，k" 是 超 几 何 项 ， 项 的 比 

HÆ (k+ / k^. 注意 , 我们 是 从 (5.115 ) 中 取 m=n+1, q= =a, 21, hob, 20, z=1, 
并 用 0" 来 乘 得 到 这 一 项 的 .(c) 是 的 ,项 的 比值 是 (K+DCk+3)/(k+2). (d) 不 是 , 项 的 比值 是 
1+1/(k+D)H , H H, ~Ink 不 是 有 理 函 数 . (e) 是 的 ,任何 超 几 何 项 的 倒数 还 是 超 几 何 项 . 当 k <0 
RE k » n INA t(k) oo ,这 一 事实 并 没有 将 (hk) 从 超 几 何 项 范围 中 排除 出 去 . (£) 当然 是 . (g) 例 
如 , 当 KD 2 2^ HLT(K) =] 时 不 是 . (hb) 是 的 .对 于 任意 的 n，, 项 的 比值 tn -1— K) / t(n-1- (Kk +) 
是 一 个 有 理 函 数 (关于 1 的 项 的 比值 的 倒数 ,用 -1- 大 代替 下 ) . 人 是 的 ， 项 的 比值 可 以 写成 

at(k +1) /t(k) + bt(k + 2) / t(k) + ct(k +3)/t(k) 

a+bt(k +1)/t(k)+ct(k +2)/t(k) 











— 













































































TI t(k + m) / t(k) =(t(k m) / t(k m —1))..((K - D) / (K)) 是 k 的 一 个 有 理 函数 . 0) 不是. 只 要 两 个 
有 理 函 数 p (K) / qu (K) 和 p,(k)/ gq,(k) 对 无 穷 多 个 大 是 相等 的 ， 它 们 就 对 所 有 的 大 都 相等 ， 因 为 
pkg (k) = q(K) p(k) 是 一 个 多 项 式 恒 等 式 . 这 样 一 来 , 如 果 它 是 一 个 有 理 函 数 , 那么 项 的 比值 
[(k+1)/2]/[k/2| BASAL. Q9 不 是 项 的 比值 会 是 (t+D/E ， 因 为 对 所 有 大 > 0 ， 它 都 是 
(k +1)/ k .但 是 这 样 t(-]) 仅 当 z(0) 是 0 的 倍数 时 才能 为 零 ， 而 1(D) RIBUS (0) = 0 时 才能 为 1. 
5.13 R,=n!l"/P?=0 /P =Q In". 











k 





5.14 (5.25) 中 的 第 一 个 因子 当 < 时 为 人 pure e T J 三 1 的 和 式 





—k—m 
就 是 对 所 有 求 和 的 和 式 , 这 是 由 于 m 宇 0. (条 件 n 宇 0 并 不 真正 需要 ,尽管 在 n<0 时 k 必须 
WAE. ) 
为 了 从 (5.25 ) 得 到 (5.26 ) , AE -1-n-q RE s. 
5.15 如 果 n 是 奇数 ， 这 个 和 式 为 零 ， 因 为 我 们 可 以 用 nk 代替 .如果 n=2m ,根据 (5.29)( 取 
a=b=c=m ) 这 个 和 式 等 于 (-1)”(3m)V m? . 
5.16 如 果 我 们 用 阶乘 写 出 求 和 项 ， 这 正好 是 Qa) (2b)!Qc)V (a+ b)X5-- c)XKc-- a)» FEA (5.29) . 


21 一 1/2 4 21 一 1/2 4 2n -1/2 2n-1/2 
5.17 ast n / EMI af n / 的 加 得 到 | n )-*( n | 
n n 




































































n 2n n 2n 


k 
5.18 | ^ | ^5. ax. 
3k ) k,k,k 


5.19 根据 (5.60) E 4,72)" -Zf "d 


i Jcua-a-ycoy 而 这 就 是 


Dl ! (tk -k1))z' = 0,(7). 





5.20 ESF F(-a,..,-a,;-b,..,-b,; (71) "z) ， 见 习题 2.17. 
5.21 lim, ,,(n t m)" / n" «1. 
5.22 根据 (5.34) 和 (5.36) ,将 (5.83 ) 相 乘 和 相 除 就 给 出 
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(-1/2)! -人 
x(x-1/2)) ml n n n 


又 有 


. (2n*2x 7 
1/(2x)!= lim (Qn). 
no 2n 





See. BAP, D 函数 的 等 价 结论 是 


roor(s + z) = reor(1) . 


5.23 (-1yni, JL (5.50). 


5.24 根据 (5.35) Fl (5.93) , xem (^ ene 





5.25 这 等 价 于 容易 证 明 的 恒等式 

a* _ (a+ y a* 
b+) — (bel b 
也 等 价 于 算 子 公式 a-b=(8+a)-(8+5). 
类 似 地 ， 我 们 有 


(a - b) 





, 





4,,05,05,7:*,d 
Qa yes R 
(a, -a)F "Iz 
ib 
b, on 
a, tla,a,,,a, aa, tla, 
=aF z -a,F Z|; 
已 beb, 











KX a, -a,=(a,+k)-(a,+k). WR a-h 是非 负 整 数 4 ， 借 助 第 二 个 恒等式 ， 我 们 可 以 将 
F(a,,,a,; by s buiz) 表示 为 F(a,  ja,sau;bssbsiz) (OS jd ) 的 线性 组 合 ， 这 样 就 消 
去 了 一 个 上 参数 和 一 个 下 参数 . 这 样 , 我 们 就 得 到 F(a,b;a-Llz) . F(a,b;a-2;z) 等 的 封闭 形式 . 
mg SUES T F(ab;c;z) 和 任何 两 个 “连接 的 ” (contiguous ) 超 几何 函数 ( 其 中 的 一 个 参 
数 改变 了 +1 ) 之 间 的 相似 关系 . RainvilleF "将 它 推广 到 了 更 多 参数 的 情形 . 

5.26 如 果 原 来 的 超 几 何 级 数 中 项 的 比值 是 &, /t=r(f) ， 则 在 新 的 级 数 中 项 的 比值 是 
fastu =k +). 从 而 
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Bossi 
5.27 XÆ F(2a,--,2a,;2b,--,2b,:z) 的 偶数 项 的 和 式 . 我们 有 Qa) Qa = sa tnus]. 





























， beb, (b +1,b, +1,2 


n 





令 z" 的 系数 相等 可 以 
“2 le (-zy"^F c-a,c-b > 得 出 Pfaff- Saalschiitz 公 
l-z c l R (597). 








等 等 . 
b ib) x 

5.28 z^ ;J-a-ar rn | Eee "n 
c c |l-z c 








5.29 


5.30 
5.31 


5.32 


5.33 


5.34 


5.35 


5.36 


5.37 


5.38 


5.39 


5.40 
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( 欧 拉 通过 证 明 两 边 满足 同样 的 微分 方程 , 证 明了 这 个 恒等式 ， 反 射 律 常常 归功 于 欧 拉 ， 但 似乎 
没有 出 现在 他 已 经 发 表 的 论文 中 ) 

根据 范 德 蒙 德 卷 积 ，z” 的 系数 是 相等 的 .( 库 默 尔 原 来 的 证 明 是 不 同 的 : 他 在 反射 律 (5.101) 
中 考虑 了 lim, |, F(m,b-a;b;izim). ) 

再 次 求 导 得 到 z(0— z)F"(z)-(2-3z2)F'(z) - F(z) 20. FÆ, H (5.108) A F(z) = F(E2;z). 
条 件 f(k) 2 T(k 1) -T(K) 意味 着 f (Kk 1)/ f(k) = (Tk + 2)/T(k €) -0/ (12 T(E)/ T(k +1) Æ k 
的 一 个 有 理 函 数 . 

当 对 左 的 多 项 式 求 和 时 ，Gosper 方 法 转化 为 “未 定 系数 法 ”. 我 们 有 gq(k)=r(k)=1， 并 尝试 求 
fit p(k) =s(k+]) 一 s(k).， 此 法 提示 我 们 设 s(K) 是 一 个 次 数 为 4 = deg(p) +1 的 多 项 式 . 

k 2 (k - Ds(k € D) - (k 4+ Ds(k) 的 解 是 s(K) = —k +S ， 故 而 答案 是 (4 -2 所 /2kKE-D+C 

































































因为 对 >c 的 所 有 项 都 为 零 ， 且 在 其 他 项 的 极限 中 e — c 与 -c 相抵 消 ， 所 以 极限 关系 成 立 ， 这样 




















— E vip Eq: . A z -1 
一 来 , 第 二 个 部 分 和 式 就 是 lim, ,, F(7m,-n;& — m;l) = lim, (€ +n- m)" / (e^ m)" = (-1)” i | À 
m 


@2”3"[n=0]. (b) ( z j i [k 2:0] 2 2^? [k > 0]. 





mtn 的 数字 之 和 就 是 m 的 数字 之 和 加 上 n 的 数字 位 之 和 ， 再 减 去 六 -1 乘 以 进位 的 次 数 ， 因 为 
每 一 次 进位 都 使 得 数字 之 和 减少 p -1.( 将 这 个 结果 推广 到 广义 二 项 式 系数 的 研究 可 见 参 考 文 
献 [226]. ) 


用 nt 除 第 一 个 恒等式 得 到 Pea,” p 这 是 范 德 蒙 德 卷 积 ， 例 如 ， 如 果 我 们 取 * 和 


y 的 相反 数 ， 就 能 从 公式 站 = (I(x 推出 第 二 个 恒等式. 

maceria , dea. cn sciri 0<n ESEE -h RAE n 3f 
3 3 3 3 2 3 

按照 同样 的 方式 继续 下 去 ， 反 之 ,任何 这 样 的 表示 法 都 可 以 用 这 样 的 方法 得 到 ，( 对 任何 固定 的 

m ， 我 们 可 以 对 


a a a 
n=| tl 2+] "1, 0€a <a, <<a, 
1 2 m 


得 到 同样 的 结果 . ) 
对 m+n 用 归纳 法 证 明 : 对 所 有 m>0 和 n>0 有 


m —1—k 3 n 
x" y" =), = pe ees x 
wea m (r)i(m-rk-s-l 
ax mrt) 


J m—j 


KED C ji s HW m s ') 



































=> 


























m--n-l-k 


Jerson z 
m-l 
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5.41 


5.42 


5.43 


5.44 


5.4 


oa 


5.46 


5.47 





-eol $n Hk" i JUR hu 


Y, noble eere (ny nt Dy) à: 
我 们 将 作为 一 个 不 定 的 实 变量 来 处 理 ， 对 4(D =k +1 A r(k) = E -1- n Gosper 方 法 有 解 


| ， 这 就 是 2" nV (2n+D)!. 

















s(k) 31/ (n+2)， 从 而 所 要 求 的 不 定 和 式 就 是 (-1)”™ sil / C Jj . Xl ÉOxmsn, lj 








a(t antl (nel n+ (m+ Nen” 
2 4 =) S x J ^ n*2 (=) 6] ` 
m 


k 





附带 指出 ， 这 一 习题 意味 着 公式 


1 1 1 
+ 


n-l E 1 n 1 n 
"| | (n1) Ra (n+ l 


是 基本 递归 式 (5.8) 的 “对 侦 ”. 

在 提示 的 第 一 步 之 后 ， 我 们 可 以 应 用 (521) 并 对 大 求 和 这样， 再 次 应 用 (5.21) 以 及 范 德 蒙 
德 卷 积 ， 就 完成 了 这 项 任务 . (Andrews00 给 出 了 这 个 恒等式 的 一 个 组 合 证 明 . 参考 文献 [207， 
习题 1.2.6-62] 中 讲述 了 一 个 快速 方法 ， 可 以 从 这 个 恒等式 得 到 (5.29) 的 证 明 . ) 

阶乘 抵消 表明 


DC 


所 以 第 一 个 和 式 等 于 1/| AOE 而 当 1=0，7=D，r=a，sys=7m+1-D 时 ， 第 一 


m 





















































个 和 式 正好 是 (532) 的 特殊 情形 ， merece (^*^ f" He 


a n—a 





k= 
根据 (5.9) 8. 2 "HU i 如 果 说 答案 的 这 个 形式 还 不 足够 “封闭 ”， 我 们 可 


以 应 用 (5.35) ssl Qa (re. 
n 
根据 (5.60) ， 这 个 卷 积 是 B,G)B,Cz) 中 z” 的 系数 的 相反 数 . 现在 有 (2B,(z)-1) 


(2B _(-z)-1)=v1-16z* , MTI B.) 2-1 162° +B Ba z) D 根据 二 项 








1/2 2n|4"'z? 
1-16 2 1/2 二 —16y 2n 二 一 : 
( e) X did XE 


n 


所 以 答案 是 je /(2n-1)* i Jj /(4n-1). 
n 


n 





根据 ( 5.61), EE (8,2 /9, C) (B.C) /0,@)) - Q2)? Fz" WAR, HOP O (2) 21-7 r 0B). 


对 面 加 框 的 句子 
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2n+1 


5.48 (anr zintas] -2 /| 中 这 是 (5.111) 的 一 个 特例 . 


n+ 


5.49 Saalschütz[H st (5.97 ) 给 出 
xtn) y F -X,-n, -n— y 1 _(y-x)" 
n Jytn \-x-nl-n-y O+)" 


5.50 左边 是 

















k=0 k! * mz 


(-z)‘ k+atm-l) „ : ab ,{uta-l 
A > aE 


根据 范 德 蒙 德 卷 积 (5.92) , z" 的 系数 是 


+a Te | a" (c- b)" | 
n c,a : 

5.51 (a) 反射 律 给 出 F(a,7n;2a;2)- (71 F(a,—m;2a;2). (BFF, 24 f(n)-22"x*/(Q2x) Bb, xx 

公式 意味 着 非 同 寻 常 的 恒等式 A**f(0)=0. ) 

任期 期 限 ? “ (b) 逐 项 取 极限 得 到 MES n " 2) 加 上 一 个 附加 项 (上 = 2m -1) ， 这 个 附加 项 是 





n! c 

















Cm) DX (m) C2 + 1-702777 
(-2m)---(-l2m - 1)! 








af pen mim!2 c m 
(2m)! -1/2)' 
m 























-1/2 
从 而 根据 (5.104 ) ， unmute -i | : | 这 是 我 们 所 得 结果 的 相反 数 . 
为 假 . 
5.52 Xtk>N ， 两 个 级 数 的 项 都 是 零 . 这 个 恒等式 对 应 于 用 V -大 代替 大 .注意 


av = a (a + N-ky 
=a (a4 N-t =a" *(1-a-N)(-1)*. 





5.53 4 b=- HH, (5.110) 的 左边 是 1_2z ， 而 右边 是 (L_4z+422)052 ， 与 4 无关， 右边 是 形式 宕 级 数 


1/2 1/2 
«| | jese-( ; Jie e- j 


它 可 以 展开 并 重新 排序 得 到 1- 2z+ 0z +0z +…， 但 是 当 z=1 时 ， 重 新 排序 在 中 间 环 节 涉 及 发 
散 级 数 ， 所 以 它 是 不 合法 的 . 
5.54 如 果 m+n 是 奇数 ， 比 如 2N -1 ， 我 们 想 要 证 明 




















QD 正文 中 “ 逐 项 取 极 限 ” 的 英文 是 “term-by-term limit", T “term limit” 有 另 一 个 政治 学 的 含义 ， 即 “任期 
m. 
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因为 -m+e>-m- 了 +e， 方程 (5.92 ) 适用 , HAF N Sm, 分 母 的 因子 T(c-5)=T(N-m) 是 
无 限 的， 其 他 的 因子 则 是 有 限 的 .如 若 不 然 ，m+n 就 是 偶数 ， 置 n=m--2N ,根据 ( 5.93 ) 我 
们 就 有 


. Rede he 
lim F 2 





£0 





| (N -1/2)* 
1 sn yr 

m- 
-m+ E€ 


剩 下 的 事情 就 是 要 证 明 
| m 和 





m-2N) (C1/2! m! m-2N 
而 这 正 是 习题 5.22 当 x= N 时 的 情形 . 

5.55 设 Q(k) (k* A) -(k* AJ)Z , ROS (B) (k*By) .2+D) /RE) = POQ( -0/ 
P(k-VDR(k) ， 其 中 P(k) = Q(k) - R(k) 是 一 个 非 零 多 项 式 . 


5.56 -(k+1)(k+2)=s(k+1)+s(k) 的 解 是 s=- -k-i ， 从 而 2 ioone 


+4k+1)+C. 另外 


ral ktl|k-2 
EIER 


EG s ie uus een 
4 2 2 


134-1 
-D orarrD+l. 
8 8 








5.57 RATA t(k+1)/t(k)=(k-n)(k+1+0(-2)/(k+1(k+0). 这样 我 们 就 设 p(k)-k-0 ，g(k)= 
(k-n)-z), ，r(k) = 大 这 个 神秘 的 函数 s (c) 必定 是 一 个 常数 wm ， 并 且 我 们 有 
k+0=(-z(k-n)-k)a@, ， 





从 而 om =-1/ (1+2) HO=—-nz/(1+z). 该 和 式 就 是 
nj, " nz c n n-1 k 
D t E lok = cu TÉ 
(在 (5.18) 中 提 到 了 z =1 这 一 特殊 情况 ) 
558 il m»0, 我 们 可 以 用 二 -人 eH AStT, =" 1, E") FER 
mim-1 m : m i 


m 























m^) 是 合适 的 : 


5.59 


5.60 


5.61 


5.62 


5.63 i 


5.65 
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T T 


m, _ mln 1 1 


= 十 一. 
n 7 一 | m n 
BS 
我 们 可 以 将 它 展开 来 得 到 


5s 
DIT -HQSH,-H 


0,n—m m n n-m * 
n 
m 


BOA Ty pom =H pom o PVA T,,, ( Jay. (利用 生成 函数 也 能 导出 这 个 结果 , 057.5 55 402. ) 
Su y Liog, & [] - yee 
Y A) =(m-1)\(m +1)". 
"i J 
2n 
| Jenae 
n 











Jw xk «m! | ， 这 就 是 yal Jo- m^) - (m —1) 


J 





M m = n 时 的 情形 . 
设 [n / p | =qW&nmodp=r. ZAIEN (x +1)? = x? +1 (mod p) 蕴涵 


(x 1)7* 2 (x - D' (x^ +1) (mod p). 


— — E . epi r Ya ma ” q 
Feith x 的 系数 是 | ”| 在 右边 ， ema y,[. " fd). wae a S ? jl 


为 0 三 r<p. 


(2:z. " MIHLM T mar (") 这 个 和 式 的 所 有 其 他 项 都 是 p 
mp np ki k m m 


n 











的 倍数 ， 而 排除 在 外 的 b. 项 就 是 诸 个 中 恰好 有 m 个 都 等 于 p AREI. (Stanley? 791.59 
指出 ， 当 p >3 时 这 个 同 余 式 实际 上 对 模 p Mar.) 
这 就 是 8 =F (A) Gn year [S 当 z=-1/4 时 ， (5.74) 的 分 母 为 零 ,所 


以 不 能 直接 代入 那个 公式 .递归 式 8 =-25,,-S,_, S/H S, 2 (-D" Qn D). 


n n n+l 
| | + Jie ig 3 + i} G+), Cate 


2 Y n+2 207-3 
n+2 fool 2k +2 ^o n2 ` 


H n7 RAPID, IFAD n-1-k FORE k £38] 
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x" pte -DiI=a =F (nt | t- n* | (k-1)!) 


k k=0 


- (n - 1n" / (n -1)!. 




















(3 





lini 
p 
px 


实 上 ， 这 个 部 分 和 式 可 以 用 Gosper 算 法 求 出 ._ ) 换 一 种 方式 ， (p errore 





[1.5] 到 自身 的 映射 个 数 , 同时 (0), A00) 均 不 相同 ,但 是 f+ De A0), FOO} ， 对 大 求 
和 必定 给 出 n" 

5.66 这 是 一 个 “4 EEE” 问题 , 其 中 每 一 步 仅 有 一 种 “显然 的 ”方法 进行 . 首先 用 7 代替 大- 7 ， 
然后 用 上 代替 | T | ， 这 就 得 到 


bx 一 1 j \2k+1 
eo -k im 2 o 


这 个 无 穷 级 数 收敛 ， 因 为 固定 j 的 项 由 j 的 一 个 多 项 式 除 以 2’ 确定 . 现在 对 求 和 就 得 到 










































































入 j+1 并 应 用 (5.57) ， 就 得 到 答案 4(m+1). 











2n+2 
5.67 由 (5.26 ) 得 到 3 ， 因 为 
nas 
k 
k+l 
2)\|=3 : 
4 
2 


n ni l{ n FL EH 
> WE «pma , 


kSnl2 


emsa- i) 


一 1 
/2 

569 由 TU " |< 6) [Jerr 所 以 当 诸 个 大 尽 可 能 相等 时 出 现 最 小 值 ， 因 此 ， 根 据 
最 














5.68 利用 











第 3 章 的 等 额 分 划 公 式 ， 最 小 值 是 
(n roam" a + (m 一 (7 roan) a) 


-nL "jemoam| | 


用 任何 下 指标 代替 2， 仍 有 类 似 的 结论 成 立 . 


5.70 这 就 是 Ft 2), 如 果 我 们 用 -上 代替 上 ， 它 也 就 是 (-2)-” je -5 ms) . 现在， 
n 

















根据 高 斯 恒等式 SD 有 F[ now ma)=F( r2 ml]. ( 换 一 种 方式 ,根据 反射 


对 面 加 框 的 句子 
不 是 一 个 句子 . 


对 面 加 框 的 句子 
没有 加 框 . 


5.71 


5.72 


5.73 


5.77 


5.78 
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ii 


E (5.101) 有 Fn na = rtr mt ， 而 库 默 尔 公 式 ( 5.94 ) 则 将 它 与 (5.55 ) 


n 


联系 起 来 ， ) n 是 奇数 时 ,答案 是 0; MAn 是 个 数 时 ,答案 是 PD 3 


NEL 














考 文献 [164，8$1.2].， 这 个 和 式 出 现在 简单 搜索 算法 的 研究 中 5025.， ) 
(a) 注意 


mk m 
Z 





S(z)=) a, = 
( ) 2 k (17 z) 269 a-z)” 


A(z/(1-z)’). 
(b) 这 里 49-X, a Jo 1 (c1) - (Vi az -1)/2z ， 所 以 我 人 A(z/0-zy)-1-z. 这 


PRA s, =[2" (2/0-2))" | 


n-m 








所 说 的 量 是 m(m —n)--(m=(k -Dn)n* O /k!. n 的 任何 素 因 子 p ERR T BD k-k) 次 ， 而 
整除 分 母 至 多 kk 一 v(k) 次 , 因为 这 是 2 整除 fl 的 次 数 . 如 果 p” 整除 k! ,那么 不 整除 nn 的 素数 p 必 
定 整除 乘积 mm 一 7)…(m 一 (Kk 一 Dn) 2:/b r 次 ， 因 为 当 nn =1 时 我 们 有 mmm-n)...(m 一 (k 一 Dn)= 




















n(m =k!, n e | z 0(mod p”). 








RA X, =n! Sl a= B-1, IVA X, -nif$S]a-1, B-0. 这 样 一 来 ,其 通 解 就 是 XX, = Qni 
*f(n'-ni). 

n+l n-l 

| H J-a ssn. 

fE HTB VH SS, (n D) 9 S, (0) + Sun O ， 有 可 能 归纳 地 验证 : AAS 中 有 两 个 相等 ， 且 
Somma 00) 与 它们 相差 (-1)”. 这 三 个 值 将 它们 的 和 S06(n)+ Si(n)+ 5S,(n)=2” 分 得 尽 可 能 相等 ， 所 
DA] 2" /13| 必 定 出 现 2 mod3 次 ， 而 | 2" /3 | 必定 出 现 3-(2"mod3) 次 . 


n n 
Qn = (n+ ole + |] 


当 此 乘积 是 多 项 系数 


k, 
kk, -hh Ska 


时 ,这些 项 都 是 零 ， 除 非 SS kn FEX Kk, RAMIE m" , BAFA E, 求 和 得 到 
(m -1)/ (m-1). 


将 该 和 式 扩展 到 上 ~ 2n em 1. FRIE GG) 



























































m-1 
2m 
(& mod m, k mod (2m+1)) 是 不 同 的 . 此 外 , “4 j 从 0 变 到 2m 时, 诸 数 (2j+1)mod (2m +1) 就 是 按 
照 某 种 次 序 排列 的 数 0,1,…,2m .从 而 这 个 和 式 就 是 

> i Y, 2-22. 


J 0<k<m 





Js 由 于 六 上 (2m+D ， 数 对 


0x j<2m+1 
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5.79 


5.80 
5.81 


5.83 











2 
ORMARE, FLUE EOE. Rn = 249 ， 其 中 4 是 奇数 ， A AE 





; TAA ; 2 S — 
LAC HER, WASTE 277 整除 . s^, Jes 2 整除 (见习 题 5.36 ) ， 所 以 这 必定 就 
J 











是 最 大 公 因 子 . 0) 如 果 产 去 a+l< p^, P ko p' - LIBE KE 5 n-k AM, 我 们 得 到 最 多 的 p 进 
制 进位 .在 这 种 情形 下 ， 进 位 的 个 数 是 +-e,(n+D), 且 r=e,(L(n+D)). 

首先 用 归纳 法 证 明 Kk! 宇 (k/e)*. 

BS, (x) 是 左边 ， 只 要 证 明 f, ,()>0 且 对 0 三 x 三 1 有 /7,,(x)<0 就 足够 了 .根据 (5.23) , 






























































I 
fist % 什 是 Co pd 而 且 它 是 正 的 , DDR SIA BA n-m-1 ARATRI 


l+n 
子 .根据 相同 的 理由 ， 当 7 = 0 时 这 个 不 等 式 为 真 . 如果 1> 0 ， 我 们 就 有 SL, O 2-16 uua). 
根据 归纳 法 可 知 它 是 负 的 . 
Wt e, (a) 是 素数 p 整除 a 的 指数 ， 又 设 关 =2 -大 要 证 明 的 恒等式 就 转化 为 











min (e, (m) — £, (m * k), e, (m * k 1) - e, (k 1), e, (k) - e, (m * 1)) 
- min(e,() - &, (m * k),e, (m) — e, (k * 1). e, (m * k 1) - e, (m * 1)). 
为 简略 起 见 ， 我 们 将 此 式 记 为 minx, yz) = mino y,z,). EE x ty tz, =x, +y +z. 根据 
一 般 关系 式 


E,(a)<é,(b) > e,(a) - e, (Jat b 





) 9 
RITE AE x x 之 min(o,z)=0 ， 同 样 的 结论 对 (y, y2) 和 (zi,z,) 也 成 立 ， 现 在 完成 证 明 就 
是 小 事 一 桩 了 . 

( 解 由 P. Paule 给 出 ) itr 是 一 个 非 负 整 数 ， 给 定 的 和 式 是 


yey" a me i MH gym 


uH (1 x)y f l+x Y oan 
-| l+y Jf ud a+») 
-(CD'ü- +) /x 


P a'y" 的 系数 ， serere "| inm (也 见习 题 5.106，) 


n+l/\m-—n 











按照 提示 ， 我 们 得 到 
k 
2B (zy ' Bz) = 下 十 j kz 


fol k Jtktr 





以 及 关于 &,(z) 的 一 个 类 似 的 公式 ， 从 而 公式 (zt C) C) +1) C2 M (zte (z)e C)  1)e C" 
分 别 给 出 了 (5.61 ) 的 右边 ， 这 样 一 来 ， 我 们 必须 要 证 明 
1 
1-t-t(z) 
1 
1- zte, (z) ' 





zc) Bz) +1= 


zt£(z) &(z)*1- 
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而 这 些 都 可 以 从 (5.59 ) 推出 . 
5.85 如 果 f(x)=a,x”+…+ax+ao 是 任何 一 个 次 数 三 n 的 多 项 式 ， 我 们 就 能 归纳 地 证 明 


X (= p^* = "LEX, +: e+ EX) = (- n n'a n^ X, M 
SEQ S1 














IH 





所 述 恒等式 是 当 a, =1/n! 以 及 x = k? 时 的 特殊 情形 . 

5.86 QHA izj, HÆR nn -1) 个 指标 变量 方 展开 ， 置 石 =1,-1, (1<i<j<n) ,并 利用 限制 
AÜF (Gy =O (所 有 i<n ) , XL, CI j<n ) 求 和 ， 然 后 再 用 范 德 蒙 德 卷 积 对 1， 
(1&i«j«n ) RAM. (b) f(z)-1 是 一 个 次 数 <n HAI, CA ME, PUEDEN. (c) 
考虑 






































中 的 常数 项 . 
5.87 根据 (5.61) , nme "tem. 第 二 项 中 的 求 和 项 是 


1 ea" 
m =o k 
(1-1/ m)k-n-1 i 
-Lyf k-n-1 ye» í 
HT Uy =D! [e = ml], RER 

y penes Jes 
k>n/m mk —n-1 

B (m+)k-n-1 m n-mk) ,x 

->| k X : ) =Š, k Z : 


附带 指出 函数 Bz") 和 (gu E ay 是 方程 wt! E w” = z” 的 m+l 个 复 根 . 


5.88 利用 














fie e")dt/t=Inn Fil(l-e")/t<1. (根据 (5.83 ) , 当时 有 [六]- O(k^7?), 




















所 以 这 个 界 表明 斯 特 林 级 数 于 ,5 t co nico nemi, re ott 


InT(l+x). ) 
5.89 根据 二 项 式 定理 ， 将 它 加 到 (5.19 ) 上 ， 两 边 就 得 到 y" Qo y)". 求 导 得 出 


=É 一 -k 
een eere 


SETA AH km +1 (CE k 并 应 用 (5.15 ) 得 到 
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452 


-n-1 
eve + yy n 


mtr -n-l +1+k y 
zl | 有 Esa k 


m+l+k k 








在 超 几 何 形式 下 ， 它 转化 为 


它 是 反射 律 (5.101 ) 的 特 














pon 


x) f u m+l+r,nt+l|l x l 
m+2 |y y m+2 x+y 


殊 情 形 (a,b,c,z)=(n+1,m+1+r,m+2,-x/ y). 





(从 而 (5.105 ) 与 反射 


律 以 及 习题 5.52 中 的 公式 有 关 . ) 
要 这 个 和 式 对 于 0 三 三 + 没有 分 母 为 零 的 项 ， 


由 


5.90 Jr 是 一 个 非 负 整数 ， 这 个 和 式 是 有 限 的 ， 只 
1 正文 中 的 推导 都 是 正确 的 ， 反 之 ， 这 个 和 式 是 无 限 的 ， sumen A * 


AEF k (—s - DV (7r -1)! CARE (5.83) ). BELA, 如 果 这 个 无 穷 级 数 要 收敛 , 就 需要 > s +1 








. (如 























果 和 s 是 复数 ， 收 敛 条 件 就 是 Rr > 91. KHE. ) 根据 (5.92 ) ， 这 个 和 式 就 是 
F mb I(r-s-DI(-) _ s+l 
=s T(r—s)I(-s— D st+l—r 
这 与 我 们 在 r 和 s 是 整数 时 所 发 现 的 公式 是 相同 的 . 
5.91 (最 好 有 计算 机 了 予以 辅助 ， ) 附带 指出 ， 当 c=(a+])/2 时 ,根据 普法 夫 反 射 律 ， 它 转化 为 一 个 
与 高 斯 恒等式 (5.110 ) 等 价 的 恒等式 . DSDATUIUR. w 2 —z / 0.— z) ,我 们 就 有 4w(1 - w) = -4z/ (1-2) 
而 且 
1 1 1 
iniit eee -5 ore =| 
l+a-b |l-z 
l+a-b 
NF a,b 
539 a 
5.92 如 同 克 劳 森 在 150 多 年 前 所 证 明 的 ,可 以 通过 证 明 两 边 满足 同样 的 微分 方程 来 证 明 这 些 恒等式 . 写 


















































出 z” 的 系数 之 间 所 得 到 的 方程 ， 一 种 方法 是 用 二 项 式 系 数 : 
rs r S 2r \(r+s)f 2s 
kAkAn-kAn-k _ n n n 


2 rts—-1/2\(r+s—-1/2 2r+2s\(r+s—-1/2 i 
n n 
1/ 





k n-k 
-1/4+r)(-1/4+s\(-1/4-r)\(-1/4-s 
Cu overs 
-l+rt+s)\(-l-r-s 
wae ae 
1/2\(-1/2+r-—s)\(-1/2-rt+s 
Gb da 


n 


IST] 





x! 








对 面 加 框 的 句子 
是 自我 指 涉 的 . 





另外 一 个 是 超 几 何方 法 : 








Pere ape 
ee ee ee (2a * 2b)" a"b 
2 
— Ef ga eis - : | 
F Q Opt , i | (1/2 0/24 a- by (1/2— a by' 
Lea ebirka- nbn (1+. a +b)" (1/4 - a)' (1/4 — b" 


593 a" TIT GO *2)! fO). 








k-1 


5.94 Gosper kareo annee. HETTAN, 24m S0 BWV) n 的 整数 时 ， 


n-k 
我 们 有 


a Gad a arf 








5.95 p 和 7 的 首 项 系数 应 该 为 1， 而 且 p 应 该 与 9 Mr 没有 公 因 子 . 将 因子 打 乱 并 重新 组 合 ， 就 很 


5.96 














容易 满足 这 些 附加 条 件 . 

现在 假设 p(k + Dalk) / p(K)r(k 1) = PC + DOCK) / PIOR( 1) ， 其 中 多 项 式 (p,q,r) 和 (P,Q,R) 
都 满足 新 的 判别 条 件 . BE pK) 2 p(k)/ glk), RE = P(k)/ g(k) ,其 中 g(k)=gcd(p(k),P(K)) 是 
p 和 PP 的 所 有 公 因 子 的 乘积 .这 样 就 有 











Polk + Dg) (ORG +1) = pyGor( € D) fy - DOK) . 


假设 pU) z1. 那么 就 存在 一 个 复数 o 使 得 p,(g)=0 ， 这 就 表明 qa), r(o)z0, 
P(a)40. 故而 , RTA py(a-DR(x-1)20, pl(a-NO(a-1)=0. KN 是 正 整 数 ， 它 
使 得 p\(@+N)#0, p(@-N)#0. 这 一 论证 重复 N 次 ， 我 们 就 得 到 R(w+D…R(w+ N)=0= 
Q(a-1:-Q(a—N), KH (5.118) 矛盾 ， 于 是 就 有 p) -1. 类 似 地 有 PB(k)=1 ， 所 以 
p(k) = P(k). 现在 q(g)=0 , HWA r(a~+1) 40 (ARH (5.118) ) ， 从 而 gq(K)\O(k) 类似 地 有 
Q(k) Nq(k) ,所 以 q(k) = Q(k) ,这 是 由 于 它们 有 同样 的 首 项 系数 . 这 样 就 剩 下 讨论 r(D = R(O) T. 
如 果 r(k) 是 一 个 非 零 有 理 函 数 ， 而 7(6) 是 一 个 超 几何 项 ， IA rT 是 一 个 超 几 何 项 ， 称 它 
为 T(k) 的 相似 项 ，( 对 的 有 限 多 个 值 ， 我 们 允许 r(k) 取 ~ 以 及 T(K) 取 0， 或 者 反 过 来 . ) 特 
y, T+) ŽE T (K) 的 相似 项 ， 如 果 T(k) RIT, KO) 是 相似 的 超 几 何 项 ， 那 么 T(k)+L(k) 是 
HLTH. WE TE) Tk) 是 互 不 相似 的 ， 且 闫 >1 ， 那 么 TT(K)+…+7,(#) 不 可 能 对 除了 有 
限 多 个 值 以 外 的 所 有 大 值 都 为 零 . 如果 可 能 ,我们 来 考虑 一 个 m 取 最 小 值 的 反例 ， 并 设 
r(k)=T(k+))/T(k). BT Tz) +7,(k)=0 , RIRA n (OT) n T) =0 ， 
n (n) +--+ 7, (KT, (A) S T D) T, 120, Afi (rü)-n0)00O)*- (rk) - 
r,400)T, 40) 20. 我 们 不 可 能 对 任何 7 了 < 严 都 有 六 (名 -六 (DO 20 RN T, PUT, 是 不 相似 的 . 但 
是 m 是 最 小 值 ， 所 以 这 不 可 能 是 一 个 反例 ， 由 此 得 到 m=2. 但 是 这 样 的 话 ，ZT(k) fU TG) 就 必 
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定 是 相似 的 ， 因 为 它们 两 者 对 除了 有 限 多 个 值 以 外 的 所 有 其 他 都 等 于 零 . 

IUTE (k) 是 任何 一 个 满足 tk+1) / ((K) = re) 的 超 几 何 项 ， 叉 假设 (有)= (T C 1) T, (CF) 
-(T(K)*---T,()) , EFP m 是 极 小 元 ， JA T, T, 必定 互 不 相似 ， 设 x(k) 是 一 个 有 理 函 数 ， 
它 使 得 


r(k)(T,(k +1) - 7,00) - (7,( 2) -T,( €) =r, Tk). 








(Ri m»1. BEFO-r(Ot(Kk) -t(k-1) 9 n(k)T n LG) ， 对 除了 至 多 一 个 值 之 外 的 所 
j WE r0. mro, WX =T (k+)-T (k) 满足 T(k+1)/T(R) 
=1(k+])/t(k) ， 所 以 Goasper 算 法 会 求 得 一 个 解 . 

5.97 首先 假设 对 任何 整数 4>0 ，= 不 等 于 -4d-1/d . 这样 根 据 Gosper 算 法 ， 我 们 有 p(k)-1, 
q(k)2(k-1? , r(k)=k°+kz+1. 由 于 deg(O)< deg(R) H.deg(p) - deg(R) -12 1, JUGE RT RE 
Vege z=d+2, 其 中 4 是非 负 整数 .难处 理 的 s(O) =a k" 0,26 d =0 时 不 成 立 ,而 当 g >0 
时 成 立 ，( 在 (5.122 ) 中 , 1E K", KT! 的 系数 相等 得 到 的 线性 方程 将 w 1,…, 0 表示 成 ww 的 
正信 和 数 ， 而 剩 下 的 方程 1=Q@ co 就 定义 了 om . ) 例如 当 z=3 时， 这 个 不 定 和 式 是 
+P TIO +3j+D+C. 

另 一 方面 ， 如 果 z= -d -1/4d ， 所 述 项 1(k) X] k >d 是 无 限 的 .有 两 种 合理 的 方式 来 进行 : RN 
















































































可 以 通过 重新 定义 
k? d-1/d)!k? 
t(k)= I ( ) 


IL (P -a+ d+) 6-14) -4) 





来 抵消 分 母 中 的 零 ， 这 样 一 来 对 0 三 k<4d WA t(k)=0, MX k >d 它 是 正 数 . 这样，Gosper 
算法 就 给 出 p(k)-ki, q(k)=k+1, r(k)=k-1/d ,我 们 就 能 对 s(K) 来 求解 (5.122) ， 因 为 右 
x) k 的 系数 是 (j+1+1/q)g’ WE {a,c} 的 倍数 .例如 当 4 =2 时， 这 个 不 定 和 式 是 
2654 =a 3/2)4-C. 

35 105 

我 们 可 以 换 一 种 方式 来 对 原来 的 项 求 和 ， 不 过 仅 在 0 入 上 < d 的 范围 内 ， 这样 我 们 就 能 


a ,|@d 
r= Den] e 




















osama 20 











代替 p(k) = 在 .这 是 合法 的 ， 因 为 (5117) hO<k <d-1 仍然 成 立 ， 我 们 有 p(k) =lim,_,, 
(( &y* - k*)/ & 2 lim, (e) 712， 所 以 如 同 在 洛 必 达 法 则 中 那样 , 这 一 技巧 实质 上 从 (5.117 ) 
的 分 子 和 分 母 中 抵消 掉 一 个 0， 现 在 Gosper 方 法 就 给 出 了 一 个 不 定 和 式 . 

5.98 nS,,,=2nS,. (HER: 这 没有 给 出 有 关 S SIE. ) 

















(D Burma-Shave 在 20 世 纪 上 半 叶 曾经 是 美国 刹 须 泡沫 产品 中 一 个 有 名 的 品牌 ， 它 的 户外 广告 极 具 议 谐 特色 ， 曾 
风靡 一 时 ， 作 者 在 此 引用 这 一 广告 极 具 特 色 的 品牌 名称， 是 为 了 彰显 在 本 书 前 面 几 页 中 连续 出 现 的 镶 诬 在 
方 框 中 的 含有 导论 特点 的 六 条 涂鸦 就 像 Burma-Shave - 样 颇具 广告 特色 . 

































































Burma-Shave" 











看 ,任何 有 限 序列 都 
显然 可 求 和 ， 因 为 我 
们 可 以 找到 一 个 多 
H5 A, EH tlk) 
(0Oxk«d ) HA. 
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5.99 i p(n,k) =(nt 1+ )B,(n)* (n 1 a back) (n) = B(n,k) , t(n,k) 2 (nk) / (n1 K) , q(n,k) 
=(n+l+a+b+c+k)\(a-k\(b-k), r(n,k)=(n+1+k)\(c+k)k. 这 样 (5.129 ) 就 能 通过 2, (n) = 
(nt+lt+tat+bt+ce\n+l+at+b), f(n--(n*lc-a(n-leb), œ(n)=s(n,k)=-1 TAR f. np 
(5.134) 当 n= -a 时 为 真 ， 并 对 n 用 归纳 法 ,我 们 就 发 现 了 (5.134 ) . 

5.100 用 Gosper-Zeilberger 算 法 容易 发 现 


7 十 2 2n+2 _ n-k n+l-k ee ee 

















e) s: 











Wk 205] k= n -1 求 和 就 得 到 (+2)(9, —1) - (2n ex(s.. -二 --n. JAT (2a +2)S, = 
n 





(n+2)S, +2n+2， 现在 应 用 求 和 因子 就 导出 表达 式 5, =(z+D2”> 2*/(k+1). 
5.101 (a) 如 果 保 持 m 固定 不 变 ， 则 由 Gosper-Zeilberger 算 法 发 现 (n+ 2)8, (2 7 27 D(n * DS, (Z) + 
(2n*3-z(n-m-*1))S, (2. 我 们 还 能 对 项 




















Bmn)tm,n,k) + B,(m,n)t(m 1, n,k) + B,(m,n)t(m,n+ 1k) 
































应 用 这 一 方法 . 在 这 一 情形 下 ， 我 们 得 到 一 个 更 简单 的 递归 式 
(m+ 8,2) -(n* DS, (2) = 0- 2)0n —n)S,,,,(Z) . 


(b) 现在 我 们 必须 再 加 把 劲 ， 处 理 含 有 6 个 未 知 数 的 5 个 方程 . 由 算法 求 得 








,fn ; i nly , 
(n*1)(z-1) 4 Zz nsx k | Zz 


n+2 a k 
«nz k | # -Tek +D -T0 





k-1) n+1 
s(n,k) = (z-Ik? -2((n+2)z -2n -3)k +(n+2)((n+2)z -4n -5). 


pé E + i (nk) a 


FÆ (n+ 1)(z-1)S,(z) -Qn 3 + DS, a (Z) *(n*2)5,,(2) = 0. 附带 指出 ， 这 个 递归 式 对 于 负 
iin ERE, ARMA S, 0) S, )/0- 2)". 

















Fist S, © 可 以 看 成 是 勒 让 德 多 项 式 己 C)= x (zy G1 127 的 -种 变形 ， 因 为 可 以 记 


S,(2)=(-2)"P, t u z) . RE, S, (2) = (0-2) PO (=) 是 一 个 变形 的 雅 可 比 多 项 式 . 
=z. —2 








z-0 时 又 如 何 呢 ? 5.102 这 个 和 式 是 P in, n;b Tu z) ， 所 以 我 们 不 需要 考虑 z= -! 的 情形 . Wn-23m. M 


p(m,k) = (8m € 3 - ky (m--1—k)B, * (Am 4—-b - K B, , 
q(m,k) =(3m+3-k)\(mt+l—-a-k)z ， 
r(m,k)=k(4m+1-b-k) , 


s(m,k) 2 a, K^ +@k+ a, 








543 








456 附录 A 


时 我 们 来 寻求 (5.129 ) 的 解 . ry ERIS SIE UR TT EA AERE A (02, 05,05. B...) ， 


"EM 


T] BA ^^ 
习题 丛生 


当 且 仅 当 其 








系数 行列 式 为 零 ， 而 这 个 行列 式 是 关于 六 的 一 个 多 项 式 ， 它 仅 在 8 种 情形 下 取 值 为 零 . 当然， 其 
中 的 一 种 情形 是 (5.113 ) ,但 是 现在 我 们 能 对 所 有 非 负 整数 n ( 而 不 仅仅 对 nn 2(mod3) ) 














WE [ccc] RIRA 





«Jr Hey) 


Ml, s. B 种 情形 是 (ba)=| 二 0.8] ， 有 恒等式 








k 


=n 


2 
n 3” 
3 | - [1,0,0]1 6"? 


4 
7 











( 令 人 惊奇 的 是 ， 这 个 恒等式 仅 当 n 是 3 的 倍数 时 才 不 为 零 ， 而 此 时 恒等式 可 以 写成 


BU anh JU 


(3m)!(2m)! 
(4m)!m! 


=16" 
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JAY. 





它 有 可 能 是 有 





1 
Zz 3 
c 


) 剩 下 的 6 种 情形 还 产生 出 更 加 奇特 的 和 式 











b 
7 [6.6.6;] 
| m b 
3 


其 中 (a,b, 2,C0,Cl o> a,b, x) 的 取 值 分 别 是 








3 b 3 b | 
[n/3| |n/3| 





| 
12 3 4 4 12 3 
c qui ou 64) Ga 81,3, 0, >, 0, 64} 
12 3 4 12 3 4 

ES , 0, —-4,1, 2; 0, E 工 _16 > l 2 4,1,0, 3, A 0, 16 , 
2 6 3 6 3 6 


5.103 我 们 假设 a; 与 站 不 等 于 零 ， 如 若 不 然 ， 对 应 的 因子 对 大 的 次 数 就 会 没 


io = B(n,K)t(n,k) ， 其 中 


- II (an+a;k * a/[a, « 0] a")! f 
t(n,k) = 7 n" 
[I (bn * bk ilb, > 0] 57) 





此 时 ， 除 了 在 首 项 系数 出 现 相 互 抵消 的 不 寻常 情形 外 ， 就 有 deg(p) = deg(/) + max 





影响 . 














设 
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($ bib »01- 377 ala <0,” ala, > 0]- 17. ee (la | la, | e|] 


-+|b,|). 又 有 deg(q)= Y, ala > 017 X ,be <0], deg(r) = X g> 01-2" aia; <0], 
再 次 需要 排除 不 寻常 的 例外 情形 . 
(这些 估计 式 可 以 用 来 直接 证 明 : 24 7 增加 时 , p 的 次 数 最 终 变 得 足够 大 而 使 多 项 式 s(n, K) 成 为 
可 能 ， 且 未 知 数 w 和 B, 的 个 数 最 终 变 得 大 于 要 求解 的 齐 次 线性 方程 的 个 数 . 所 以 ， 如 果 像 正文 
中 必定 存在 使 得 所 (DB O0) 不 全 为 零 的 解 那样 论证 , 我 们 就 又 证 明了 GosperZeilberger 算 法 取 
得 了 成 功 . ) 
5.104 设 t(n,k) - (-D'(r -s - Kr - 2k) ((r s -2k)r-n-k1Yn—k)!) . ABA Bn,k)+ 
Btn+1,k) AA RU LATOR A, Boy deg(f) 21, deg(q-r)=3, deg(qtr)=4, A=-8, 
=-4, [BÆ B(n)t(n,k) + B(nyt(nt 1k) + B(n)t(n+2,k) 可 以 ,这 基本 上 是 因为 当 q(nk) = 
(r-s-2k)r-s-2k-VD(n-2-Kkyr-n-k41) VÀ KX r(k)s(r-s-k«ly(r-2k-2y(r -2k + Dk 
NAA =0. 其 解 是 
Bn)=(s -nr-nt+l)(r—2n+1), 
p(n) =(rs-s°-2rn+2n° -2r +2n\(r-2n-1) , 
Bn) =(s-—rtnt+ (n+ 2)\(r -2n-3) , 
a(n)=r—-2n-1, 
我 们 可 以 断言 ， 当 5, 表示 所 述 和 式 时 ,就 有 B, 00S, + B(n)S,,,+ B(n)S,,.=0. 在 验证 nw=0 和 
n=1 的 情形 之 后 ， 就 足以 用 归纳 法 证 明 这 个 恒等式 . 
但 是 S, 也 满足 更 简单 的 递归 式 Bm)5,+Bi(m)5,,=0 ， 其 中 Bn)=G-m)(r-2n+1) ， 而 
Bn) =-(n+1)\(r-2n-1). 为 什么 这 个 方法 没有 发 现 这 点 呢 ? 是 的 ， 没 人 说 过 ， 这 样 的 递归 式 
JE 2x fl UB Dk) + B, (t(n Lk) 是 不 定 可 求 和 的 . 惊人 的 事情 是 ， 事 实 上 Gosper- 
二 如 此 多 的 其 他 情形 中 的 确 发 现 了 最 简单 的 递归 式 . 
: 我 们 找到 的 二 阶 递归 式 可 以 分 解 为 
B+ GN + B(n)N? = ((r-n +N +(r-s-n-1) (B0 + BON) , 
HP N (5.145) 中 的 移 位 算 子 . 
5.105 置 a=1 并 将 Henrici 的 “友好 怪物 ”恒等式 

















































































































py (34 *q Az 3 

2 _ oS 

fof fon | 13 42 5 , | | ) 
d,—a+—,—a+—,—a-~,—a,—at+-—,a 
3: 3 33 3 3 33 3 3 

Pi z^" 的 系数 加 以 比较 即 得 ， 其 中 f(a,z) =F(l;a,1;z) . 通过 指出 其 两 边 满足 同样 的 微分 方程 ， 

可 以 证 明 这 个 恒等式 . 

Peter Paule 发 现 了 另 一 个 有 趣 的 方法 来 计算 和 式 : 














545 














546 




































































458 附录 A 习题 答案 
N i K421 = N i k+l 
n " 74 mm H 
m J 局 
= w 
k,l k l 
N 2 
-yfi Ml “(0+zX0+ 2) 
PEL (serae) 
zx C (ee a -1) 
poy NY Nos (wz -1 Y 
eren) 
S(2N - NN " 
E | N WE Je- D 
2N- j | 
"dU 
这 用 到 二 项 式 定理 、 范 德 VA [z^]g(az) -[z^]g(z) .我 们 现在 可 以 取 N=3n 并 将 
er 个 和 式 8 ， 神 奇 地 得 到 一 阶 递归 式 (n+D)?5,, = 4(4n+1) 
(4n+3)S, ， 这 个 结果 由 ae 可 得 . 
如 果 用 3n+1 或 者 3n+2 代替 32 , 则 所 述 和 式 等 于 零 . 的 确 , 当 Nmod3 关 0 HLr(oL m) =t(l,m,k) 
mt, So temo" 总 是 为 零 








5.106 ( 解 由 Shalosh B. Ekhad 给 出 ) 设 


(Q+n+s)I+r) -+nt+rn)j+t(s -nk)(7- Di 





T(r, j,k) = 


t(r, j,k); 


(d-mt+n-rt+s\ntr+)G-r-DU +h) 


U(r, j,k)= (s+n+1)(k+1)k 





t(r, j,k). 


(-mt+n-rt+s)ntrt+)j +h) 


所 述 等 式 可 以 用 常规 方法 验证 ,而 ( 5.32 ) 可 以 通过 


T(r,j+1,k) -T(r, j,k), 
再 对 j 求 和 . ) 
， 我 们 还 












































恒等式 




















对 7 和 大 求 和 得 出 . ( 求 和 
先 对 j 求 和 ,再 对 k 求 和 ; RAMU, Jk - D) -U(r, jk) ， 先 对 
需要 对 x=0 的 情形 验证 (5.32). 在 此 情形 下 ， 它 通过 三 项 公式 转化 为 
n+l\(st+n-k S Ne Edu 
C no renf Y, 5). mnm, mmn een, n 
1 过 0. MARR n+ > 0 的 情形 之 外 显然 都 为 零 . 反之 , FATA n-k TUS k JEH C524) 
5.107 如 果 它 是 正常 的 ， 就 会 存在 一 个 线性 差分 算 子 使 它 为 零 . 换 名 话说， 我们 就 会 有 一 个 有 限 求 和 M om 
的 ， 因 为 它 等 
(n -1)! (k-1)! 
/n!k!. 1 (m — K^) 也 
是 正常 的 ， 但 


Ya, 0) (nei + j)+1)=0, 


i=0 j=0 


1/(? +P) 不 是 . 
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其 中 诸 个 w 都 是 关于 n 的 多 项 式 ， 它 们 不 全 为 零 . 选取 整数 i 、 FUR, ， 使 得 z>1l H 
a, (n)#0. 那么 当 E=-1/C+D-7 时 ， 和 式 中 的 信访 项 是 无 限 的 ， 其 他 项 则 是 有 限 的 . 
5.108 在 双重 和 式 中 用 mk 代 蔡 k ， 然 后 利用 (5.28 ) 来 对 大 求 和 ， 就 得 到 


7 my (m tn-j ? 
«xe. 
这 样 一 来 ， 由 (5.21 ) 的 三 项 形式 就 得 到 所 要 求 的 公式 . 
直接 证 明 4, , 的 两 个 对 称 和 式 是 相等 的 , 看 起 来 是 有 困难 的 . 然而 , 我 们 可 以 用 Gosper-Zeilberger 
算法 ， 通 过 指出 这 两 个 和 式 都 满足 递归 式 
(n+ Dy Ann - f(m,n)A, na +(n+ 2y A 



























































=0 


m,nt+2 


来 间接 证 明 其 相等 ， 这 里 f (m,n) = Qn 30 +3n+2m 42m 3). (n = MH ‘| 
i : " ， C i 一 ii C a ”我 们 发 现 
(n+1)t,(n,k)— f (m, n)t (n+ Lk) € (n 2Y t(n* 2,k) =T (nk € 1) T Qn) ， 
其 中 (nk) =-2(2n + 3)k 44 (n,k)/ (n+ 1-k\(n+2-k) , Mi Tk) -((n 2)4mn* n 3m? 
+8m 42) - 2(8mn n 4 m? +6m+2)k +(2m + DA) (n tnl1-Kyt,(n,k) / (n 2-k)! .这 就 证 明了 
递归 式 ， 所 以 我 们 只 需要 验证 当 n=0 和 n=1 时 等 式 成 立 ， (我们 原本 也 可 以 用 更 简单 的 递归 式 
mA 




















m,n- - nA, s = (m = n)(m* + n m mn)A, 11 , 














这 个 递归 式 可 以 用 习题 5.101 的 方法 得 到 . ) 
A, 的 第 一 个 公式 与 第 三 个 公式 相等 ， 这 一 事实 意味 着 生成 函数 >,，, 4, w"z" 之 间 的 一 个 非 同 


一 般 的 恒等式 


ye => 2k i w z* 
7 a _ zy! =k a _ wy" a _ zy : 





























FUP 5.(z)= x( z^. BEG 





KY 
" > | ) xiy 
w'S,(x)S, 2k w j 
Y SO) X | J 


TU-A ly ^ ^kJü-wy" a-a ' 
这 是 Bailey09 发 现 的 恒等式 的 一 个 特殊 情形 . 


5.109 XHERTESREBE a, a.a, 以 及 任何 整数 x ， 设 ,= | i wal "ud y. 那么 ,如 果 


uu 








k 
O<m<p, ， 我 们 就 有 
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g + pn\” +pnt+l(j+pk)\" , 
om 2» 网 4" B M " "| ee 
j=0 k 


j+ pk 


(m ly (nt Ik Mw 
j k 


而 且 对 应 的 项 是 同 余 的 (nodP) ,因为 习题 5.36 表 明 : 24 Ij m = p 时 它们 是 p 的 倍数 , 习题 5.61 
表明 : 当 +m<p 时 这 些 二 项 式 是 同 余 的 ， 而 (4.48 ) 则 表明 x^ 2x. 

5.110 如果 2n-1 是 素数 ， 则 此 同 余 式 肯定 成 立 . Steven Skiena 还 找到 了 n=2953 ， 此 时 
2n+1=3x11x179. 

5.111 部 分 结果 见 参考 文献 [96]. V. A. Vyssotsky 完 成 了 计算 机 实验 . 

















2 
5.112 WÈ n ABQ, 由 习题 536 可 知 | 是 4 的 倍数 .反之 ，A. GranvillefllO. Ramaré 对 所 有 
n 

















n <2” ”验证 了 所 述 的 现象 ， 他 们 指出 : HA n2 27", K 都 可 以 被 一 个 素数 的 平方 整 





be, 由 此 加 强 了 Sirkzyam 的 一 个 定理 ， 这 就 证 实 了 一 个 长 期 未 解决 的 猜想 ， “nsan? 永 
n 





远 都 不 是 无 平方 因子 数 
2 

对 三 次 方 类 似 的 猜想 是 ; 对 所 有 n> 1056 , | d 都 可 以 被 一 个 素数 的 立方 整除 ， 而 对 所 有 的 

n>2° +2”, 它 可 以 被 23 或 者 3 整除 . 这 已 经 对 所 有 n<2"” ”进行 了 验证 . ERE, Paul Erdős 


2 
WAR. Mn tt, me, [| r| BAFE, 即便 限制 p 取 值 为 2 或 者 3， 这 个 结论 也 





有 可 能 为 真 . 
5.113 习题 7.20 中 关于 生成 函数 的 定理 或 许可 以 帮助 解决 这 个 猜想 . 


3 2 2 
2k n " 
5.114 Stehlp4 证 明了 ， ex. X jos nadz hi) 
n 





Cr] | -| 在 其 他 方向 上 ，H. S. Wilf 让 明了 : Yin <9 mt, REE m, ol” 都 是 整数 
hi 


6.1 2314, 2431, 3241, 1342, 3124, 4132, 4213, 1423, 2143, 3412, 4321. 





6.2 Ha ， 因 为 每 个 这 样 的 函数 把 其 定义 域 划分 成 上 个 非 空 的 子 集 ， 且 有 m 种 方式 对 每 一 个 划分 


必定 函数 值 . 〈 对 大 求 和 得 到 (6.10 ) 的 组 合 证 明 . ) 
6.3 MEA d,a S (重心 ) -e=1-2s+(dg+…+d) 人 .这 个 递归 式 像 (6.55 ) ， 但 是 用 1- e 代替 了 
1， 于 是 最 优 解 是 d,,, -ü0-eH,. 只 要 e <1， 它 都 是 无 界 的 . 


1 ` " 2n k- 
64 Haya ZH, CREW, cl /k=H,-H,. ) 























65 U,(x,y) 等 于 


x DG" ox Dt" ; 


第 一 个 和 式 是 





Ilan Vardi 注 意 到 , 此 
条 件 对 2n+1=p? 成 
立 ( 其 中 是 素数 ) 
当 且 仅 当 2/7 mod 
p=l. 由 此 又 得 到 
n=(1093’ -1)/2, 

1=(3511 -1)/2. 


斐 波 那 契 递归 式 是 
加 性 的 , 但 是 兔子 是 
成 倍增 加 的 . 


“真实 值 ” 是 国际 单 
位 制 的 65 英 里 , 但 是 
这 个 英里 实际 上 仅 
是 美国 单位 制 英里 
的 0.999 998 倍 . X 
单位 制 的 3937 英 里 
恰好 等 于 6336 千 米 ， 
斐 波 那 契 方法 将 
393744 3% 98,6370. 
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-1 
N GL 


剩 下 的 RI 可 以 并 入， 就 有 
Ee thy) = x" + Ee thy tax, 
这 就 证 明了 (6.75). WR (x,y) 2x "U, (x,y) IBA R(x, y) 20 AR xy 2 R, (Gy) tl /nty/x , 
SAE R,(x,y) =H, tny/ x. (附带 指出 ,原来 的 和 式 U, =U,(n,-1) 不 能 导出 这 样 的 递归 式 ， 于 
是 , 更 加 一 般 的 和 式 x 脱离 了 对 于 nn 的 依赖 一 一 比 它 的 特殊 情形 更 容易 用 归纳 法 求解 . 这 是 
另 一 个 富有 启发 性 的 例子 ， 其 中 的 一 个 强 归纳 假设 造就 了 成 功 与 失败 之 间 的 差异 . ) 
6.6 ”每 对 幼 兔 bb 在 月 末 出 生 ， 而 在 下 一 个 月 末 变 成 一 对 大 兔 aa; 每 对 aa 变 成 一 对 aa 和 一 对 bb， 蜂 群 也 
类 似 , 每 一 bb 犹如 一 只 雄 蜂 , 每 一 aa 则 如 同一 只 蜂王 ,只 不 过 蜂 群 的 斐 波 那 契 数 是 向 祖辈 回溯 的 ， 
而 兔子 的 则 是 向 子孙 代 发 展 的 . n SA ZA E, 对 兔子 ,它们 中 有 对 大 兔 和 下 对 幼 象 . (这 
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就 是 斐 波 那 契 原先 引入 他 的 数 时 的 背景 . ) 
67 (aSk=l-n, ， 并 应 用 (6.107). (D) ms1, k=n-1, MM (6128) . 
6.8 55+8+2 变 成 899+13+3=105， 真 实 值 为 104.607 36. 
69 21. ( 当 将 单位 做 了 平方 时 ， 我 们 从 书 到达 五,, .准确 答案 大 约 是 20.72. ) 
6.10 部 分 商 oa;a 全 都 等 于 1， 因 为 和 g=1+1/ 人 (于 是 ， 它 的 Stern-Brocot 表 示 就 是 
RLRLRLRLRL…，) 
6.11 (-l)"=[n=0]-[n=1], 见 (6.11). 
6.12 这 是 (6.31) 的 推论 ， 而 它 的 对 偶 结 论 在 表 6-3 中 . 
6.13 根据 习题 6.12 ,这 两 个 公式 是 等 价 的 ,我 们 可 以 用 归纳 法 . 或 者 可 以 注意 到 , z"D" 应 用 于 f(z) = 2" 
给 出 xz . gni 应 用 于 同样 的 函数 则 给 出 x" ， 这 样 一 来 ， 序 列 (85,8, 8...) 与 
(e Di D e) 的 关系 ， 就 必须 和 序列 人 与 OO) 的 关系 一 样 . 
6.14 我 们 有 
d Be rn) 
x =(k +1) t(n-k) , 
n n+l n+l 
XJ (n Dx 2 (k-D(x*-k-m-(n-ky(x-k-l). (只 要 在 LE=0、 大 =-1 和 大 =7 时 验证 后 
个 恒等式 就 够 了 ) 


6.15 ad 人 -全 我 们 就 有 一 般 的 公式 


x+k : 
a li Jeren g|" jemen. 


s n-m 







































































令 x=0 并 应 用 C619). 
616 4, -Y a, T 这 个 和 式 总 是 有 限 的 . 


an. (b)| |=n™ =n[n>k]/k!. (c) 

















{th 
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6.18 
6.19 
6.20 


这 与 (63) 或 者 (6.8) 等 价 . 

利用 表 6-8. 

Seen f= > +1- j)/ j} 2(n- DH? - H,. 

提示 中 给 出 的 数 是 分 母 为 奇数 的 分 数 的 和 式 ， 所 以 它 形 如 a/2 ，2 是 奇数 .附带 指出 ， 贝 特 
朗 假设 表明 : 只 要 > 2 b 就 至 少 能 被 一 个 素数 整除 ) 

M k> 2| MA |z/k(k+z)|S2|2|//k° ， 所 以 当 分 母 不 为 零 时 , 该 和 式 有 恰当 的 定义 . 如 果 z =n, 
我 们 就 有 > (I/k-1/(k*n)-H,-H,,*H,, “moo ERAT H,. CH,- y SERI 
为 y 函数 w(z). ) 

z/(e +D)=2z/(e -1)-2z/(e* -l =>). (1-2")B,2"/ nl. 

n 是 奇数 时 ，7,(Co 是 一 个 关于 的 多 项 式 ， 因 此 ， 当 求 导数 并 用 (6.95 ) 来 计算 也 ,Co 时 ， 它 
的 系数 就 被 偶数 相 乘 了 . (事实 上 我 们 还 能 证 明 : 根据 习题 6.54， 伯 努 利 数 B,, 总 是 以 2 作为 其 分 
母 的 第 一 个 震 ， 从 而 22 NT. e 2° \(n +1). fiiGenocchi ^l, TEAS AFR (n+ DT,,,, / 22 KA 
Genocchi Xf (1,1,3,17,155,2073,---). ) 

100n -nH, «100(n-1)-(n-1)H, ,€& H,,»99. (最 小 的 这 样 的 n 近似 等 于 e””， 而 它 在 
Nee" WER, 大约 e 倍 那么 长 .所 以 它 在 旅行 的 最 后 63% 中 变 得 更 加 接近 ) 
Wu(k)-H,,. Av(k)-l/k ， 这 样 就 有 xD -v() . 于 是 , RHE S,-HO = > Hulk 


n+l 















































= Hey -S =H, -S,. 





注意 ,根据 (6.108) , 4 m> nE gcd(F,,F,)=gcd(F,_,.F,). 这 就 得 到 一 个 用 归纳 法 的 证 明 . 
@)Q,=a(L,-F,)/2+BF,. (MEUSE, =-aF_,+BF,. ) (b)L,=9"+¢". 
当 丰 =0 时 ， 人 恒等式 是 (6.133). 当 上 =1 时 ， 它 本 质 上 就 是 


KQi sx), = Ko EK (ns sx) = K Xn aK Xn gn ， 
































根据 摩尔 斯 码 ， 右 边 的 第 二 个 乘积 去 掉 了 第 一 个 乘积 有 相交 划 的 情形 ， 当 k >1 时， 对 用 归纳 
法 就 足够 了 ， 这 里 要 用 到 (6.127) 和 (6.132). 如 果 我 们 约定 K_, =0 ， 当 天 的 一 个 或 者 多 个 
下 标 变 成 - 1 时 ， 这 个 恒等式 依然 为 真 . 当 乘 法 不 可 交换 时 ， 如 果 我 们 把 它 写成 形式 
K pane Xmen) E, atus Xa) 
= K, aaa) Kuss) - CD Ky Xna) 
那么 欧 拉 恒等式 对 k=n -1 仍然 成 立 . fA, XPTm-20, n=3 的 情形 ， 我 们 得 到 有 点 令 人 吃惊 
的 非 交换 分 解 式 
































(abc+a+c)1+ba)=(ab+1)\(cbat+a+c). 
Ky, x) RF x, 的 导数 是 

Ku Xn Kars X) 
而 二 阶 导数 是 零 ， 故 而 答案 是 


K(X, Xx) +K Oto Xn- K(X X)y- 


(当然 ， 欧 拉 早 在 
Genocchi 出 生前 很 
久 就 知道 Genocchi 
数 了 ， 见 参考 文献 
[110]， 第 2 卷 ， 第 7 
#, 8181. ) 














6.31 


6.32 


6.33 


6.34 


6.35 
6.36 


6.37 


6.38 


6.39 


6.40 


6.41 
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iré Gen [tere , 我 们 有 "jer 附带 指出 , 这 些 系 数 满足 弟 
归 式 


n-1l 


k-1 


| 区 十 


n n-l 
k k 











| EU nk0. 


n+k m+n+l| k nk jn tl PATE 
Es i IH [XY fore dul 它们 都 出 现在 了 表 6-4 中 . 


m 


WER n> 0 ,根据 (6.71 ) 就 有 H z BC - DI(H; , - Hg) ,而 根据 (6.19 ) 则 有 M - ze -3x2'43). 





RTT) euren. PEI 一 般 来 说 ， 对 所 有 整数 有 , (i) (638) 给 出 

设 n 是 >1/e 且 使 得 | 五, |>| ,| 成 立 的 最 小 整数 . 

现在 ds =(100+(1+d,) +--+ +d,))/(00+k) ， 对 三 1 它 的 解 是 di = Hag 7 Hy tl. M 
k>=176 时 ， 这 超出 2. 


Ast (分 部 求 和 ) 是 万 (z+ M m = Ha HH, ， 于 是 这 个 无 限 和 式 就 是 im (由 
m 


2m mn 











此 推出 


多 (人 =” onm 
izik(k+1) m-1 








, 





ALY v, (k) = (m -D2 .,(k modm/)/ mi. ) 


dl a A (分 部 求 和 ,利用 (5.16). ) 


KEER D cJ Daen ， 并 由 (6.67) 首先 对 求 和 ,得 到 








n+DH?-(2n+DH,+2n. 








如 果 6n -1 是 素数 ， 则 
4n-l k-1 
CD 
k = Ha ELLE 


的 分 子 能 被 6n -1 整除 ， 因 为 此 和 式 是 


4n-l 1 3n-1 1 1 3n-1 6n =] 
= + = i 
2 G sca] S& k(6n-1-k) 








k=2n k k=2n 


类 似 地 ， 如 果 6n+1 是 素数 ， 则 OCD / e = Hp- Hu, 的 分 子 是 6z+1 的 信 数 .对 1987, 我 们 


要 求 和 直到 上 = 1324. 
s., a el x ER A ,于 是 有 S +S, SA du B 


de H 
RAE Fii $ 
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642 FF. 


6.43 在 》 l 


FEz'-zzl(l-z z’) ese 








nz0o " 


得 到 ， 这 个 和 是 一 个 周期 长 为 44 的 循环 小 数 


0.112 359 550 561 797 752 808 988 764 044 943 820 224 719 101 123 595 5+. 























6.44 如 果 需 要 ， 就 用 (—m,—-k) 或 者 (k,-m) 或 者 (-k,m) 代替 (m,k) , EEE m Sk SO. WE mak , X 
个 结果 是 显然 的 ， 如 果 m >k ， 我 们 可 以 用 (m — k, m) 代替 (m,k) 并 用 归纳 法 . 

6.45 X,- A(na * B8 Co)y - D(ó , P Bs F,, A(-2E,,. A(n)+B(n)-D(n)=1, H. 
B(n) - C(n) -3D(n) 2n. 

6.46 9/2710 /2. 设 u=cos72 以 及 v=cos36” , AhAu=2v’-1, Mv=1—2sin?18°=1-2u’. 从 
Wutv=2utviv—-u), 4v -2v-120. 我 们 可 以 追寻 此 项 研究 ， 以 求 出 5 个 复 的 五 次 单位 根 : 


@'tij2+¢ | -ótij3-ó 


, , . 


2 2 















































647 2V5P -(i« V5) -(1- V5), V5 HURT. MER p RAR WA, BRT 


0, Alb 


k=(p-D/2 之 外 均 有 | 21]=0 ， 旧 除 了 4=0 或 者 4=(P-D12 之 外 汐 有 | 2 | 


F,25^"?H2F. zl-5U"(modp). 可 以 证 明 ， 当 p 形 如 10k+1 时 有 5 Pr =1, M4 pv 
Tl 10k +3 IN MUAG 57? z-1. 

6.48 设 K,, = K jia) " 反复 利 用 ( 6.133 ) ? 两 边 展开 成 (ONE Rx ELS un 
+K, K 


lm-2 *m*3,n * 


6.49 在 (6.146) HA 2 = > 部 分 商 是 0,25%,25,25,.…， (高 德 纳 P0a 指 出 ， 这 个 数 是 超越 数 ， ) 
































6.50 (a) f(n) 是 偶数 全 3\2 (b) 如 果 n 的 二 进 制 表示 是 450 10%), , P m 是 偶数 ， 我们 就 
有 f (n) » K(a,,a5,::,a, 1). 
6.51 (a) 组 合 证 明 : 如 果 将 1 加 到 每 一 个 元 素 上 (按照 模 p ) , ABZ {1,2,---, p] 分 成 大 个 子 集 或 者 轮 
换 的 排列 方式 可 以 分 成 若干 条 “轨道 ”， 每 条 轨道 由 一 种 或 者 p 种 排列 方式 构成 .例如 
{1,2,4} U {3,5} 2 {2,3,5} U{4,1} > {3,4, 1} U{5,2} 
— {4,5,2} U{1,3} 2 {5,1,3} U{2,4} > (52,4) U {3,5} . 
仅 当 这 个 变换 把 一 个 排列 方式 变 成 自己 时 , 我 们 才 会 得 到 长 度 为 1 的 轨道 , 不 过 那样 就 有 k=1 
RA k=p. 另外 还 有 一 个 可 选 的 代数 证 明 : FATA x? =x? ex! LR x^ = x^ —x(mod p) , 
为 费 马 定理 告诉 我 们 : x^ — x BEBE (x 0) -D--(x- (o - D) 整除 . 
(b) 这 个 结果 由 (a) 以 及 威尔逊 定理 推出 ， 或 者 可 以 利用 x? = x? /(x-D)8 (x^ -x3)/x-D) =x? + 


x"? xx. 


osses te 






































p+l 
k 


























ein 2 +2 +2 "I 
Jo ini ae pit ^ |a Jem (类 








Qa 在 参考 文献 的 那 一 页 ， 作 者 原来 写 的 是 “any odd prime”， 但 出 版 时 误 写 为 了 “any old prime”， 故 作者 在 此 
开 了 个 玩笑 . 


"GE p 是 任意 一 个 老 
素数 . ”( 见 参 考 文 
献 [171], 4190. ) 


(计算 机 程序 员 们 
请 注意 : 这 是 一 个 值 
得 用 尽量 多 的 素数 
来 进行 检验 的 有 趣 
的 条 件 . ) 


( 伯 努 利 数 的 分 子 在 
费 马 大 定理 的 早期 研 
究 中 起 着 重要 的 作 
用 , 见 Ribenboim 9l. ) 


6.54 (a) MWR m p , RIRE S, (p) = S, ( 
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似 地 ， li PP he. ) 
P P 


eror etel v 


MEE ， 所 以 


"HIP 


是 p? 的 倍数 . (这 称 为 Wolstenholme 定 理 . ) 
6.52 (a) TUAH H, =H; +H p/p Hr p, [KL p]/k. 
(b) 考虑 mod5 , X 0<r <4 RITE H, =(0,1,4,1,0). 从 而 第 一 个 解 是 2=4.， 根据 (a)， 我 们 知道 














5\a,>5\q,,,5 ， 所 以 下 一 个 可 能 的 范围 是 z=20+r (0<r<4 ) ， 此 时 我 们 








Hen eH, EH +H, +H, -$ 20/kQ0- k) . H5, 的 分 子 如 同 忌 ,的 分 子 一 样 ,可 以 








被 25 整 除 ， 于 是 在 这 个 范围 里 仅 有 的 解 是 n=20 和 1 = 24 ， 下 一 个 可 能 的 范围 是 mn= 100+y ， 
P "NR "TS M T "a " , 
BUE H, = H+ Hay » ERU IL + H 加 上 一 个 分 数 ， 这 个 分 数 的 分 子 是 5 的 信 数 ， 如 果 


=H =m (mod5) 33! m 是 一 个 整数 ,那么 调和 数 H o., 的 分 子 能 被 5 整除 当 且 仅 当 m+ H, = 


0 (mod5) ， 于 是 m 必须 = 0,1 或 者 4. 考虑 mods ， 我 们 求 得 Lise uma : H,= : H, 
5 5 25 





=7=3, 从 而 对 100 三 nn 三 104 没有 解 . ZEW 120 <n S124 也 没有 解 ， 我 们 已 经 找到 


了 所 有 的 三 个 解 . 

《根据 习题 651(d), 如 果 疡 是 任何 一 个 过 5 的 素数 ,我 们 总 有 天 \a 4. pa, UR p\a, 刚 
刚 给 出 的 论证 方法 表明 ， 这 些 是 关于 p\a, 的 仅 有 的 解 ， 当 且 仅 当 p?^H, , +H, 20 (mod p) 
(Oz r«p ) 没有 解 . 后 面 这 个 条 件 不 仅 对 p =5 成 立 , 而 且 对 p =13,17,23,41 和 67 也 成 立 
有 可 能 对 无 穷 多 个 素数 成 立 . H, 的 分 子 仅 当 n=2,7 和 22 时 才能 被 3 整除 ， 它 仅 当 
n = 6,42,48,295,299,337,341,2096,2390,14 675,16 731,16 735 和 102 728 时 才能 被 7 整除 .见习 
题 6.92 的 答案 . ) 











6.53 分 部 求 和 得 到 


n+1 | (-D* 


(n*2y | (ntl 
m+1 








((n +2)H,,— 1) 一 1 |. 














p-(P) (mod p) , 这 是 由 于 当 1 三 k<p 时 有 k?"=1. 又 有 
S,s(p) = p-1=-1. WRO<m<p-1, 我们 可 以 写成 


E gn m it 
s- Mee She =0. 


k=0 j-0 j=0 LJ 








(b) He PAAR SEH, 1, 的 分 母 不 能 被 任何 素数 p 整除 ， 故而, 必定 是 一 个 整数 .为 证 明 提 
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示 ， 我 们 可 以 假设 n>1. 这 样 ,根据 (6.78) , (6.84) 以 及 (a) 可 知 ， 


[@-D\@n)] , 2 "ls prt 
P 


B, + P 
al k “27+1 


k=0 


2n+1 
k 





是 一 个 整数 .所 以 我 们 想 要 验证 : 分 数 | ID p"*1(n«l- ND p" * /(Qn-k+l) 中 











没有 哪 一 个 的 分 母 能 被 p 整除 . WD 的 分 母 不 能 被 p 整除 ， 是 由 于 B, 的 分 母 中 不 含有 














因子 p? (根据 归纳 法 ) ; 而 p? / (2n 一 k+]) 的 分 母 不 能 被 p 整除 , 是 因为 当 丰 入 2n-2 时 
272 -上 +1< p”* ， 证 明 完毕 .( 诸 数 ,列表 在 参考 文献 [224] 中 .，Hermitel 史 于 1875 年 一 直 
WAT h 实际 上 , GAAL=1,=1,=1,=1)=1,=1, AMIESCPAM MAB AE, 


包括 = C1) 有 一 个 “简单 的 ”模式 ， 但 是 ， 当 27 >12 时 ， 诸 数 /看 起 来 并 没有 任何 


值得 注意 的 特点 .例如 ，B,, =-86 579 









































NU l ， 而 86 579 是 素数 ， ) 
2357 13 


(c) 数 2-1 和 3 一 1 总 能 整除 2n .如果 n BRM, 2n 仅 有 的 因子 就 是 1:，2，n 和 2n ， 所 以 对 素 
数 n>2 ，B,, 的 分 母 都 是 6， 除 非 2n+1 也 是 素数 . 在 后 面 这 种 情形 ， 我 们 可 以 尝试 
4n+3,8n+7,…， 直 到 找到 一 个 非 素 数 (由 于 n ER n+- ) . (这 个 证 明 不 需要 一 
个 更 难 但 合理 的 定理 ， 即 存在 无 穷 多 个 形 如 6k +1 的 素数 .，) B,, 的 分 母 在 n 取 49 这 样 的 非 



































素数 值 时 也 可 能 是 6 
6.55 根据 范 德 莹 德 卷 积 ， ait i ) 要 得 到 (6.70) ， 求 导 并 取 x= 0. 
x+m+l\ n m+l 





























6.56 HJJH ((k —m) + m) AREE A 并 展开 成 tm OE, 如 同 在 推导 ( 6.72 ) 时 出 现 的 化 简 . 如 果 m > n 














Bem <0. WER Cam (^7. 反之 需要 将 (54 VRE k= m XZA x> -m 
n 


取 极 限 ， 此 时 答案 是 (-])"nlt(-1D)”" Á ro tbemH,,-mH,). 
m 






































6.57 首先 用 归纳 法 证 明 : 第 n 行 至 多 包含 三 个 不 同 的 值 A, SB, C, .如 果 n 是 偶数 ， 它 们 按照 循环 
次 序 [C,,B,,4,,B,,C,] 出 现 ; WR n 是 奇数 ， 它 们 就 依照 循环 次 序 [C,,B,,4,,4,,B,] 出现. 又 有 


ne nen? 





Ayn = A,, T B,, ; A, = 24,4 5 
Banat € B,, + C, ; B,, us Aya + By, ; 
Cony = 2C, ; C, -Bua 十 Cn 





HEHEH O,=4,-C, =F... AKIN EE ARRAL IS. 75.— ) 


6.58 (a) YES =2(1-2)/ (42) -32 +2") = (0 3z)/(I-3z+z7)-2/(l+z)). (将 比 奈 公 式 








( 6.123 ) 平方 并 关于 n 求 和 ， 然 后 合并 项 使 得 Gp AO THA.) (b) 类 似 地 ， 
Sus zü-2z-z? 1 2z 3z 
DF, z= ( ) = | ) 


= + 
FET (l-4z-2°)\(l+z-2°) 5\1-4z-2? 1+z 一 2 


由 此 推出 EL, -4AE) - FER A3COUE,. (与 m VOROSEEIBISÉU UE R 2J386.86rp REIR Ze RC, 
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文 个 递归 式 是 由 Jarden 和 Motzkin059 发 现 的 . 
6.59 i m 是 固定 的 数 . 我 们 可 以 对 n 用 归纳 法 证 明 ， 实 际 上 有 可 能 求 得 一 个 满足 附加 条 件 
x #2 (mod4) 的 x. WR x 是 这 样 一 个 解 ， 我们 就 可 以 向 上 延伸 成 为 模 3"" 的 解 ， 因 为 
=3"+1 (mod3") , 























=3", F 


Fr ü 8x3" -1 
所 以 x ,或 者 x+8x3” ,或 者 x+16x3” 将 完成 这 一 任务 . 
6.60 F +1, F,+1, FE*1, F -1 IK F, -1 ÆA WE. 如若 不 然则 习题 6.28 中 的 卢 卡 斯 数 将 
在 如 下 分 解 式 中 出 现 : 
EQ*(C- "Lagar Eg 
F,,7 C1)" = L, F, 


»u3 Pu 
(一 般 来 说 , SITE E, -(CD"F,_, =L,F,-) 
6.61 34 m JÉBEHOR GENRE, 1/ Fn SELF TEQUE. 第 二 个 和 式 是 5/4- 记 /Py 
(nZl. ). 
6.62 (a) 4,2 454, ,- A, ,. B, 2 5B, ,—- B, ,. BRB, WEE V54, - B, 224, . N5B,— A, -2B, , 
(b) /)y 信 的 表 握 示 了 
F m Lo 1 是 偶数 ; à zd 1 是 偶数 ; 
” [V5F,，nn 是 奇数 ， C | L. 7 是 奇数 。 
(c) B,/A4,,-B, 1/4, -M (Fu +), AX B,A B, 4a =V5 BA A m SQ RD. 注意 ， 
B, / A, =(F,/F,, QUE + (L, / L, ) poe 8C]. 
(d) 类 似 地 ， 


2 s VE der 71) = (4p / By - A, / By) t *(4,4,/ B, -A,/B,,) -2- A,/ B 














*(- D'2L m Fn 5 


-(-D" = ou 


m+ m * 


‘m+ 








n+l * 





iC ge n] EAR (SF, / L, ne C] + (L, /F,,)[n 是 奇数 ]. 





6.63 ( JH l || PRI un mA (n- y^. [RI «n. 


中 i) t n-i US HER pp, LER m HERE rm, = jp npa Pad Ml 
果 





…p, 1 有 个 超过 值 , 那么 就 有 +1 个 jj 的 值 , 它们 在 zz,…z 中 得 到 大 个 超过 值 ; Hel 
um l-k MER k+1 SHE. FE, TE nuno, 中 得 到 大 个 超过 值 的 方法 数 是 


n- n-1l n 
e k «(0-4 (2) 
1/2 


6.64 根据 习题 5.72 的 证 明 , 5 ese 20. RAE (6.44), F 


(i) nno (jumm 


6.65 这 等 价 于 ay nM xs, 取 在 0 与 1 之 间 一 致 分布 且 独立 的 随机 数 时 ,使 得 | x+…+x |= EUR 














,| 有 同样 的 分 因为 





立 的 概率 . Bey, = Qu ex) modl , ABA y, y, 就 是 独立 且 一 致 分 布 的 , 而 且 | x, +--+ x, | 就 
是 在 诸 y 中 下 降 的 个 数 ， 诸 y 的 排列 是 随机 的 ，K 个 下 降 的 概率 与 个 上 升 的 概率 相同 . 
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6.66 如 果 n>0 , AH 27 (27 -1)B / (n1) .( 见 (7.56 ) 和 (6.92 ), 所 要 求 的 数 本 质 上 就 是 1-tanhz 


的 系数 . ) 
6.67 根据 (6.3) 和 (6.40 ) ， 它 就 是 


[je 人 er 
foe (sh 
M CE 


现在 利用 (634) .这 个 恒等式 有 一 个 组 合 解释 5 ) 
6.68 = (6.38) 类 似 ， 我 们 有 一 般 的 公式 


n ™(In+1\(n+m+l—k ， 
(让 k J M jc» , n>m=0. 
当 m=2 了 时， 这 等 于 
的 ee 
= - (2n 41) a 
2 3 2 s 


= PY? -(2n43)2"' + Qr +6n+3). 















































6.69 inl nes ; jenen, - H,)—som(10n* +9n D .用 计算 机 程序 自动 推导 出 这 样 的 公式 ， 是 


好 的 解决 方式 ) 
6.70 1/k-l/(k*z)ez/k -z A +, C z| epit. 


很 


n 2 F i z AWA A 
6.71 注意 ， IT. aeree =[" Pee mE f) - 我 们 求 得 f(z)/zey-H,. 
= n 











6.72 对 tanz ， 我 们 可 J tanz=cotz-2cot2z ( 它 等 价 于 习题 6.23 中 的 恒等式 ) . 
z/sinz = zcotz+ztan— 52 ARIEL E, adn 1(4" —2)B,,z™” / (2n)! , 


nz 

















In uud = |n ane —Incosz 
Zz 
,4 B, z" ,4' (4" - DB, z" 
=>'( ) 2n $ 1) ( ) 2n 
"ES (Q2n)Qn) ii (2n)(2n)! 





- n-l 4 (4" m 2)B, z^" 
i 2 D (2n)(2n)! 


因为 is dne ees rs a gc 
dz dz 


6.73 cot(z^m)-cotz H. ei: + DJ --tanz ， 从 而 该 恒等式 等 价 于 





X 
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这 可 以 用 归纳 法 从 n=1 的 情形 推出 ， 由 于 当 z 一 0 时 有 zcotz 一 1， 故 而 推出 所 述 的 极限 .可 以 
证 明 ， 逐 项 取 极 限 是 合法 的 ， 因 此 (6.88) oz. 附带 指出 ， 一 般 的 公式 


EE 




















14 z+kn 
cotz -— cot ——— 
ni-o n 


dE. 它 可 以 由 (688) 或 者 


1 7 1 n-l 1 


z*2kmin _ 1 








e*-] nte 

得 到 证 明 ， 此 式 等 价 于 1/(z" - 10) 的 部 分 分 式 展开 . ) 
6.74 由 于 tan2z+sec2z=(sinz+cosz)/(cosz 一 sinz)， 在 (694) 中 令 x=1 就 给 出 了 了 GD =2 已 ， 其 
中 1/cosz=> JE,z"/Qn). | REE, 在 组 合 数学 中 称 为 欧 拉 数 (Euler number) ， 不 要 与 欧 








拉 数 ( Eulerian number ) (i) 混淆 ， 我 们 有 


(Ey, Ep E2711) = (1,1,1,2,5,16,61,272,1385,7936,50 521,---) . 














数值 分 析 用 不 同 的 方式 定义 了 本 题 中 的 这 种 欧 拉 数 :按照 上 面 的 记号 ,数值 分 析 方式 所 定义 的 瓦 ， 
fe (CD? E nE]. ] 
6.75 it G(w,z)=sinz/cos(wt+z), H(w,z) 2 cosz/cos(w-z) , X G(w,z)* H(w,z)- ` E,W 2" 


m,n mn 








/min!. 那么 等 式 G(w,0)=0 和 (2 = 2) G(w,z) = H(w,z) 就 意味 着 当 m 是 奇数 时 有 5,。=0, 而 


当 m+n BARON E, S E LEE: 等 式 及 (0,z) =1 和 (2 - 2 resa = G(w,z) 则 意味 着 
w IZ 


4 n 是 偶数 时 有 Eon = [n = 0] ^ 而 当 m+n 是 奇数 时 有 Bus = Ei TE.G id 所 以 三 角 ET ES F 
第 n 行 包 含 数 Foo E, aps Hon f 在 左边 ， Eo 是 正 割 数 已 [2 是 偶数 ] ; 而 在 右边 ， E,, = T, +[n -0] * 
6.76 将 这 个 和 式 记 为 4, ， 查 看 后 面 第 7 章 的 等 式 (7.9) ， 可 以 看 到 
D4" Int2 Y, ,CD HE /nl 


=> D2 (e* = 1) 22/(e* +1) =1-tanhz. 


























这 样 一 来 ， 根 据 习题 6.23 或 者 习题 6.72 就 有 
A, = (274 _ 4", | / (n 十 1) = (“Drer. 下 [n = 0] . 















































6.77 XL m 用 归纳 法 ， 并 利用 习题 6.18 中 的 递归 式 即 可 推出 ,还 可 以 从 (6.50 ) 并 利用 如 下 事实 予以 
证 明 : 
CD aD _ (pae 1 
(ez -1)" e-1 


m-l m qv 1 
= 一 一 一 一 一 ， 整 数 m>0. 
> = e -] +e 


附带 指出 ， 后 面 这 个 等 式 等 价 于 
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6.78 





d" 1 aso [m1] (k-1)! " 
———— =(-1 ,# zo. 
dz" e^ -1 ( "xl k ex Tod 





如 果 p(x) 是 任意 一 个 次 数 三 n 的 多 项 式 ， 我 们 就 有 


—x VAER 
p(x) = YXoco[ H L ^| ; 
因为 这 个 方程 对 x 20,71, —n 成 立 . 所 述 恒等式 是 这 个 方程 在 p(x) = xo, (x) 以 及 x=1 时 的 特殊 


情形 .附带 指出 ,在 (6.99) 中 取 大 =1 ， 就 得 到 一 个 用 斯 特 林 数 来 表示 伯 努 利 数 的 更 简单 的 表 
达 式 : 
x k! 
xt jc Tog de 


18584E ; Sam Loyd?** FOBEA HASTEN] ZA 出 了 构造 































































































宣称 他 发 明了 一 个 (未曾 发 表 ) 64=65 的 排列 方式 ，【〈 类 似 的 悖 论 至 少 可 以 追溯 到 18 世 纪 ， 不 
过 Loyd 找 到 了 将 它们 表达 出 来 的 更 好 方式 . ) 

我 们 预计 会 有 4, /4 =p ， 所 以 尝试 4 =618 034+r 以 及 4 , 2381966—r .. 这样 就 有 
4,., = 236 068+2r 等 , 且 我 们 发 现 A, =144-2584r ,4 =154+4181r .从 而 r=0 ,x=154， 
y=144, m=20. 

WRX n 的 无 穷 多 个 偶数 值 都 有 P(F...F,)=0, BBA P(x, y) BEBE U(x, y)-1 整除 ， 其 中 
U(xy)=x?-xy-y?. AA, WR EPISC. RATRE We 


























P(x,y)= asy x*y^* e 2 rax! y! = Oxy) +R, y). 


jtk«t 


这 样 





k 
a DX at) +O(1/F,), 
k=0 


X4 nes HARRER, RIMA J 90° =0. 从 而 Q(x,y) 是 U(x,y) 的 倍数 ， 比 方 说 是 
A(x, y)U Qo y). IHJ& UCF,,,F,) 2 CD)" Hon Jeff, PW Psy) = P(x, y) (U, y)- 1) Ax, y) & 
fifa P (Eno F) S0 成 立 的 另 一 个 多 项 式 . 的 总 次 数 小 于 t+ ， 所 以 对 t FAA A P, JEU -1 
PP. 

类 似 地 ,如 果 对 n 的 无 穷 多 个 奇数 值 有 PUF.F,)=0, BBA P(x,y) 能 被 U(x,y)+1 整 除 . 将 这 两 
个 事实 合 起 来 ， 就 给 出 了 所 希望 的 必要 和 充分 条 件 : P, y) 能 被 U(x,y) -1 整除 . 
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6.82 首先 将 数字 相 加 而 不 进位 ， 得 到 数字 0，1 和 2. 然后 利用 两 个 进位 法 则 : 
0(d +1)(e+1) 一 1lae ， 
0(d +2)0e > 1d0(e +1) ， 

















总 是 应 用 最 左边 能 用 的 进位 .这 个 过 程 会 终止 ， 因 为 每 执行 一 次 进位 ， 将 (b,,…,b,); 改写 为 
(b, b), 所 得 到 的 二 进 制 值 都 会 增加 .但 是 一 个 进位 有 可 能 传递 到 “ 斐 波 那 契 点 ”的 右边 ， 例 
W, (D,.-(D, 变 成 40.0Dr .这 样 的 向 右 传递 至 多 扩展 两 位 ， 而 如 果 有 必要 ， 那 两 个 数字 位 可 
以 用 正文 中 的 “加 1” 算 法 再 次 化 为 零 . 
附带 指出 ， 对 于 非 负 整数 有 一 个 对 应 的 “乘法 ”运算 .如果 在 斐 波 那 契 数 系 中 有 m= FF +…+ 
| DR no Ft E, ， 按 照 与 二 进 制 数 的 乘法 类 似 的 方式 , 设 mon= Ys Y, UFU. (这 个 定 
ee 义 表 明 当 m 和 nn 很 大 时 有 mon~=V5mn , RF lonedin. ) 斐 波 那 契 加 法 引出 结合 4 
TE Lo(mon)= (lo m) on 的 一 个 证 明 . 
6.83 是 的 ， 例 如 可 以 取 
A, = 331 635 635 998 274 737 472 200 656 430 763 ; 
A, 2151 002 891 108 840 197 118 959 030 549 878 5. 












































所 得 到 的 序列 有 如 下 性 质 : 当 nmodm =r, BT, 4, 能 被 ( 但 并 不 等 于 ) p, BBR, HEPER (p, m,r) 





分 别 有 如 下 18 组 值 : 
(3,4,1) (2,3,2) (5,5,1) 
(7,8,3 ) (17,9,4 ) (11,10,2) 
(476,7 ) ( 19,18,10 ) ( 61,15,3) 
( 2207,32,15 ) (53,27,16 ) (31,30,24 ) 
( 1087,64,31 ) (109,27,7 ) ( 41,20,10 ) 
( 4481,64,63 ) ( 5779,54,52 ) ( 2521,60,60 ) 

















把 这 些 三 元 组 中 的 一 个 应 用 于 每 个 整数 n. 例如 ， 第 一 列 中 的 6 个 三 元 组 包含 了 n 的 每 一 个 奇数 
值 ， 而 中 间 一 列 则 包含 了 n 的 所 有 不 能 被 6 整除 的 偶数 值 . 证 明 的 剩余 部 分 基于 
Anin = A,F,, F Agata id 以 及 对 每 一 个 三 元 组 (p,,m,,r,) 成 立 的 同 余 式 














A, = Fn -p mod p, , 
A =F , mod p, . 


(有 可 能 给 出 一 个 改进 的 解 ， 在 其 中 4, 和 4 SUE “A” TP) 
6.84 习题 6.62 中 的 序列 满足 4 =A,, B,--B,. A 


-m m 





AA, x Avan + Ass d 
A,B, = Baan ~ 忆 
B B,-A,,-4 


mn mn m—n * 
: f 1 
BS = Bpl Ama AR 84 = Aml Bua ， 其 中 1= a =m). BBA fea Se = ABI (Armen + A) B. 


Er T 814 7 AB, (oman 7 4m) ， 故 而 我 们 有 
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$.,7 v5 lim(f, - fo) = v5 
oe AB, i! i 9 AL, í 
"E m /45(2 1 2 ; 
D un = lim(g, g,)7 1 = Sian d 
AB, ium AL, B, ó FLL, 


6.85 IERI HILM N A 5 ,2x5'4x5 3 x5,6x5 1x5 ,14x5' 这 7 种 形式 之 一 . 

6.86 对 任何 正 整 数 m , WE r(m) 是 使 得 C, 可 以 被 六 整除 的 最 小 指标 7/ ， 如 果 这 样 的 j 不 存在 ， 就 令 
r(m) =o. ABA C, 可 以 被 m 整除 当 目 仅 当 gecd(C,,C,o) 可 以 被 m ER, HELM C66 可 
以 被 m 整除 ， 当 日 仅 当 gecd(n,r(m))=r(m) , HHA n 能 被 r(m) 整除 . 

( 反 过 来 ,容易 看 出 gcd 条 件 暗 含 于 如 下 条 件 中 : 序列 Ci,C,,… 有 一 个 函数 r(m) ， 它 可 能 是 无 
限 的 ， 它 使 得 C, 能 被 m 整除 ， 当 且 仅 当 能 被 r(m) BBR.) 
MÆR Mn) = CIC,…C, ， 由 此 有 


ud Z IGn 4 n) 
m Je Mono) 




















如 果 p 是 素数 ， 则 p ERI UBC f, 0 =>.) n/ ro^ |. AA |n! p* ] (0. 0,] rm 
能 被 pS 整除 的 元 素 个 数 ， 于 是 ， 对 所 有 p HOH f, mne n > f m) f, 0) . ap 是 整数 
iG 
6.87 这 个 矩阵 乘积 是 
P TA 


K,- X4) K, 9x, X, a)X,) 


这 与 (6.137 ) "P LI R 的 乘积 有 关 ， 因 为 我 们 有 


«C3» 


其 行列 式 是 K, 08, x) ， 更 一 般 的 三 对 角 线 行列 式 





x 10:0 

Vy X, 1 0 
det} 0 y, x, 

; E! 

0 0 yx, 


满足 递归 式 D, x, D, ,- y,D, ;. 
6.88 设 o =a *1/(a *1/(a; *-)) ea 的 连 分数 表 示 . 那么 我 们 有 



































ay 4 1 i I7 zy dua 
zZ l zZ >] 
seh 7e 
A(z)+ 1 
Ay(z)* 一 
其 中 
z am 1 z n4 
A, (z) = 一 9 1 » dy - K, (a, san) 


记 住 1066 的 另 一 个 
理由 ? 


尽管 斯 特 林 数 在 参 
考 文献 [383] 的 意义 
下 并 不 是 “完整 的 ” 

(holonomic ) ， 但 是 
Kauers 还 是 取得 了 


成 功 . 


6.94 考虑 生成 函数 > 
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( 6.146 ) 的 与 正文 中 类 似 的 证 明 用 到 了 Zeckendorf 定 理 的 推广 ( 参见 Fraenkel[129，8$4] ) .如 果 
z=1/5 ， 其 中 4b 是 一 个 宇 2 的 整数 ， 这 给 出 超越 数 -DY b 071 的 连 分 数 展开 ， 如 习题 6.49 
所 述 . 








6.89 设 p=K(0,a,q,,…,a,) ， 所 以 p/n 是 该 连 分 数 的 第 m 个 渐 近 分 数 . ROKR a = pint (-D"/nq , 








其 中 gqg=K(a,…,q,PB) 且 6>1， 从 而 点 {kg} (0<k<n) 可 以 写成 
0 1 CD" e n-1 CD"z,, 
nq n nq 
JOR m.m {Ln - TES. dx f(v) 是 满足 <v 的 点 的 个 数 ， 那 么 除了 大 =0 和 
=n 一 1 之 外 ， 当 v 从 k/n 增加 到 (Kk+D/n 时 ，f(v) 和 wa 两 者 都 增加 1， 所 以 它们 从 来 都 不 会 
相差 2 或 更 多 . 





, 


6.90 根据 (6.139) ) 和 (6.136) , RIZE K(a,…,a,) 在 和 三 n+1 的 所 有 正 整 数 数列 上 取 到 最 大 





值 ， 最 大 值 在 所 有 的 a 都 取 1 时 出 现 ， 因 为 如 果 7 S1 Ha>, 我 们 就 有 
K pi bala, sb) 
=K aab sab, b) +K; DK, (btb) 
SK arall a, btb) + Ku slab b) 
7 K aal slasbys sb). 


( MotzkinffllStraus" "指出 了 如 何 求解 有 关连 项 式 的 更 一 般 的 最 大 化 问题 。 ) 




















6.91 对 于 nmod1= 的 情形 ， 有 一 种 候选 方式 出 现在 参考 文献 [213，86] 中 ， 尽 管用 某 个 含有 Vz 的 常 




















数 乘 以 那里 讨论 的 整数 可 能 是 最 好 的 . Philippe Flajolet 和 Helmut Prodinger 在 SI4M Journal on 
Discrete Mathematics 12 (1999) ，155-159 中 提出 了 一 个 精巧 且 更 有 说 服 力 的 建议 . 


6.92 (a)David Boyd 指 出 ,似乎 除了 p =83,127,397 之 外 ,对 所 有 p <500 仅 有 有 限 多 个 解 .，(b)b, 的 性 


状 相 当 怪 异 : XE 968 x n <1066 我 们 有 b=1lcem(,…,n) ， 而 另 一 方面 则 有 beo = lcm(1,…,600) 
/(3°x5°x43). Andrew Odlyzko 注 意 到 ，jp 整除 lcm(1,…,n)/b, 当 且 仅 当 对 某 个 m 宇 1 和 某 个 
k « p ^8 kp" x n« (k Vp" 使 得 p SER H, 的 分 子 . 这 样 一 来 ,如 果 可 以 证 明 ， 比 方 说 几乎 所 有 
的 素数 都 仅 有 一 个 这 样 的 FE 值 ( 即 上 =z-1 ) ， 那 么 就 有 无 穷 多 个 这 样 的 n 存在 . 




















6.93 (BrentP?! e 中 发 现 了 大 得 令 人 惊奇 的 部 分 商 1 568 705, 但 这 似乎 只 是 一 个 巧合 . 例如 , Gosper 


在 区 中 发 现 了 更 大 的 部 分 商 : 它 的 第 453 294 个 部 分 商 是 12 996 958, ， 而 第 11 504 931 个 部 分 商 则 
是 878 783 625. ) 





m+n 





w"z" , CEF Y (wF +p +y, d + Bc) + 2F(a+y,a+ B,a)) 0) , 


m,n=0 








m 


其 中 F (a,b,c) EMA F at bd..+cd.. 





6.95 Manual Kauers, Journal of Symbolic Computation 42 (2007) ，948-970 发 现 了 这 个 研究 题 的 一 个 


精巧 解答 . 





CD holonomic 一 词 得 具体 定义 参见 Zeilberger 的 论文 ， 这 一 涂鸦 的 含义 是 Kauers 成 功 地 超越 了 Zeilberger 原 来 的 方 
法 的 极限 . 
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7.1 


7.2 
7.3 


7.4 


7.5 


7.6 


7.7 


7.8 


7.12 


7.13 




















在 生成 函数 中 用 三 代替 0,， 用 = 代替 口 ， 就 得 到 1/( 24-27). 这 个 像 7 的 生成 函数 ， 不 过 用 2 
RETZ TE, WME m 是 奇数 则 答案 是 零 ， 反 之 则 答案 是 Fp: 

G(z) =1/(1-2z) +1/(1-3z) ; G(z) =e” +e”. 

在 生成 函数 中 取 z=1/10 , Hf in 


H Q(z) BR P(z) 得 到 一 个 商 7(z) 和 一 个 余 项 P, (z) , 余 项 的 次 数 小 于 O 的 次 数 . 对 于 小 的 n , T(z) 
的 系数 必须 加 到 系数 | z |P(z)/O(2) 中 ，( 这 就 是 (7.28) 中 的 多 项 式 7(z).，) 
这 就 是 d+z*) 和 (+z) 的 卷 积 ， 所 以 

S(z)=(1+z+2z +z y. 
附带 指出 , 对 于 这 个 生成 函数 的 系数 尚 不 知道 有 简单 的 形式 , 因此 所 述 和 式 可 能 没有 简单 的 封闭 
形式 . (我 们 可 以 用 生成 函数 得 到 否定 的 结果 ， 也 可 以 得 到 肯定 的 结果 . ) 
Rgd, g EP, 8, = 8, t28, + ODY 的 解 是 g,= A(Wa+B(WB+C(DY. 当 gg=1,pB=2， 
y-20Hf, H2" 有 效 ; 4a=1, B=-1, y=OM, KÁ CI 有 效 ; 4a=-0, 82-1, y=3 
It, PRÉ (-1)"n Ax. MM A(n)+2B(n)=2", AQ)- B(n) = (-1)" BUR -B(n) +3C(n) = (-1)"n. 
G(z) - (z/0-zY)G() +1, Miti 
























































1-2z«z? z 

=]+ 9 
1-3z«z? 1-3z+2° 
RITE g, =F, +[n=0]. 
IK zb) ORE, BUR 


x+n 
| eta (2, n). 


现在 令 x=m. 
(n+D(H?-H®)-2n(H, -)). 


G(z) = 








MUR 2 2 ET 2k 2n - 2k , 
恒等式 H, s Haeo cea i -2H,, -H, exe (Uy cR Jetta -no-s H,. 


(a) C(z) 2 A(2B(2)/ü-z). (b) zB’(z)  AQz)e ， 从 而 A(z) = 三 . (© A(z) = B(z)/ 


0-3", Alii B(z) 20-2)" 4(z) ， 而 且 我 们 有 io jer. 








C, .上 一 行 中 的 数 对 应 于 定义 “山脉 ”的 由 +1 和 -1 组 成 的 数列 中 +1 的 位 置 , 下 一 行 中 的 数 则 
对 应 于 -1 的 位 置 . 例如， 给 定 的 数组 对 应 于 


VAAN 


jal B 性 地 拓展 这 个 数列 ( 设 or 二 Xp ) 定义 Sn =X te tX,. 我 们 有 Sm = l > Som = 2l 等 . 必定 
存在 一 个 最 大 的 指标 k, ， 使 得 % Sjo sole j ， 等 等 。 这些 指标 h…,h(modm) 指定 了 问 
题 中 的 循环 移 位 . 






































我 到 打赌 : 有 争议 的 


“MARHA” 
有 一 棵 生成 树 . 


的 确 
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例如 ， 在 数列 (-2,1,-1,0,1,1,-1,1,11)  (m=10 0 172) , RITA k, =17, k,=24. 








7.44 G(z)=-22G(z)+ G(zy +z (注意 最 后 一 项 ! ) 通过 二 次 求 根 公式 导出 
_1+2z—Vl+4z’ 

一 
于 是 对 所 有 n>0，,， 有 gw =0 AK g7, 2 CD" Qn)IC,,. 


G(z) 


7.15 ff 在 | jw。 SR, EREDA n+ 的 子 集中 有 大 个 其 他 物品 ， 因 此 有 P) eb). X 





微分 方程 的 解 是 P()-e 7, HAT c=-1, DY 0)=1.， (我 们 也 能 通过 (7.49) X1 m RADE 
得 到 这 个 结果 ， LED ME 


m 

















7.16 一 种 方法 是 对 
B(z) =1/ (a z)^ a z)” a zy a z^y^ e) 





取 对 数 ， 然 后 利用 In HAS, 并 交换 求 和 次 序 . 
= 2 





7.17 由 于 | edt = 由 就 推出 我 们 的 结论 . 换个 方向 ， 还 有 一 个 公式 : 





^ ] pen Lig. i? 
G(z)=—]| GQGe 5e d8. 
(= J Gee“) 


7.18 (a) d=- ; (D -£(2) ; (©) €(2)/ €(2z). 每 一 个 正 整 数 都 可 以 唯一 地 表示 成 m*qg ， 其 中 9 是 


一 个 无 平方 因子 数 . 

7.19 如 果 n>0， 则 系数 |z" |exp(x In F(z)) 是 关于 x 的 一 个 n 次 多 项 式 ， 这 个 多 项 式 是 x 的 倍数 . 由 
F(z)F(z=F(z)””” 中 zz 的 系数 相等 ,得 到 第 一 个 卷 积 公式 .而 由 F(z)F(z) F(z) 
-F'(zF(zy"""nz" 的 系数 相等 ,得 到 第 二 个 卷 积 公 式 ， 因 为 我 们 有 

F(z)F(z)"' =x" SF) sx» ape. 


nz 




















(进一步 的 卷 积 可 以 如 同 (7.43 ) 中 那样 ， 取 9/9x 得到. ) 
如 同 在 参考 文献 [221] 中 指出 的 那样 ， 还 有 另外 的 结论 成 立 : 对 任意 的 x 、y 和 + ,我 们 有 


n xf, (x tk) yh (y+t(n -hk)) LG y)MGet y tn) 
io xcfk y-t(n—k) x+ytin f 


KRE, xf, Qc tn) / (x tn) ERF Fey 的 系数 的 多 项 式 序 列 ， 其 中 
JA) = FEF). 




















(FE (5.59) Al (6.52) 中 ， 我 们 见 到 过 它 的 特殊 情形 . 
7.20 WG(2-», ,82 WR n<0 RNS g,-0, MAMMA 1708 
z GO (z) = V nig z7** =X (nt k—D gu uz. 


20 


nz 





SS 
VY 





因此 , 如 果 P. (z),- «P, (2) 是 不 全 为 零 的 多 项 式 , HRAKO d , 则 存在 多 项 式 pu), Ppa) ， 
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P(G)GG) 4+ P,(2)G(2)= Y S. p 00g, 42" 
这 样 来 ， 一 个 可 微 有 限 的 GC) 就 表明 


mtd 


È p(n*d)g,,-0, BU nzo. 




















其 逆 可 类 似 地 证 明 . (一 个 推论 是 ，G(z) 是 可 微 有 限 的 ， 当 且 仅 当 对 应 的 指数 生成 函数 G(z) 是 


























nf RH). ) 
这 是 用 面额 10 美 元 和 20 美 元 找 零 的 问题 ， 所 以 G(z)-1/0-z9)0-z9)2G(z?) ， 其 中 














G(z)21/ü0-zY0-z). (a) G(z) 的 部 分 分 式 分 解 是 =a yel emen? ， 所 以 


[rle = F(20+3+(-1)') . Wn-50, B26 MAN WH. (b) G(2-02/0-zy = 








(Lez 022 32), RDA [2"1G(z) =| m2 J+ 1. (将 此 结果 与 正文 中 的 硬币 找 零 问题 中 的 
值 N, =|m75|+1 做 比较 ， 银 行 强盗 问题 等 价 于 用 一 分 和 两 分 硬币 找 零 的 问题 ， ) 

每 一 个 多 边 形 都 有 一 个 “ 底 边 ”( 位 于 底部 的 线段 ). 如 果 4 和 B SAMOS WIE, 设 4AB 
是 将 4 的 底 边 粘贴 到 A 的 左上 方 对 角 线 上 ， 并 将 B 的 底 边 粘贴 到 人 A 的 右上 方 对 角 线 上 得 到 的 结 
果 


果 . 例如 ， 这 样 就 有 

AZAD 
(多边 形 可 能 需要 稍 加 变形 或 者 挤 夺 成形. ) 每 个 三 角 训 分 都 以 这 种 方式 出 现 ， 
的 三 角形 部 分 ， 且 有 三 角 剖 分 的 多 边 形 4 和 8B 在 它 的 左边 和 右边 . 
用 = 代替 每 个 三 角形 就 给 出 一 个 震级 数 ， 其 中 2 的 系数 是 有 地 个 三 角形 的 三 角 痢 分 的 个 数 ， 也 
就 是 将 一 个 (n+2) 边 形 分 解 成 三 角形 的 分 解 方法 的 个 数 . 由 于 P 了 =1+zP”， 这 就 是 卡 塔 兰 数 


C, +O + Caz t EREE, AA n 边 形 作 三 外间 分 的 方法 数 是 C= 2 rn. 


设 a, 是 所 说 的 数 ， 而 b, 则 是 在 其 顶端 去 掉 一 个 2x1x1 T AA. 考虑 最 上 面 可 见 的 可 能 的 
模式 ,我 们 有 

a, =2a,_,+4b,,+a,,+[n=0], 

b,=a 



































因为 底 边 是 唯 






























































+b. 


n-l 











从 而 其 生成 函数 满足 4=2z4+4zB+z*4+1 ，B=z4+zB ， 且 我 们 就 有 








l-z 
AP aay 
这 个 公式 与 3xn 多 米 诺 骨 牌 销 设 问 题 有 关 ， 我 们 有 a, (Us, eC) = 2+ VI) + 


ze 一 V3) + sD ， 它 是 (2+ V3)”" 716 舍 人 到 离 它 最 近 的 整数 值 . 


这 种 缓慢 寻求 答案 
的 方法 ， 正 是 出 纳 拖 
延 时 间 以 待 警察 到 
来 的 方法 . 


美国 有 两 分 的 硬币 ， 
但 是 自 1873 年 以 来 
就 再 没 铸造 过 . 


“AKG E Ay, 
等 于 U2 ,后 者 是 用 
多 米 诺 骨牌 铺设 一 个 
3x2n 4876 85 Zr i Ait, 
E apa = Vi.” 


2nd ` 





I. Kaplansky 


7.24 


7.25 
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> ah XXE, /m= Pn + Fy, -2. ( 考 ik 系 数 [-""}£in(1/ (1-G))) , 其 中 
G(z) 2zlü-zy. ) 
生成 函数 是 P(z)/(1-z"), 其 中 P(z)= 24227? v -(m-Dz"- ((m -pz"*' — mz" +z) /ü-zy. 


RIBE Q(z) 21- z" 207 oz) - o'z)--(0 - o""z) . 根据 不 同根 的 有 理 展开 定理 ， 我 们 得 到 














7.26 与 在 方程 (7.61 ) 中 一 样 ，( -= 一 2)S(z) =F) 5I s, - (2 * DF, +aF,,,)/5. 


7.27 


7.28 


7.29 


7.30 


7.31 


7.32 


7.33 


7.34 











每 个 定向 的 回路 模式 都 是 从 人 或 者 全 或 者 以 两 种 方式 之 一 定向 的 2x 大 回路 Ce 2. 开始 的 .从 
mX nS 2A 
Q,-Q,,*Q, +2Q,_, 20,3 +++ +2Q, 5 
Q,-Q -1. 于 是 生成 函数 是 
Q(z) = zO(z) + z'Q(z) + 2z’O(z)/(1-z) +1 
=1/(l-z-z? -2z?/(1-z)) 


_ (1 一 2) 
(1-2z-2z° +z’) 

2 -2 
9/5, 9% CEPE 
1-@z 1-@°z l+z 








HQ, =(9"? +97"? +2(-1)")/5= (G -ó" /V5 J =P2,. 

一 般 来 说 ,如 果 4(z)=(+z+…+2z”1)B(z) ， 则 对 0 三 x<m 我 们 有 4+4,,+4,,,+…=B(). 
在 此 情形 ，m =10 H B(z)=(lt-zt- to (+z? +2*+2 +2°)(1+2’). 

F(2)+ FY +F? &-«-z/ü-z-2 -2)- (v (1-042) -i/(1- 0-42); v8 , 所 以 答案 








是 (Q+V2)" -0-42y)/48. 


2n-l-k 
n-1l 


其 狄 利克 雷 生 成 函数 是 6(z)* / &(z 一 1) ， 从 而 我 们 发 现 g(n) Æ (k +1- 和 怒 ) 对 恰好 整除 ”的 所 有 素 


根据 习题 5.39， | Jer /(l-az) -a"*b"/(1— Bz} ) ' 








BCR p^ 的 乘积 . 
我 们 可 以 假设 每 一 个 b, 20. 一 组 等 差 级 数 构成 一 个 精确 覆盖 ， 当 且 仅 当 
1 zh zh 





- pe : 
l-z 1-2" ]-z^ 

从 两 边 减 去 z%/(1-z”) 并 取 z=e”™” .左边 是 无 限 的 ， 右边 则 是 有 限 的 ， RE a, =a, . 

(7D) "*'[n > m]/(n-m). 

















k t ku 








我 们 还 可 以 记 G,(2) = Dia yk 2 k Jer CAMIS dis 
m*l 
G = 后 十 后 十 … 十 大 "n 
n E dod 21 22 2, 9 
ky 2k, rk, =n 1a sy 
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7.35 


7.36 


7.37 


7.38 


7.39 


7.40 


7.41 


RITE G, =2,G,_,+2G,.+°°+2,G,_,+[n=0] , HAE mee BE 1/(1— zw—z,w^ ---—z,w^). TE 
所 述 的 特殊 情形 ， 答 案 是 114-mw=-2w). (m=1 的 情形 见 (5.74). ) 











NS 





(a) zs oli /k+1/(n-k))= Um . (b) 根据 ( 7.50 ) 和 ( 6.58 VE rfi =) = EM = 2H, A 
n n -zZ $ n 




















一 种 处 理 (b) 的 方法 是 ， 对 F(z) = [in 2 利用 规则 [2z”]F(z) = LIFO) : 
LI A(z"). 
(a) 在 表 











中 有 惊人 的 恒等式 a, = a, m b, 成 立 . 
(b) 4-21/(a-20-z2)0-290-2)-) . (9 B(z)= 4(z)/(1-z) ， 而 我 们 想 要 证 明 

A(z)=(+z)B(z?)， 这 可 以 由 A(z) = A(z”) / (1-2) 推出 . 
(1 — wz)M (w,z) = Y, (min(m,n) -min(m -1,n - 1))w"z" = 
































w"z" 2wzlü.-wy1-z). 一 般 


m,nzl 


Zi 


E a -z)-( el 72 E.) 


s 





来 说 ， M(z,-z,) 


提示 的 答案 分 别 是 


d, Ay, Ay, 和 > d, Ay, A 
1 


ISk <k «--«k, Sn Sk, xk mek, Sn 


FE: (a) 我 们 要 求 乘积 4+z)d+2z)…(1+nz) 中 2z” 的 系数 .这 是 (z+1y 的 反射 ， 所 以 它 等 于 
oe er ee uil a | ORI (7.47) , 1/((- 21-22) 
n n m 





+1- 


(1- nz) tf: 2" KRH Md 











(nF, , — F,) 的 指数 生成 两 数 是 (z 一 DA(z) , HP P) =e" nla (e^ -)/45.. (mi) 的 指 
数 生成 函数 是 e“ / (1 一 z) .这 个 乘积 是 





5-12 (e) 一 el 三 52 (e et) . 


RIA Êe” =-F(-z). MIRRE (23 F,. 





= -1 = 
最 大 元 素 在 位 置 2k 的 上 -下 排列 的 个 数 是 a ete .类似 地 ,最 小 元 素 1 在 位 置 24+1 





ie PHI BUR ^7 aas 因为 下 -上 排列 和 上 -下 排列 在 数值 上 是 相等 的 ， 对 所 有 


的 可 能 性 求 和 ， 就 得 到 


空 集 不 含 点 . 
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n-1l 
24, = z| " et *2[n 2 0] - [n 2 1] . 
这 样 一 来 ， 指 数 生成 函数 4 就 满足 24(z) = A(zY +1 IR A(0) =1 ， 解 这 个 微分 方程 就 得 到 指数 生 
成 函数 . (于 是 ，4, 就 是 习题 6.74 中 的 欧 拉 数 妃 ， 也 即 当 1 为 偶数 时 是 正 制 数 ， 而 当 为 奇数 
时 是 正切 数 . ) 
7.42 设 a 是 不 以 c 或 者 e 结尾 的 火星 DNA 序 列 的 个 数 ，b, 是 以 c 或 者 e 结尾 的 火星 DNA 序 列 的 个 数 ， 














那么 
a, =3a,_,+2b,,+[n=0], b, =2a,)+6,45 
A(z) =3zA(z)+ 2zB(z)+1, B(z)=2zA(z)+zB(z) ; 
2z 
A(z) - , B(z)- ; 
e 1-4 : e 1-4z- z? 


TAY MBC [2"](1 2) / (- 42 2) =F, 
7.43 tH (545) Ag,  A^'G(0).. 一 个 乘积 的 n 次 差分 可 以 写成 














A"A(z)B(z) = XC area) (A"*B(2)) , 


ifj £^ =(1+ Ay" 2» j je ， 于 是 我 们 求 得 


-k 
vN at 


这 是 对 所 有 的 三 项 系数 求 和 的 和 式 ， 它 可 以 表示 成 更 加 对 称 的 形式 


hz 


n 
i - X uote . 
7.44 分 成 x 个 非 空 子 集 的 每 一 种 划分 都 可 以 按照 种 方式 排序 ， 所 以 b=Kk!. 这 样 就 有 








O(z) = Dorf fH [nl 3 ae -D'-1/Q-e). 这 就 是 几何 级 数 > e^/2^ ， 从 而 
a, =1/2 .最 后 ce = 2", “Si x 各 不 相同 时 考虑 所 有 的 排列 ,将 下 标 之 间 的 每 一 个 “> ”改变 
为 “<”, 并 允许 下 标 之 间 的 每 一 个 “<” 或 者 变 成 “<”, 或 者 变 成 “=”. (例如 , HERI xxx, 
产生 出 x <x, <x, Ex 2x, «x. AA1<3>2. ) 

7.45 这 个 和 式 是 > (a) / n^ ， 其 中 x(n) 是 将 n 表示 成 两 个 互 素 因子 的 乘积 的 方法 数 ， 如 果 n 可 以 
被 + 个 不 同 的 素数 整除 ， 则 有 x(n)=2 .从 而 r(n) / n 是 积 性 的 ， 且 这 个 和 式 就 是 


If 二 :二 Tv] 


p p 


_ pti E 2 25 
-I(£8)-«o Ic. 














; -2k E errr 
746 ÙS, ee i k Je . 这 样 就 有 5, =S,_, +058, +[n=0] , 且 其 生成 函数 为 114-z-cz?). 





Macc 时 ， 提 示 告 诉 我 们 , 它 个 委 好 的 因子 分 角 式 1 人 1+1=j 1-22). 现在 , 由 一般 
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7.47 


7.48 


7.49 


附录 A 


的 展开 定理 可 知 ，S 


习题 


-(3n+e|(2) E L) ， 而 剩 下 的 常数 < 已 被 证 实 是 


"EM 


EF 
KR 





\ | co 


3 





V3 的 Stern-Brocot 表 示 是 尺 (LR*)”， 因 为 

















V3+1=2+ 
1+ 
V3 +1 
= ypa l 2357 12 19 26 " 4 "EN 
这 些 分 数 是 -, 二 ,二 ,一 ,二 ,一 ,一 ,… ， 它 们 最 终 有 循环 的 模式 
11234 7 11 15 
Vana t+ Von U, + hn Usna t+ hl brant Vans S 
U,, Vua U,, + Vu Uo 





我 们 有 gu =0 ， 又 如 果 g =m ， 则 生成 函数 满足 


aG(z)* bz !G(z) * cz? (G(z) - mz)* = =0. 
=z 


从 而 对 某 个 多 项 式 P(z) 有 G(z) = P(z)/ (az? +bz+c)(1-z). Kp, fill o, Æ cz? +bz+a WIR, 其 中 
lo| 2 |o.|. MR b?-4ac <0 ,那么 |o = wo, =a/c 是 有 理 数 , XS fe, 趋 于 1+ V2 相 矛 盾 . 从 
而 上 =(-b + Vb? —4ca)/ 2c 21e V2 ， 而 这 就 意味 着 a=-c ，0= -2c p,-21-42. .现在 生成 函 
数 就 取 形 式 


G(z) = 














z(m 一 (7 +m)z) 
ü-2z-z 
| —r* (2m * r)z r 


dz) 


=mz+(2m-r)z* t+, 





~ X(l-2z- 
其 中 r=d/c. H¥ g, 是 整数 ， 所 以 ”是 整数 .我 们 还 





z) 2(-z) 














g, =a(1+V2)" + à - 2) ey = | 2a 2y | ， 


且 此 式 





只 对 >= -1 成 立 , AP 0-742) 趋 于 零 时 符号 是 交替 的 . 因此 (abc,d) = £(,2,-1,1) . I 





在 我 们 求 得 w= 2 (1+ 3m), EL o m <2 时 介 于 0 和 1 之 间 ， 实 际 上 ， 这 些 值 中 的 每 一 个 部 


给 出 一 个 解 ， 数 列 (g,) 是 (0,0,1,3,8,…) 、(0,1,3,8,20,…) 以 及 (0,2,5,13,32,…) . 
«(v (1-422) +1/ (I-d-V2)2)) 的 分 母 是 1-2z- z^, AMX n > 2 Ai a, =2a,,+4,.,. (b) 





AE, 


b 


n 





因为 w 是 偶数 


H-1«1-42«0. (ik 





(nu. 





p zu ) | 


我 们 希望 对 所 有 n>0 ，b, 都 是 奇数 ， 且 希望 有 -1< (p 一 Yq)/2<0.， 与 在 (a) 中 一 样 处 理 ， 我 们 


- EM 1 EN ` 
Kb =2, b =p, HX n22 4b, = pb, tq 7 P5... 一 个 满意 的 解 有 p=3 以 及 gq =17 . 








7.50 将 习题 7.22 中 乘法 的 思想 加 以 推广 ， 我 们 有 


给 我 勒 让 德 多 项 式 ， 
我 就 能 给 你 一 个 封 
闭 形式 . 


7.51 


7.52 


7.53 
7.54 
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2 Q^ 
2 e o. dnt. 
jz 代替 每 一 个 2 边 形 . 这 个 代 换 符合 乘法 的 规则 , 因为 这 种 粘贴 运算 将 一 个 m 边 形 和 一 个 za 
边 形 作成 一 个 (m+n 一 2) 边 形 ， 从 而 其 生成 函数 是 
O=14+20° +2’O’ +2°O" toate ie ! 
ZRARA H O-ü-z-Xl-6z*z^)/4z. XX ESURUD 2"? WF TEE EUER BAD PR 
pees n 边 形 的 方法 数 . 这 些 系数 显然 不 能 用 本 书 里 讨论 过 的 其 他 量 表 示 成 封闭 形式 , 但 是 
它们 的 渐 近 性 状 是 已 知 的 名 ”人 2 
附带 指出 ， 如 果 @ 中 的 每 一 个 n 边 形 都 用 wz" 来 代 蔡 ， 我们 就 得 到 公式 


l1+z—Vl—(4w+2)z+2’ 
o- ! 


2(1+ w)z 

















































































































, 














这 个 公式 中 wz"? 的 系数 是 ， 用 不 相交 的 对 角 线 将 一 个 n 边 形 分 成 m 个 多 边 形 的 方法 数 . 
关键 的 第 一 步 是 ， 注 意 方 法 数 的 平方 等 于 某 种 回路 图 案 的 个 数 ， 它 推广 了 习题 7.27， 这些 可 以 通 
过 计算 一 个 矩阵 的 行列 式 来 实现 ， 这 个 矩阵 的 特征 根 不 难 确定 . 当 m=3 以 及 n=4 时 ， 知 道 
cos36°= 6/2 会 有 帮助 ( 习题 6.46 ) . 

前 几 种 情形 是 p) 21. pay, POE ty, POS *3y *3y. Be P,O) =n » 
其 中 = xd-x) ， 我 们 寻求 一 个 生成 函数 ， 它 以 一 种 方便 的 方式 定义 了 9q， ,Co ， 一 个 这 样 的 函 
数 是 》 a œz" / nt 2e" / (e +1) ,由 它 得 出 ¢,(x) =i E, (X) ， 其 中 已 Co 称 为 欧 拉 多 项 式 . 我们 


fi D(A x"8x=FCVE,C) ， 所 以 欧 拉 多 项 式 与 伯 努 利多 项 式 类 似 ， 且 它们 有 与 C698) 中 























ji 





















































类 似 的 因子 .根据 习题 6.23 ,我 们 有 n8, (x) = Y, [ipe *(2-2*) ; 根据 习题 6.54， 这 个 多 


项 式 有 整 系数 . 从 而 q, (o). ( 它 的 系数 以 2 的 寡 作 为 分 母 ) 必 定 有 整 系数 . 从 而 p(y) 有 整 系数 . 最 
后 ， 关系 式 (4y 一 p(y)+2p’(y)=2n(2n 一 ])p,1(y) 指出 


n n 
2m(2m ; - m(m+1) 
m m+l 








n-i 
+2n@n-1) 1 
m-l 

















且 由 此 得 出 i ^| SS TE (类似 的 证 明 表 明 : 当 表 示 成 关于 y 的 一 个 n 次 多 项 式 时 ， 涉 及 








中 | 








的 量 (-1"(2n42)E,,,,(x)/(x-l) 的 系数 是 正 整数 . ) 可 以 证 明 : i 是 
n 


n n+1 n 
; =2 +3| “| ， 等 等 . 
UE Risv, ni tp): 例如 ， 这 样 就 有 Do =P, = 210, Toys = Pes = 40 755 . 


iE, PEERAA EH — RR, 它 把 除 满足 zamodm = k S n 对 应 的 z" 项 之 外 的 所 有 系数 都 
变 为 零 . 所 述 构造 等 价 于 将 运算 


(D (2 -2)5, (9,278624) ， 且 有 














n- D 
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7.57 
8.1 


ESSE,S(E, + E)S--S(E; +E, ++ Epa) 











fERIHF1/0-2, EP S dean "H1/ü-z)4H3E" . 有 ml! 个 项 








E,SE, SESSE,» 


Hepomk <j, UR r EWE k, < ka 的 位 数 ， 则 每 个 这 样 的 项 的 值 都 等 于 z” a-z. d6 








好 人 ) see tot, 所 以 根据 ( 637 ) 可 知 , 2" 的 系数 是 六 C ("eem Gz 





3X E, 可 以 用 复 的 单位 根来 表示 ， 不 过 这 在 这 个 问题 中 似乎 没什么 帮助 . ) 
BBL ROFE) +--+ P,(2)F'(z) = Qí)GG) +++ O,(2)G"(z) =0 , FEF P,(z) A Q, C) BARS 
W. (a) BH H(z)-F(294G() ， 那 么 对 OS] <mtn HEA HRM Ri(z) ， 使 得 
H(z) = Ry (z)FO(z) ++ R, pa (FOP) +R, (ZG (z) +o R, nan (GO (z) . men 
+1 个 向 量 (Ry (2), Re uuu) 在 分 量 为 有 理 函数 的 (m+n) 维 向 量 空间 中 是 线性 相关 的 ， 因 此 
存在 不 全 为 零 的 有 理 函 数 5S,(z) , E S, )H  (z) S, (ODHE. (0) 类 似 地 ， 设 
H(2)=F(2)G(z) ,对 0<1<mn 存在 有 理 函 数 RO, WE HOOD D RD 
FOGO) ， 从 而 对 于 某 些 不 全 为 零 的 有 理 函 数 5,(z) 有 S G)H  (z) S, (2) H 
(z)=0. (类 似 的 证 明 指出 : WR Cf.) 和 (g,) 是 多 项 式 形式 递 推 的 ， 那么 (f,+g,) 和 (J,g,) 亦 
然 ， 附 带 指 出 ， 对 于 商 没 有 类 似 的 结果 ， 例 如 cosz 是 可 微 有 限 的 ,但 1/ cosz 不是. ) 

欧 拉 人 器 指 出， 这 个 数 也 就 是 [z"]/Vi-2z-3z”， 他 还 给 出 了 公式 = 了 ns/k? 


= > | .在 检查 这 些 数 的 时 候 ,他 还 发 现 了 一 个 "值得 记 住 的 归纳 法 失效 ": 尽 管 30 t 





























MO<n<8 ST F_(F_ +1) ,但 是 当 n 为 9 或 者 更 大 时 ， 这 个 经 验 性 的 规律 却 神秘 地 消失 了 1 
George Andrews! "指出 和 式 ^ [2 1e z « z^)" 可 以 用 斐 波 那 契 数 表示 成 封闭 形式 ， 由 此 解释 
了 其 中 的 奥秘 所 在 . 

H.S.Wilfi 35 8 [z" (a ^- bz 4 cz? =[2"]1/ f(z), HP f(z) = 1-262 + (b^-4ac)z ( 见 参考 文献 
[373], 5815934) ) ， 由 此 推出 其 系数 满足 
























































(+D4 — (2n DA, +n(b’ —4ac)A 


riS 








Petkovšek 的 算法 可 以 证 明 : 这 个 递归 式 有 一 个 用 超 几 何 项 的 有 限 和 式 表示 的 封闭 形式 的 解 ， 
当 且 仅 当 apc(O -4ac) =0 .于 是 特别 地 ， 中 间 的 三 项 系数 没有 这 样 的 封闭 形式 .下 一 步 可 能 就 
要 将 这 个 结果 拓 广 到 更 大 的 一 类 封闭 形式 ( 例如 ， 包 括 调 和 数 和 斯 特 林 数 ) . 

( Paul Erd6s 一 再 地 为 解 出 这 个 问题 的 人 提供 500 美 元 奖金 . ) 


1 1 工 + 工 + 工 + 工 + 了 工 - 工 (事实 上 ， 当 其 中 至 少 有 一 个 仍 子 为 均匀 时 ,我 们 总 是 以 概率 
24 48 48 48 48 24 6 


c 得 到 对 子 . ) 和 为 7 的 任何 两 个 面 在 分 布 律 6 中 都 有 同样 的 概率 ， 所 以 作为 对 子 ，S= 7 有 同 
样 的 概率 . 















































给 我 勒 让 德 多 项 式 ， 


我 就 能 给 你 
闭 形式 . 


一 个 封 
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8.4 
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8.6 


8.7 
8.8 


8.9 


8.10 


8.1 
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8.12 


8.13 
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有 12 种 方法 来 指定 最 上 面 和 最 下 面 的 牌 ， 且 有 50! 种 方式 放置 其 他 的 牌 ， 所 以 概率 是 
1 1 
17x13 221. 





12x50!/52!=12/(51x52)= 











l(424..4942) -48; 1p +2? +- +9? +2? -10(4.8)) -388 ， 它 近似 等 于 8.6， 一 枚 均匀 
10 9 45 
硬币 的 均值 和 方差 是 6 和 22 ， 所 以 斯 坦 福 大 学 有 一 个 极其 足智多谋 的 班级 .对 应 的 普林斯顿 大 学 








的 数值 是 64 和 也 ~12.5， ( 这 个 分 布 律 有 ,=2974 ， 它 相当 大 ， 因 此 ， 当 n=10 时 ， 这 个 方 








差 估计 值 的 标准 差 也 比较 大 , 根据 习题 8.54, 它 等 于 42974/10 202) /9 = 20.1. 我 们 不 能 抱怨 
学 生 有 欺骗 行为 ) 
可 以 由 (8.38 ) 和 (8.39 ) 推出 , 因为 F(z)=G(z)H(z). (对 所 有 的 累积 量 , 有 类 似 的 公式 成 立 ， 
即使 F(z) 和 G(z) 可 能 会 有 负 的 系数 . ) 

1 


' A a 1 dus 2 1 1 
jp 代替 H ,用 g=1-p 代替 T. AUR S,-S,77. 我 们 就 有 pqN = ， pe gis fii 












































Æ p=l/@, q=l/@. 

在 此 情形 ， 对 所 有 的 y，X|y 都 与 和 有 同样 的 分 布 ， 从 而 EQX|Y) - EX 是 常数 且 
V(E(X|Y))=0. V(X|7) 也 是 常数 且 等 于 它 的 期 望 值 . 

根据 第 2 章 的 切 比 雪夫 单调 不 等 式 ， 我 们 有 1= (p, + pt p) € 6 (po pitt pe). 

i p=Pr(we ANB), q=Pr(wg A), r-Pr(o€ B). 那么 p+qg+r=l， 且 要 证 明 的 恒等式 就 是 
p=(p+ (p+q)- gr. 
此 结论 为 真 ( 服从 显然 的 限制 条 件 : FAG 分 别 在 范围 XxX 和 了 上 有 定义 ) ， 因 为 
Pr(F(X)=fHG()=g8)= > Pr(X=xHY=y) 


xeF'(f) 
JEG (g) 


= Y Pr(X=x)-Pr(¥=y) 
xeF'(f) 
»eG" (g) 


-Pr(F(X)- f):Pr(G(Y) - g). 
最 多 可 以 有 两 个 . 设 x <x, 是 中 位 数 , IA 1S PX <x,)+ Pr X 2 x) X1, 从 而 等 式 成 立 ，( 某 
些 离散 的 分 布 没有 中 位 数 . 例如 , 13 Q 是 所 有 概率 为 Pr(+1/n)=Pr(-1/n)= T 的 形 如 +1/n 的 


分 数组 成 的 集合 ) 

例如 ， 设 对 所 有 整数 上 >0 ， 开 = 有 概率 4/(E+D+2)KE+3) .那么 EK-1, (AB 
E(K*)=0. (类 似 地 ， 我 们 可 以 构造 出 这 样 的 随机 变量 ， 直 到 c, 的 累积 量 都 是 有 限 的 ， 但 
Ki=c. ) 

(9 p, -Pr(X =k). WURO«xsl, RIRA Pr(X Xr) - 3, p, SV p, & Y OD 
=x-P(xz) ， 另 一 个 不 等 式 有 类 似 的 证 明 . (b) 设 x= w/U-o) 使 右边 极 小 化 ，( 习题 9.42 对 给 定 
的 和 式 给 出 了 更 为 精确 的 估计 . ) 

C f Boris Pittel 给 出 ) RIJS Y 2 (X, 9 X,)/n, Z=(X a+ +X,,)/n. 那么 
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Y+Z 
2 





-a) <|y-al] 





=r a 
2 2 


-P(z-e|«|Y-a)z. 





事实 上 ， 最 后 的 不 等 式 在 任何 离散 概率 分 布 的 情形 下 都 是 “> ”， 因 为 Pr 了 =Z)>0. 

8.14 Mean(H)= pMean(F) + qMean(G);Var(H) = pVar(F) + qVar(G) + pq (Mean(F)-Mean( OF . RE 
实际 上 是 条 件 概 率 的 一 种 特殊 情形 : 设 Y EET, X|H ER F(z) 生成 的 , 而 XI7 则 是 由 G(z) ^E 
成 的 . 那么 VX =EV(X|7)+VE(X|Y) , HP EV(X|Y) = pV(X|H) * qV(X|T) , H VEQX]Y) 是 
pz? y gO 的 方差 。 ) 

8.15 根据 链 式 法 则 ， 有 五 (z) = G'G)F'(G(2)). H'(z)- G'G)F'(G(2)) * G'GY F'(G(2)) ， 从 而 


| 由 
a 
Y 








Mean(/7) = Mean(F’)Mean(G), 
Var(H) = Var(F)Mean(G) + Mean(F)Var(G). 


( 与 概率 分 布 了 对 应 的 随机 变量 可 以 理解 为 : din F 确定 一 个 非 负 整数 上 ， 然 后 将 n 个 具有 
分 布 G 的 独立 随机 变量 的 值 相 加 . 这 个 习题 中 关于 方差 的 恒等式 是 ( 8.106 ) Tk X 218 H Wi Y 
有 分 布 忆 时 的 一 个 特例 ) 
8.16 e€ /(1-w). 
8.17. Pr(Y, , X m) =Pr(Y, , € n & m +n) = RAE SOG AE IDB Sm e n 次 得 到 n 个 正面 的 概率 = 将 硬 
TÉ. m+n WFR S n PETAR = P(X pnp 2), ， 从 而 


Y i pi = Jes = > iei "Jen 


km 
m+n 
m mtn-k sk , 
= k P q 3 
kSm 


这 就 是 (5.19) 当 n=x ，x=g ，y=p 时 的 情形 
8.18 (a) Gx(z)=e*. ONA m Z1, Sm 个 累积 量 是 1. (=1 的 情形 在 (8.55 ) 中 称 为 ) 
8.19 (a) Gy +x, (Z) = Gy (z)Gy, (2) = eM HED KE, BOMBER e^ 7 Qu, gay)!" /nl ， 独 立 泊 松 变量 
之 和 是 泊 松 变量 . (b) 一 般 来 说 ,如 果 KX 表示 一 个 随机 变量 的 第 m 个 累积 量 ,那么 当 a,b 宕 0 
时 就 有 K, (aX, +bX,) 2a" (K, X) & b"(K,X,) ， 从 而 答案 是 2”4 - 3" u. 
8.20 一 般 的 概率 生成 函数 将 是 G(z)=z" /F(z) ， 其 中 

































































F(zj=z"+(1- 2Y Ay [ 4” = Ay |e ， 
k=l 
F'(1)2m- > Ao | 4” - A] ， 
k=l 


F'Q) = m(m -1) - 25 -有 4o| AY = A, |. 
k=1 


8.21 HED og,» Hh q, 是 在 经 过 n REZ, Alice MBI [8] Bo A TEE. 设 p, 
是 这 个 游戏 在 第 n KRR, ROA p, +9, = 9,，. 因此 玩 此 游戏 的 平均 时 间 是 
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> np, = (qo — %) + 204, — 9p) + (Gy — 93) + =q +q t4, 7 N , AW lim, ,ng, =0. 


确定 这 个 答案 的 另 一 种 方法 是 ,用 = Ta 代替 HIT. 这 样 ， 由 ( 8.78 ) 中 第 一 个 方程 的 导数 可 知 ， 


NG) + ND = MOD+S (D+ S, . 





顺便 指出 ，N = t. 














8.22 根据 定义 , A VAXIY) =E(X"|Y)-(E(X|Y)) , v(sar) - E((orp)') -EED . 从 而 
E(V(X|¥)) + V(E(X|¥)) = E(E(X?|¥))-(E(E(X[¥))) .但 是 E(E(X|7))= È P=») 
E(X |y) - Y, , Pr(Y 2 y) Pr(X |y) - x) - EX B. E(E(X’|¥)) =E(X?), ， 所 以 结果 正好 是 VX. 
823 iQ, = CL Eh’, Q = £1, E, OE, Q, 是 Q 中 的 其 他 16 个 元 素 . 那么 根据 we Q,,Q,,Q, , 
就 有 Pr (0) - VT 于 是 事件 A 必定 是 从 @, 中 选取 大 个 元 素 , JU (kkk) 
576576576 
是 如 下 诸 情形 中 的 一 个 : (000), (0,2,7), (0412, (1,4,4), (1,6,11), (2,61), (2,8,8), 






































(2,10,15) ，(3,10,5) ，(3,12,12) , (4,12,2) , (4,14,9) , (4,16,16) . 例如 ， de IP (o) ren 











类 型 的 事件 . 这 类 事件 的 总 个 数 为 [z"]4+z2) 4+z 7”)*Q +z*)*， 结果 等 于 1304872090， 如果 我 


们 仅 局 限于 与 有 关 的 事件 ,就 得 到 40 个 解 Se 4 ， 其 中 4 名 ， ls 2 a s 5 a oh 


4 6 3 5 ; 
d y g^ s}, {2, 4, 6 8, 10, 12}, n T gy 4 10| 以 及 这 此 集合 的 








E (这 里 的 记号 表示 2 或 者 12， 但 不 同时 取 这 两 者 ， ) 











8.24 (a) 任何 一 个 以 了 所 占有 的 骨 子 作为 8 的 要 让 是 p= +[ 3 D. Mili p = —. Hac. 那么 


J 总共 所 占有 山子 数 的 概率 生成 函数 是 (q+ pz) ^ ， 其 均值 为 (2n+ Dp ,而 根据 ( 8.61 ) ， 其 方 
差 为 (2n+1)pg. (b) se SER = 0.585 





5 161051 
8.25 EMRET n 次 之 后 ， 当 前 赌 本 的 概率 生成 函数 是 G, (z), HP 

















Co(2) mz ; 
Beer Gu ees. n>0. 


( 韭 整数 的 指数 不 会 产生 麻烦 . ) 由 此 推出 Mean(G,) = Mean(G, ,) , H Var(G,)+ Mean(G,) = 





这 个 问题 不 用 生成 


BAUR ARE 2 (Var, D+ Mean(G, ). BRLIENTLE A, mat (22) -1 Le. 
可 能 更 容易 解决 . 15 





8.26 HER AE HR F(z) 满足 A (TE, (GL. B Jb Mean(F,,)=F/,()=[n 21/1 , 
Fi, (Q)=[n220/7 , WTRA ATE. (EXE, RNA 


1/z-1Y 
FH,(z)= H ) ， 
p 1 
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当 n 一 % 时 ， 它 趋 于 均值 为 1/7 的 泊 松 分 布 . ) 


8.27 (WX, -3712)2 -2Xj)|n(n-D(n-2) APM, Hep E, = Xi +--+ Xi 
等 式 推出 : 














.这 可 以 从 下 述 诸 恒 

















EX, =n, ; 

E(®,2,) = n44 +n(n 一 DA 3 
E(22) = nu, + 3n(n - Jug, * n(n - Dn- 2. 
附带 指出 ， 第 三 个 累积 量 是 








k,=E((X-EX)) ,但 是 第 四 个 累积 量 没有 这 么 简单 的 表达 式 ， 有 
K, =E((X -EX))-3(VX). 


828 (这 一 题 隐 售 了 要 求 p=q= 














E , 但 是 为 了 完整 起 见 , 这 里 给 出 了 一 般 性 的 解答 ，) 用 pz RË H , 





Haz EET, IS (z)- paz / (1- p-ga- paz) , S,(z)= pq?z?/(1-qz) (1- paz). 


Alice 在 第 n UCBEDBBE TENE ( 在 她 万 得 游戏 的 条 件 下 ) ， 获 胜 的 条 件 概率 的 概率 生成 函数 是 

















SO 3 q , P .1l-pg 
S,() l-pz l-qz l- pqz 











这 是 伪 概 率 生 成 函数 "的 乘积 , 其 均值 为 3+ p/ qq! p*2pq/(-— pq). Bil 获 胜 的 条 件 概 率 的 概 


率 生 成 函数 的 公式 与 此 相同 , 不 过 要 去 掉 因子 g/(- pz) ,所 以 其 均值 是 3+g/ p - 2pq(0— pq). 
当 p=g - 时 ， 情 形 (a) 的 答案 是 Z ， 情 形 (b) 的 答案 是 2. Bill 获 胜 的 概率 只 有 通常 Alice 获 胜 



























































的 概率 的 一 半 ， 但 是 当 他 的 确 获 胜 时 ， 有 可 能 获胜 得 更 快 一 些 . 投掷 次 数 的 总 均值 是 
2.17 1.14 1 
x = 


a as : ， 这 与 习题 8.21 吻 合 ， 对 每 一 种 模式 的 单 人 抛掷 硬币 游戏 都 有 等 待 时 间 8. 
8.29 在 














1+ N(H+T)=N+S,4+S8, +S. 
N HHTH = S (HTH +1) + S,(HTH + TH) + Se (HTH + TH) 
N HTHH = S ,(THH+H) + S, (THH + 1) + S (THH) 
NTHHH = S (HH) + S,(H) + Se 





中 秆 H=T=， 得 到 获胜 的 概率 ， 一 般 来 说 ,我 们 将 














Ss+Ss+Sc=1， 以 及 
S (A: A) +S,(B: A)+S(C:A)=S,(4:B)+S,(B:B)+S.(C:B) 
=S,(A:C)+S,(B:C)+S.(C:C). 


ac 1 1 
特别 是 ， Ty FE OS, 438, +38, =5S,+9S, +S. 228, 4 48, +88. 意味 着 $= 可 : LI ; 
uu 
C 52 
8.30 





n 


Plh, hi k)|k 8927 28 FEB fr — DR AY ((m-14 z)/ m) z 的 方差 ， 根据 (8.61) 它 等 了 


(k- v (i - +) 因此 ,方差 的 平均 值 是 Mean(S)on — D / m^ . PHERI (c -1)/ m HI 











" 所谓 “ 伪 概 率 生成 函数 ”是 系数 之 和 等 于 1 的 概率 生成 函数 ， 见 8.4 节 . 
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差 ， 即 Var(S)/m?. 根据 (8.106) ， 这 两 个 量 的 和 应 该 是 VP ， 而 且 正 是 这 样 . 的 确 ， 我 们 刚刚 
还 以 略微 变形 的 方式 再 次 演示 了 (8.96) 的 推导 过 程 . (见习 题 8.15. ) 
8.31 (a) 一 种 强力 求解 的 方法 会 建立 有 五 个 未 知 数 的 五 个 方程 : 








A= LzB+izp B=L2C ; @=i42 2945p : 
2 2 2 2 2 


Data š f=" op. 
2 2 2 




















位 置 C 和 DD 离 卓 的 点 是 等 距离 的 ，B 和 EE 亦 然 ,所 以 我 们 可 以 将 它们 归并 在 一 起 ， 如 果 
了 =B+E 有 旦 Y=C+D ， 现 在 有 三 个 方程 : 








pe X=Lzy, yes eres. 
2 2 2 2 


Ai4-z/(4-2z-z)),' A Mean(A)=6, Var(4)-22. (想起 了 吗 ? 事实 上 ， 这 个 问题 等 价 
于 抛掷 一 枚 均匀 硬币 , 直到 接连 出 现 两 次 正面 : 正面 表示 “向 苹果 前 进 ”, 反面 表示 “向 回 走 ”. ) 
(b) 切 比 雪夫 不 等 式 给 出 Pr(S 2:100) = Pr((S- 6)? = 94") < 22/94? = 0.0025. 
(c) 由 第 二 个 截 尾 概率 不 等 式 可 知 , 24 x S 1 NAT P(S 2:100) <1/x®(4-2x- x°) , 4 x= (49001 
—99) / 100 时 就 得 到 上 界 0.00000005.〈 根据 习题 8.37， 实 际 概率 近似 为 0.0000000009 . ) 
“Toto ， 我 感到 我 们 ”8.32 根据 对 称 性 ， 我 们 可 以 将 每 个 月 的 情形 转化 为 四 种 可 能 性 之 一 : 
TEREM D ， 对 角 线 相对 的 州 ; 
c picea 4 ， 相 邻 且 不 是 堪萨斯 州 的 州 ; 
K ， 堪 萨 斯 州 和 另外 某 个 州 ; 
S ， 相 同 的 州 . 
考虑 马尔 可 夫 转 移 ， 我 们 得 到 四 个 方程 





























Deis mes 
9 12 


ds S4. K 
9 12 
k-dSossae ik) 
9 9 12 
S=z 3p+l4+2K ; 
9 9 12 
EMMALE D+K+A+S=1+2(D+A+K). 其 解 是 
|... 81z -45z! - Az 
243-243z *2Az! +8z3 ' 
但 是 求 均值 和 方差 的 最 简单 方法 或 许 是 ， 记 z=1+w 并 展开 为 w RR, KE w 的 倍数 : 
27 1593 








_15 2661 


wH. 
8 256 
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2 PEU 15 _ 1593 | 2115 2661 11145 75 " 
F SO=j . Kzs'- .其 均值 为 一 ， 而 方差 
加 在 有 ( "d 8 16 ' (0 5312 256 256 2 9t AG 
we. (还 有 更 简单 的 方法 吗 ? ) 





























8.33 第 一 个 答案 : 显然 是 肯定 的 ， 因 为 散 列 值 及,…,h, 是 独立 的 .第 二 个 答案 : 一 定 是 否定 的 ， 即 使 
BOE Assh, 是 独立 的 . RTA PeX, 20) 2 $7 is (Li # Km-D/m)- (1-5, (m1) / m ,但 是 
P(X,-X,-0)- 9^ adm 1? / m?) = (1-5, -s)m-1y / m° # Pr(X, = 0) Pr(X, =0) . 

8.34 it [z"]S, (z) 是 吉 娜 经 过 nn 轮 之 后 推进 了 <m 步 的 概率 . 那么 8,(D 就 是 她 在 平均 杆 洞 数 为 m 时 的 
平均 得 分 ; [z"]S, (z) 是 她 与 一 位 稳健 的 高 尔 夫 运动 员 对 抗 时 失掉 这 样 一 个 洞 的 概率 ; 而 
1-[z"-]S, (z) 则 是 她 赢得 比赛 的 概率 我们 有 递归 式 

S,(z)=0, 

S,,(Z) = (1+ pz8, ,(z) + qz$, (2) (7 rz) ,. m»0. 
为 了 求解 (a)， 只 需要 对 m,n 三 4 计算 系数 就 够 了 .用 100w 代替 = 是 很 方便 的 ， 这 使 得 计算 只 涉及 
整数 而 不 涉及 其 他 对 象 . 我 们 得 到 如 下 的 系数 表 : 
























































So 0 0 0 0 
5, 1 4 16 64 256 
5; 1 95 744 4432 23552 
5; 1 100 9065 104044 819808 
S, 1 100 9975 868535 12964304 





这 样 一 来 ， 吉 娜 就 以 概率 1- 0.868535 = 0.131465 获胜 ， 以 概率 0.12964304 输 掉 比赛 ，(b) 为 了 求 
得 平均 杆 数 ， 我 们 计算 








25 4675 667825 85134475 
$0750 $0730 073184 "75533664: 
(附带 指出 ， 5,0) 4.9995 . 当 平 均 杆 洞 数 为 时， 她 关于 洞 和 杆 数 都 获胜 ; 但 当 平均 杆 洞 数 为 3 
时 ,关于 这 两 者 她 都 输 掉 比赛 。 ) 
8.35 根据 中 国 余数 定理 ?, 对 所 有 nn 条 件 为 真 ， 当 且 仅 当 它 对 n=1 为 真一 个 必要 且 充 分 条 件 是 多 项 
式 恒等式 


(p, + p,* P, * Qi p p) W)( Ps + Po t(D, + Pa)2 + (Ps + pz") 























=(pwzt p,z + pywt p,z- pwz’ + p,) 5 
但 这 都 不 过 是 问题 的 重复 叙述 . 更 加 简单 的 特征 刻画 是 
(Po + P4 + Po)(P3t Ps) = Po» (Ait P3t Ps P2 + Ps) = Ps >» 
它 仅仅 检查 了 前 面 乘 积 中 的 两 个 系数 .一 般 的 解 有 三 个 自由 度 : ia, +a,=b,+5,+b,=1, X 
pi=ab, p,-apb,, p,-ab,, ps=awb,, p,-ab,, pe= ab- 









































D 即 孙子 定理 . 





8.36 


8.37 


8.38 


8.39 


8.40 


8.41 


附录 A 习题 答案 489 























(a) LJ L3 L3 AAE (vb) 如 果 第 个 山子 的 面 有 点 数 5…,se，, Ep +z 我 们 想 
要 求 满足 pi(z)..…p,(z)=(z+z +z +z* +z 42°) 的 多 项 式 . 这 个 多 项 式 的 具有 有 理 系数 的 不 可 
约 因 子 是 EDE +++ e-+, MAT pi(z) 必 有 形式 z“ (z+) (z +z+1)% 
(z-z«0^. 我 们 必定 有 a 1. HX p,(0)20; 而 事实 上 有 a =1， 因 为 a+…+a,=n. 此 
bb, 条件 pA = 6 HI b, c, 21. 现在 容易 看 出 0 三 qd, 三 2 ,因为 & >2 给 出 负 的 系数 . 4d =0 
fila =2 时 ， 在 (a) 中 我 们 和 MESA 于 是 仅 有 的 解答 有 大 对 货 子 (如同 在 (9) 中 那样 ) 再 加 上 
n—2k MMK BET (对 某 个 fs n). 


因为 在 多 米 诺 骨牌 铺设 es 故而 对 所 有 n>0 ,长度 为 n 的 抛 挪 硬 
币 序列 的 个 数 是 已 ,于 是 ， 当 硬币 是 均匀 的 时 ， 恰 好 需要 抛掷 地 次 的 概率 是 已 , 12" 又 有 
q, =F /2"", BAD. Ez (Faz +F, aA- (当然 , 通过 生成 函数 方法 也 可 
能 得 到 系统 的 解答 . ) 

当 看 过 个 面 之 后 , 抛掷 一 颗 新 股子 的 任务 就 等 价 于 以 成 功 的 概率 p, = (m — k) / m 抛 挪 硬币 . 
KEKEREKE [rz l-an- m-e. 其 均值 为 六 p= 


i-oP, 


m(H, -H,,), HÆK m (Ht - Hg) -mOT, - H4) ， 而 方程 (7.47) 则 对 所 要 求 的 概率 提供 





































































































四 





























了 封闭 形式 ,也 就 是 wm Lp d 这 个 习题 讨论 的 这 个 问题 习惯 上 称 为 “奖券 收集 ” ) 
E(X) = PCD ; V(X) = P(à-2)- P(-? ; E(In X) 2 -P(0) . 


HRI (7.49) ) ， 我 们 有 ca nle); 附带 指出 ， 第 三 个 累积 量 








Ww 





是 npq(q 一 p) ， 第 四 个 则 是 wpgd4-6pg). 恒等式 g+ pe' =(p+q e 表明 f, (p) - 7D" f, (q) 
+[m =] ， 从 而 可 以 记 f.p) = g, Da- p)" 9, Hp g, ES | mm / 2 | WX. (对 任意 的 





m»1). (Wi p. FrO=n 人 23， WAY, erm /m-DtsF)-1-1/(e +1), 











以 利用 习题 6.23. 

如 果 GE) 是 一 个 仅 取 正 整数 值 的 随机 变量 X 的 概率 生成 函数 ， 那 么 就 有 | G(z)dz /z= 
> ,PrX= 月 人 =EC ) .如果 苞 是 得 到 2z+1 次 正面 的 抛掷 次 数 的 概率 分 布 ， 根 据 (8.59) ， 
我 们 就 有 GO) -(pz/(0-q2) ”， 如 果 作 代 换 w= pz/(0— qz) ， 这 个 积分 就 是 


f. pz n+l dz mi w'dw 
?9(1—qz Zz °1+(q/ pw 


当 p=q if, BARBS OCD (+ wy)! 199 wow t+ lw"), RL REE 
































( vy (m2 Iez-Iee( D rn, RR 28, RIIE I, H, ^ n2 tant ec 40074, 














由 此 得 出 E(X7) = QU uU + O(n™). 
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8.42 


8.43 


8.44 


We F,(z) 和 G,(z) 是 这 个 人 得 到 晚间 雇用 的 次 数 的 概率 生成 函数 ， 他 起 初 分 别处 于 失业 或 者 就 业 
状态 . Bq, =l- p,, qd, =l- p; , HBA Fi(z)=G,(z)=1, AA 





F(Z) = p,zG, ,(z) + 9,F, 1) ， 
G,(z) = p,F, .(z) + q,2G, .(z) - 
其 解 由 下 面 的 超级 生成 函数 
G(w,z) = $:G,(z)w" = A(w) / (1= zB(w)) 


nz 




















G'(Dw" = 


nz0 7” 


给 出 , HP Bw = w(q, - (4, -p w) 07 q,w) , AQ) -(-Bw))/ 0-w) . 现在》 


awl(L-wy + 8/0—-w)- B/(1- (a, p)w) ,其 中 





Pan _ Dr(97 — Pr) 
Pat Dy (BER 


ifii G; 0) = ant B(1-(q, - p,). (BRAWL, Gr) = a? + O(n) ， 所 以 方差 是 O(n).，) 


a= 


根据 C611) , A GO X, [s nez im 这 是 二 项 概率 生成 函数 的 乘积 


IL.((«-1«2/£) 

其 中 第 项 的 均值 为 1/k ,方差 为 (kK 一 11K” , AMA Mean(G,)=H, , Var(G)) - H, - Hi^. 
(a) 冠军 必定 是 在 n 场 比赛 后 不 败 的 人 ， 所 以 答案 是 p". (b, c) HF xxu 在 各 个 不 同 的 分 场 
比赛 中 必须 “成 为 种 子 选 手 ” ( 凭 运气 ) ， 而 且 必 须 在 其 全 部 2*(n - k) 场 比赛 中 获胜 . 锦标赛 
树 形 的 2" 片 树叶 可 以 用 2"! 种 方式 填写 .为 使 之 成 为 种 子 , 我 们 有 2^ 107)" MOTOR CRUS ETE 


的 2* 个 选手 , 且 有 (2" - 2) 种 方式 放置 其 他 的 选手 , 因此 其 概率 是 (2p)* 07? / 加 . 当 上 =1 时 ， 

























































































这 可 以 简化 成 22) /(2"- 1). (d) 锦标 赛 的 每 一 种 结果 对 应 于 选手 的 一 个 排列 : 设 y, 是 冠军 ， 
y, 是 男 一 位 决赛 选手 ，y, 和 yy 是 在 半 决 赛 中 输 给 y 和 y, 的 选手 ，(y,,…,y) 是 在 四 分 之 一 决赛 
rli (sss y) 的 选手 ， 如 此 等 等 。 另 一 个 证 明 指出 : 第 一 轮 比 赛 有 2"V/ 2 …! 个 本 质 上 
不 同 的 结果 ， 第 二 轮 比 赛 有 2”V 2”! 个 本 质 上 不 同 的 结果 ， 如 此 等 等 。 ) (e) UE S, 是 在 第 上 轮 
比赛 中 x, 的 2 所 个 潜在 对 手 组 成 的 集合 ， 在 给 定 x 属于 8, 的 条 件 下 ， 获胜 的 条 件 概率 是 
Pr(x 与 xz) 比 赛 ). p” (1 一 pp) 二 Pr(x 不 与 x 比赛 ): p” 
-p p" Qü-p*ü-p^»p. 
x E S, 的 几率 是 2 所 1(2" -1) SEF k RAMA: 


< 2 k-l n- 一 n n 2 i -1 n- 
——(p*'p" (= p)+0- p*)p") =p ae 一 
£y | 2-1 


(f) 2! 场 比赛 的 每 一 种 结果 的 发 生 都 有 一 个 确定 的 概率 ， 而 oc, EEE x, 在 其 中 为 优胜 者 
的 所 有 (2” -1D! 场 比赛 结果 的 概率 之 和 . 在 所 有 那些 结果 中 将 x, 5j xus 交换 ,如 果 x, 与 x,, 从 未 
在 比赛 中 相遇 , 那么 这 一 改变 并 不 影响 其 概率 , 但 是 如 果 他 们 的 确 在 比赛 中 相遇 , 这 一 改变 就 等 
于 用 (4-p)/p<1 乘 以 这 个 概率 . 
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8.45 (a) A(z)=1/(3-2z) ，B(z)=zA(z) ，C(z)=2z*4(z). BEEN, 雪 利 酒 的 概率 生成 函数 是 z^ A(z) , 
CAF 2 VV n=3 ,p= i 为 参数 的 负 二 项 式 分 布 . (b) Mean(A) = 2 , Var(A) =6 ; Mean(B) -5 , 














Var(B) = 2Var(A) =12 ; Mean(C)=8, Var(C)=18. 该 雪 利 酒 平均 来 说 是 9 年 陈酿 、 属 于 25 年 陈 


酿 的 雪 利 酒 占 比 为 oe = Gr -23x B «0.00137 . (c) w" 的 系数 是 年 份 n 





开始 所 对 应 的 概率 生成 函数 ， 那 和 
4-(1+ 5w/l »J/t Se] ; 
a=(1+ ews) /(1-Fa) ; 

3 3 
c-(reioem (1-2) : 
3 3 


关于 z 求 导 并 令 z=1 ， 这 就 给 出 
ES 1/2 3/2 


“ERY ER 


在 这 个 过 程 开 始 n Ea, MMR E AT BU OE Se f£ AER EE w 的 系数 大 1， 也 就 是 























9- [3 Gn? +2In+72)/8. (4n=11it, 这 已 经 超过 8 了 .，) 
8.46 (a) Pos.) e Ve (Pnz Pwa) (1-304 2] ， 从 而 p,, 22" [| 


n 


O) (sa) e zv +OP), AT 


a) % +n 5j 
Dinan = 2 T z 
m n 


Yn, Dike te yo" ort d 可 以 利用 (5.20) RA: 


i n+l+k 
22 (ave (^ ic eve ne ) 
Mu aal 2n*2 
- (2n 41) - (n 412 É -2 #8) 
_2n+1(2n e 
~ 22" |n 


SOMATA , EF 2Vn/ 2-14.00"). ) 
8.47 经 过 n 次 照射 之 后 ,有 n+2 个 同等 模样 的 接收 器 . 设 随 机 变量 X, dS FEE AY OI PISTE ERR 
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如 果 第 (ne 1) AAF h HP — MODUM A AS eik (其 条 件 概 率 是 2X, /(n*2) ) , WA 


X,,-7X,*Y,, FY, =-1, MRA Y, =+2. 故而 
= EX + EY, = EX, - 2EX, /(n+2)+2(1-2EX, /(n+2)). 





EX, 


n+l 
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如 果 我 们 用 求 和 因子 (za+1 乘 以 它 的 两 边 ， 递 归 式 e+2)EZ a =(n 一 4)EX, +2n+4 可 解 ; 或 者 
我 们 也 能 猜 出 它 的 答案 并 用 归纳 法 对 它 加 以 证 明 : 对 所 有 z>4 ， 有 EX,=(22z+417. (附带 
指出 ， 不 论 四 步 之 后 的 构造 如 何 ， 在 五 步 之 后 总 有 两 株 双 叭 菌 体 以 及 一 株 三 喉 菌 体 ，) 
8.48 (a) 飞碟 之 间 的 距离 ( 如 此 度量 使 得 它 是 一 个 偶数 ) 可 能 是 0、2 或 4 个 单位 ， 一 开始 距离 为 4， 对 
DEAE PRA, B, C ( 比方 说 ， 其 中 [z"]C 是 在 n 次 抛 找 之 后 距离 为 4 的 概率 ) 满足 


fa ; B=lzB+lzC J Cate pee. 
4 2 4 4 4 



























































日 此 推出 A=z?/(16-202+52*)=2°/ F(z) ， 且 我 们 有 Mean(4) 22-Mean(F) 212 , 
Var(A) = -Var(F) 2100. (一 个 更 困难 但 更 有 趣 的 求解 因子 4 如 下 所 示 : 
= eee 2. 4 PE Di ES 
l-qz 1-gz p-nl-qz pi-p,1-4q7 
其 中 pp =¢/4=(34+V5)/8, p= /14=(3-V5)/8， 且 p+g,=p,+g,=1. 这 样 一 来 ,这 
个 游戏 就 等 价 于 抛掷 两 枚 正面 出 现 的 概率 为 p, 和 p, 的 不 均匀 硬币 ; 每 次 抛掷 一 枚 硬币 ， 直 到 
两 者 都 出 现 正 面 为 止 ， 总 的 抛掷 次 数 与 飞碟 抛掷 次 数 有 相同 的 分 布 ， 这 两 枚 硬币 的 等 待 时 间 
的 均值 和 方差 分 别 是 6x 245 和 50 二 22V5 ， 从 而 总 的 均值 和 方差 与 前 一 样 ， 是 12 和 100.， ) 
(b) 将 生成 函数 展开 成 部 分 分 式 ， 这 样 有 可 能 对 这 些 概率 求 和 .， (注意 ，V5 / (40) e 9 1421, M 
以 答案 可 以 用 乡 的 寡 表 示 .，) 这 个 游戏 可 以 以 概率 S PP"? — 9) Bi n AES CÓ n 是 偶 
数 时 ， 这 个 概率 是 3 ?4 已，， 所 以 答案 是 5904 Fez 0.00006 . 



































8.49 (a) 如果 n>0 , W P (0m = SIN = Oe Pi (On) Rn- , Py(m,0) 是 类 似 的 ， 
P,(0,0) =[N 20]. 因此 


1 1 1 
Sinn = Bm- * T Ema + T E maa ? 























4 2 4 
1 1 1 " 
So, 7534 Bon * gE ， 等 等 . 
kou s duy dra ab oe doge aus "o 
O) Sinn =14 Esa t Emn IEn Bon T2 ta Eta T Eas ARA. Am 用 归纳 法 ,我 们 





对 所 有 mn20 有 g-QmtDgo-2m . 又 由 于 g%o=86mw， 因 而 必定 有 
g,,-m*n-c2mn. 
(c) H mn» 0 时 ， 这 个 递归 式 是 满足 的 ， 因 为 
1 (2e -1)0 á sin(2m + 1)0 à sin(2m + 23 
cos? 0 4 2 4 , 


这 是 恒等式 sin(x — y) + sin(x + y) = 2sinxcos y 的 推论 .故而 剩 下 所 要 做 的 就 是 检查 边界 条 件 . 
8.50 (a) 利 用 提示 我 们 得 到 


1/2 i 
x-z y| * f) (1— zy 
1/2 ok j-3) 
-x-»Y ， IB ?| a 








sin(2m  1)0 = 




















8.5 


= 


8.52 


8.53 
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现在 来 看 z* 的 系数 . HO) -I+ Dem. (上 ) 设 r= 0-0-2 Suus 
出 (z-34r\(z-3-r)=42 ， 从 而 就 有 (7/0-z)+2) 2 03-5z -4r)/ 0  z) - (9- H(z))/ 
(1- H(z)). (A 计算 在 z=1 处 的 一 阶 导 数 ， 表 明 Mean) 21. 在 z=1 处 的 二 阶 导 数 发 散 ， 所 以 
方差 是 无 限 的 . 

(a) 设 H,(z) 是 在 经 过 半 轮 游戏 之 后 你 拥有 的 财富 的 概率 生成 图 数 ， 瓦 ,(z) =z .对 于 n 轮 游戏 的 
分 布 是 


H,,,(2) =H, (H(z)) 




















所 以 根据 归纳 法 ， 此 结果 为 真 ( 利用 上 一 问题 中 那个 惊人 的 恒等式 ) (b) g, = A, (0) - H, (0) = 
4A/n(n*l(n-2)24(n-172. 均值 是 2， 而 方差 是 无 限 的 .(c) 根据 习题 8.15， 在 第 n 轮 你 所 购买 
的 奖券 张 数 的 期 望 值 是 Mean(H,) =1 ， 所 以 购买 奖券 总 张 数 的 期 望 值 是 无 限 的 . (这 样 一 来 ,你 
最 终 几 乎 肯定 会 输 . 你 可 以 期 待 在 第 二 轮 游戏 之 后 输 ， 还 可 能 购买 无 穷 多 张 奖券 . ) (d) 在 经 过 n 
轮 游戏 之 后 ， 现 在 的 概率 生成 函数 是 H(z)? ，(b) 中 的 方法 得 到 均值 16-- IU «28. (在 这 里 出 
RA Y/R 2m 1/6. ) 

如 果 w FIL. 是 满足 Po) > Pro’) WEEE, BRAS n 个 独立 试验 遇 到 的 w 会 比 w EE (以 很 
高 的 概率 ) , 因为 w 出 现 的 次 数 非 常 接近 于 nPr(w@) . 这 样 一 来 , 24 n — ee 时 ,一列 独立 实验 中 了 
的 值 的 中 位 数 或 者 众 数 将 是 随机 变量 X 的 中 位 数 或 者 众 数 的 概率 接近 于 1. 

我 们 可 以 推翻 这 个 命题 ， 其 至 在 每 一 个 变量 取 值 为 0 或 者 1 的 特殊 情形 也 依然 如 此 . 设 
po=Pr(X=Y=2Z=0), p=Pr(X=Y=2Z=0),…, p,=Pr(X=Y=Z=0), HH X -1-X . 这 
FE ppt p tect p, =1， 且 变量 是 两 两 独立 的 ， 当 且 仅 当 我 们 有 
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(Pit Ps + Do DP * D Pot P71) = Pot Pr > 

(P4 + Ps + Pot PD + Ps + Ps + P71) = Pst Ds, 

(P: + P; + Ps + P,P, + D: + Ps +p) =p +p. 
但 是 

Pr(X +Y =Z =0)4 Pr(X¥ +Y =0)Pr(Z =0) © p, 4 (P, + DG + P, + Pa t+ po). 
一 个 解 是 

Po=p3=ps= pe=1/4; p =p,=p,=p,=0. 


这 等 价 于 抛掷 两 枚 均匀 硬币 , Ji X = (第 一 枚 硬币 是 正面 ) Y= (第 二 枚 硬币 是 正面 ) Z= 
CERAR). 所 有 概率 都 不 等 于 零 的 另 一 个 例子 是 




















po=4/64, p,=p,=p,=5/64, 
DJ=pj=Dp=10164 ， p,-15/64. 


由 于 这 个 原因 ， 如 果 
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8.54 (有 关 记 号 见习 题 8.27 ) 我 们 有 


8.55 


8.56 
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Pr(X, = xH HX, = x,) = Pr(X, = x) PrCX, =x,) ; 








我 们 称 MEE XX, 是 独立 的 ， 两 两 独立 并 不 足以 保证 有 独立 性 . 




















E(22) = nu, * n(n - Da ， 
E(Z,E)- nu, + 2n(n - Vut, € n(n - Dus * n(n Yn - 245; ， 
E(X1) = nu, + An(n — lusu, + 3n(n - Vus 
*6n(n - V(n - 2)uu; + n(n -Dn - 2n -3)u; , 


由 此 推出 VC(VX)=x /n*2id /(n-1). 


有 4= 二 X52! 个 排列 满足 X=Y， B =x52! 个 排列 满足 Xz 在 所 述 程序 完成 之 后 ， 每 一 


AM x = résiste ( lp) IL ALI NRIOL Ép psp st. 类 


DU, AREA Y HAIL BER ÉA- p) / (( E 中 IRL. Gc p = T 使 得 对 所 有 < 




















fll y HA Pr(X 2 x HY = y) uS 《这 样 我 们 就 能 将 一 枚 均匀 硬币 抛掷 两 次 ， 如 果 两 次 都 出 现 


正 
如 
的 














m, WEAS. ) 
果 m 是 偶数 ， 则 飞碟 总 是 相互 保持 奇数 距离 ， 且 游戏 会 无 限 持续 下 去 .如果 六 =21+1 ， 相 关 
生成 函数 是 


1 
CO， T 455 ? 





























1 1 
A, =—2ZA,+—ZA,, 
2 4 
1 1 1 
A, = 77h Tode taf , l«k«l, 


1 
A, — —z4, 4 pa +1. 
4 4 


( 系数 [z"]4 是 在 经 过 UW RZ EBS 2k 的 概率 ，) 从 习题 8.49 的 类 似 方程 中 汲取 线 


于 











我 们 置 z=1/cos "9 A =Xsin29 ， 其 中 是 一 个 待定 的 量 . 由 此 用 归纳 法 推出 (不 用 关 
4 的 方程 ) A. = Xsin2k06 .于 是 ,我们 就 希望 选取 锐 使 得 


hi- = Jasinato i - 
4cos 0 4cos 0 


























Xsin(2/ - 2)0 . 


13:5] X = 2cos? 0 / sinGcos(Q1 - DO ， 故 而 


MZ 


fA 





2 cos@ 
”  cosmO ` 
6 是 和/(2m) 的 奇 倍数 时 分 母 变 为 零 , 从 而 1-qgz (ISk <1 ) 是 分 母 的 一 个 根 ， 而 所 说 的 乘 ZA 学 再 次 胜出 .与 
示 必 定 成 立 ， 为 了 求 出 均值 和 方差 ， 我 们 可 以 记 Ee eee 


snis 分 币 有 关联 吗 ? 


8.57 


8.58 
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G.- 人 1 = =) h | 3g? + m0 =) 
2 X 2 24 
1 2 2 1 4 2 " 
=1+ D6? +— (5 6m? 4 8^ 4... 
QU UE e E NIE SHY 
=14 Sn" - D(tang)? E — 14m? +9)(tan0)* Tras 
=1+ G; (D) (tan 6)’ + 5 6 (D tan Ott, 
E E tnd = 0,6 e ， 所 以 我 们 有 Mean(G, ) = (m^ -1) 


Vai(G,) = enar -D. (注意 ,这 表明 恒等式 


2 -1)/ - 
m =] (m-1)/2 1 (m-1)/2 


2 


这 个 分 布 的 第 三 个 累积 量 是 


6 





2542 (m-1)/2 2 = 2 
m'(qm -1) _ 5 区 (2k -1)n /sin (2k 2 
2m 2m 


k=l 
1 
30 





m^ (m^ 一 1)(4m? -1) ， 但 是 良好 的 累积 量 分 解 模 式 就 此 止步 ， 还 有 








一 个 简单 得 多 的 方法 推导 出 均值 : RITA G, +4+…+4=z4+…+4)+1， 从 而 当 z=1 时 有 
G, =4+ +4. HF 2=1HAG, =1， 简单 的 归纳 法 就 证 明了 4, = 4 ， ) 

我 们 有 4:422"! , B: B«2" «2? MB: AZ 2? ,于 是 仅 当 4:B>2 时 才 可 能 有 B:B-B:4 
三 4:4- 4:8 .这 就 意味 着 T= 元 ,Tt =h =T n TT. RERA A A=, 


A:B=2 «2^ +., BiAz2/? gogo, BiB=214+2'44-., Wil B:B-B: ATA) 


A:A-A:B. 


FX Hnc, RE Th na 之 一 而 取 到 最 大 值 ， 事实 上 ，Bil 取 胜 的 策略 是 唯一 的 ， 见 下 题 . 

















(Guibas 和 Odlyzko05I 得 到 了 更 强 的 结果 ， 他 们 证 明了 : Bill 的 机 会 总 是 随 着 两 种 

















( 解 由 J Csir 这 给 出 ) 如 果 4 是 H' 或 者 T' ， 两 个 序列 中 有 一 个 与 4 匹配 且 不 能 利用 .否则 设 





AST... 
2742(4:2)-41, A:H & A:T =142(4:A)-2'. ROK, 方程 
H:H-H:A_T:T-T:A 


H-HÀ 以 及 T=T4 . AME WIE: H:A=T:A=4:4 , H:H+T:T= 








A:A-A:H  A:A-A:T 
就 意味 着 这 两 个 分 数 都 等 于 


H:H-H:A4+T:T-T:A_2''41 





A:A-A:H+A:A-A:T 2-1 
这 样 ， 我 们 就 能 重新 安排 原来 的 分 数 ， 以 证 明 
H:H-H:A A4:4-4:H p 








T:T-T:A A:4-A:T q 


其 中 pq>0 | 








, 


H. pt+q=ged(2'' +1,2! -1) =ged(3,2'-1) ， 所 以 我 们 可 以 假设 1 是 偶数 旦 p=1， 








ys 


三 出 4: 4- A:H =(2'-1)/3 , A: A-A:T 2 27 -2)/3 , Afi 4:H -A:T =(2'-1)/3 





q=2. H 








227. RA A: H 22/7 当 且 仅 当 4= (TH)? . WERZA H:H -H:AS ALAS ASH , HW 
2 +1=2 -1， 即 1=2. 
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(Csirik[69] 继 续 证 明了 : 当 1 三 4 时 , Alice 选 取 任 何其 他 模式 的 获胜 概率 都 不 可 能 比 选取 HT"H? 的 
获胜 概率 更 高 ， 但 是 即使 采用 这 种 策略 ，B 记 获胜 的 概率 也 将 接近 于 3 +) 














8.59 按照 (8.82 ) , dE IB B:B-B:A>A:A-A:B. 一 个 解 是 4 = TTHH, B = HHH. 
8.60 (a) Rd h, + h, MAA, =h, ， 出 现 两 种 情形 : 


k-1 n-k-l 
Go" (cines) (es) z 
m 


m m 


k-1 n-k-1 
l(m-l-4wz m-l-4z 
+ 一 | 一 一 一 一 一 wz | ————— Ze 
m m m 


(b) 我 们 可 以 采用 代数 方法 加 以 讨论 , 对 G(w,z) 关于 w 和 z 求 偏 导数 ,并 令 w=z=1; 或 者 采用 
组 合 方法 讨论 : 无 论 及 …,h,_ 取 什么 值 ，P(h…, 及 ,及 ;n) 的 期 望 值 (关于 有 平均 ) 都 是 相 
同 的 ， 因 为 其 散 列 序列 (h,…, 有 hi) 决 定 了 一 个 大 小 是 (n,n,,…,n,) 的 表 列 序列 ， 使 得 所 述 期 
望 值 就 是 ((nj D Qu 1D) +, +1))/m=(n-1+m)/m . 这样 一 来 ， 随 机 变量 
EP(h,,--, h.n) 就 与 (有,…, 及 1) 无关， 从 而 也 与 Ph h,k) 无关 . 
8.61 如 果 1 三 k<1 三 rn ， 上 一 题 表 明 : 平均 值 的 方差 中 sus, 的 系数 为 零 ， 于 是 我 们 只 需要 考虑 sx WA 



















































































n 


Ps AY > P(h,,- hs) | 
IX y, Sm m" 


jt ((m-1ez)/m) = 的 方差 ， 与 习题 8.30 相 同 ， 它 就 是 (LE -DOz-D71zme2. 
8.62 其 概率 生成 函数 D,(z) 满足 递归 式 
Dy(z)2z, 
D,(z) - z D, (z) *20-z)D; (z)/(n*1l), n»0. 
现在 我 们 可 以 得 到 递归 式 
DD=(-1DD 0)/(n*D*(80-2)/7 ， 











它 对 所 有 nn 宇 11 有 和 解 E + 2)(26n+15) (无 论 初始 条 件 如 何 ) ， 从 而 其 方差 为 E £2) (对 














所 有 7 二 11 ) . 

8.63 〔( 男 一 个 问题 是 : 是 否 一 个 给 定 的 声称 为 累积 量 的 序列 来 自任 何 一 个 分 布 ， 例 如 ， 必定 是 非 
GU, 43x23 =E((X 一 10) 必须 至 少 是 (E((X 1D)?)) = 碟 ， 等 等 ， 这 一 问题 的 一 个 必要 且 充 
分 条 件 是 由 Hamburgerlg' USRI. ) 

9.4 ”如 果 函 数 全 取 正 值 ， 则 结论 为 真如 车 不 然 ， 我 们 或 许 会 有 f(-2m--m. p= , 
gn)=n +n, g,(n--n. 

9.2 (a) FRNA n"" «c" <(inn)", AX (nn) <nlnc<nlnlnn. 
(b) ah" <(Inn)!<n™™". (c) 取 对 数 证 明 (n!)! 胜出 . 
(d) F2, «d? =n’; H, ~ning HEM, D g^ =p+1<e. 


9.3 JH O(n) EE kn 要 求 对 每 一 个 上 有 一 个 不 同 的 C , 但 是 每 个 O 只 表示 一 个 C. 事实 上 , 这 个 0 的 






































(将 这 个 公式 与 习 
题 9.60 中 关于 中 间 的 
二 项 式 系 数 做 比较 
是 有 意义 的 . ) 





9.4 


9.5 
9.6 
9.7 
9.8 


9.9 


9.10 


9.11 


9.12 


9.13 


9.14 


9.15 


9.16 
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上 下 文中 要 求 它 代表 一 组 两 个 变量 k 和 PRB. SS kn = > On) = On’) 就 正确 了 . 
例如 ，lim, ,.OU/n)=0. 在 左边 ，0(1/n) 是 所 有 这 样 的 函数 f(n) 组 成 的 集合 : 存在 常数 C 和 
n。， 对 所 有 nn 三 n。 有 |f(n)| 三 C/n .该 集合 中 所 有 函数 的 极限 都 是 9， 所 以 左边 是 单元 素 集 合 
{0} .右边 没有 变量 ，0 就 代表 {0} ， 此 即 所 有 “ 取 值 为 零 昌 没有 变量 ”的 函数 组 成 的 ( 单元 素 ) 
集合 . 〈 你 能 否 看 出 其 中 内 在 的 逻辑 关系 ?如果 看 不 出 来 , 明年 再 回来 看 . 即使 你 不 能 把 直观 感 
觉 形成 严格 的 数学 表述 ， 仍 然 能 对 O 记号 进行 运算 处 理 .，) 

设 f(n)=n ，g(n)=1， 那么 n 在 左边 的 集合 中 ， 而 不 在 右边 的 集合 中 ， 所 以 该 命题 为 假 . 
ninn+yn+OWnInn) . 







































































(17 e)" =nB, - B, B^ [2 nti +O). 
例如 ， 设 f(-n/2]f-n . g(n)=([n/2]-l)fn/2]4n. 附带 指出 ， 这 些 函 数 满足 
f (n) = O(ng(n)) fll g(n) = O(nf(n)). 更 为 极端 的 例子 显然 也 是 有 可 能 的 . 
(为 完整 起 见 ， 我 们 假设 存在 一 个 边界 条 件 n 一 ce ， 这 样 每 一 个 O 就 蕴涵 两 个 常数 . ) 左边 的 
每 一 个 函数 都 形 如 a(n) + b(n) , 其 中 存在 常数 m,。、B 、n。、C , BEIR n > m A \a(n)| < Bi f(n)| ， 
对 n>n A b| SC|. 这样 一 来 ,对 n 三 max(mo,m) ， 左 边 的 函数 至 多 是 
max(B,C)(|f(m)|+|g(m)|) ， 所 以 它 是 右边 的 一 个 成 员 . 
如 果 g(x) 属于 左边 ， 使 得 对 某 个 y 有 g(x)=cosy ， 其 中 对 某 个 C 有 | € elx , PARA 
0 <1~ g()- 2sin(y/2) & 7 siox ， 从 而 左边 的 集合 包含 在 右边 的 集合 中 ， 故 公式 为 真 
命题 为 真 ， 因 为 如 果 |x| 三 |y| RIRE Cty 三 4y”， 从 而 (x+y) =O(x*)+0O(y*). 于 是 
O(x+ yy =0((x+y))=0O(O(x")+O0(y)) 
= O(O(x?)) + o(06?)) = 0G?) + O(y”) . 




















根据 (926) , A1+2/n+ O(n) =(1+2/n)(1+ O(n) /(+2/n)), X461/02/n)- O() , I 
在 利用 (9.26) . 
n" (1 +2n"' +O(n~))" =n" exp(n(2n^ +0(n”))) =en"+O(n""). 














EST nU? eol 十 Pa n -20 /nm +ou) f 





3 
"| " )=snin Inn 7In3 nan = in 00. 所 以 答案 是 


n,n,n 


3n+1/2 
- h T + = n? + oo : 
nn 


如 果 1 是 区 间 a <1 <b 中 任 一 整数 ， 我 们 有 
f Beo £d + ode =f BOSA- f . Bü - x) f (1 x)dx 


=| BOO (/( 3) - £17 3))dx f 























HFM xe 时 有 7+x 三 1+1-x ， 所 以 这 个 积分 当 f(x) 非 减 时 为 正 . 
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9.17 Y, B, a / mV o ze"? | (e -]) 2z/ (e? - 1) - z/(e -1). 


9.18 对 正文 中 情形 a =1 的 推导 加 以 推广 ， 就 给 出 


Frnt Da 


(2nn Qn)? ? 


-Klaln _ 9 2na ， -(1-2)/243€ -kan 
c,(n) 2 277n e , 


b, (n) = 


答案 E 27" (an) a)2 a? (1+ 077?) . 


9.19 H,, = 2.928968254 = 2.928968256 , 101= 3628800 = 3628712.4 ; B, = 0.075757576 = 0.075757494 ; 
z7(10)24210.0017845 ; e™ =1.10517092 ~1.10517083 ;  1n1.120.0953102 40.0953083 ; 
1.1111111…=1.1111; 1.1%  21.00957658 = 1.00957643. C34 n 很 大 时 , 对 x(n) 的 近似 给 出 更 多 
有 效 数字 ， 例 如 z(10?) = 50847534 = 50840742. ) 

9.20 (a) 是 的 ， 左 边 是 o(n) 而 右边 等 价 于 O(n). (b) 是 的 ， AAE ee. (c) 不是， 左边 大 约 是 右 

边 的 界 的 Vn 倍 . 

RITE P, = p-n(Inp-1-1/In p* O1/logn)) , Hip 








= 


9.2 





Inp=Inn+InInp-1/Inn+InInn/ (Inn)? + O(1/logny , 


hinn (iin) nlnz 


Inin p =InInn+ 
R lun  2ünzy (nn) 





* O(1/logny . 


由 此 推出 


Inlnn-2 (InInn) /2-31Inlnn 
Inn (Inn)? 





ELT 1+ +ou een | 


(略微 好 一 点 的 近似 可 以 用 量 -5.5 / (In ny? + O(loglogn / logn)’ 代替 O(1/logny, ， 这 样 我 们 有 估 

计 式 Puuoo = 15480992.8. ) 
9.22 在 万 ,的 展开 式 中 用 uU + O(n ^*) RE O(n?*) , 1g (9.53 ) 中 就 用 Sd") - (Y, G^) 
RET o(Y.0). RIA 























> ,(D)= ie + ze + O(n?), 





从 而 (9.54 ) 中 的 项 O(n) 可 以 用 -2 + O(n) RE. 

9.23 nh, =} | hy /(n-k)+2cH, /(nt+1)(n+2). H c= og, , AD =0, 
h,-OQogm)m . 如 同 在 (9.60 ) PARR, Sak) 的 展开 式 现在 得 到 
nh, =2cH, | (n* V(n*2) € O(n?) ， 从 而 


2 2In 1 
a [= 5:90. 


tr 








CD 对 数 和 木头 在 英文 中 都 是 log. 


一 位 被 水 海 的 解析 
数论 学 家 说 什么 ? 
木头 木头 KEK 


9.24 


9.25 


9.26 


9.27 


9.28 
特别 地 ， c0- 
-1/2 ， 而 对 整数 
n»0 则 A C(-n) 
=-B,,/(n+l). 
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(a) 如 果 > [f()«se, LKSk xn/2BEf f(n-k)=O(f()) , 那么 我 们 就 有 


Ya, -3oUrd)oUro)« Y o(re)o(re-)) . 


k=n/2 

















EEF 20(f)>, O) ， 故 而 这 种 情形 得 以 证 明 . 
(b) 但 是 在 这 种 情形 下 ， 如 果 a, =b,=0", WER (nt Da" 不 等 于 O(a"). 























si |= Pi gat any 比如 ,我 们 可 以 将 求 和 范围 限制 在 0 三 (logn) .在 此 范围 内 


F nt =n" í -2ar oe | 以 及 (2n 1 = ny [ (2 ca) ， 所 以 求 和 项 


pa 4 
d | 3k ZI 
2 4n n 


KEXI k SERUBSRIGNAE-T 2-4 / n-- OQ / m) ， 现 在 可 以 将 斯 特 林 近似 应 ional "|. Gn)!/ (2n)!n! , 























这 就 证 明了 (9.2 ) . 

最 小 值 在 B,,, /(2m2m-1)n"7 这 一 项 出 现 ， 其 中 2m 2m ， 而 这 一 项 近似 等 于 
1/ (ne^" Jn). 这 样 一 来 ， 当 nn AKT 时 , 为 了 舍 和 人 到 一 个 整数 来 精确 确定 nl! 的 值 , 在 Innl 
中 产生 的 绝对 误差 就 会 太 大 . 

我 们 可 以 假设 gz#-1. 设 f(x)=x”， 则 答案 





n atl a " a 
bx aC, T E nl 4 O(n”), 
k=l a+1 2 2k \2k-1 


k=l 


一 、 








事实 表明 ， 常 数 C. 是 5(-o) ， 实 际 上 当 w> -1 时 “5(-o) 就 是 由 这 个 公式 定义 的 .，) 
一 般 来 说 , 假设 当 w#-1 时 在 欧 拉 求 和 公式 中 取 f(x)=x*Inx， 如同 在 上 一 题 中 那样 进行 , 我 们 
就 求 得 








n atl atl a 
Yetink=c, +2 Inn n : n“ lnn 
k=l a+1 (a+) 2 





m B a 
+) Sk ^U mgr H -H 
2, 2k ma (Inn a a-2k+1) 


+O(n*?""logn) , 
HIERTA 597, AAC- CH adE—T < 2m 的 正 整数 时 ，O 项 中 的 因子 logn 可 
以 去 掉 . 在 那 种 情形 ， 当 w <2k -1 时 我 们 可 以 用 
B,,a\(2k —2-a)\(-1)*n*"*"" / (2k)! 
代替 右边 的 第 上 项. ) 为 了 求解 所 说 的 问题 ,我 们 设 g=1 以 及 m=1， 在 两 边 取 指数 就 得 到 





























Q, pid f 


Hp 4 = e! 212824271291 是 “Glaisher 常 数 ” 
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9.29 i$ f(x) 2x^Inx. 


习题 答案 





上 一 题 中 的 计算 稍 作 修改 就 给 出 





“Ink (Inn)? Inn «B, 5 -2m-1 
= + n (Inn— H,, ,)+O(n logn) , 
2. E 2 Yi 3 2 ( 2-1) + OC gn) 
其 中 y, = -0.07281584548367672486 fz “Stieltjes HAL” ( 见习 题 9.57 答 案 





2 
edet ne | } 
2n n 


9.30 i g(x) = xe , 


f(x) = g(x/ An), 


-1/2 


那么 i o ket 就 是 


D rm 





jiro- roc]; 


)(x)dx 


=n” f g(x)dx — 2 ain yk 0D/2g (k- DO) + O(n"?) . 


HIT g(x) =x! - 


zl 





pev! + J 
2 2 


9.31 


稍微 有 点 出 人 意料 的 恒 等 


x^" [1e x /21- x9! 1713， 
B, Ban Bun O(n?). 
(31101 (3)M (1 5)2! 





(m J ^. AFTE 





2 u— 


kzl 





1 
c" 2 NL ayo ats UC 


1 1 





UO 2m+l 2m 


C 


3m+2 3m 


=g C Teg 


式 1/(c" tc") 1/ (c"** +c") =1/c"” ， 使 得 满足 0 


而 这 个 级 数 可 以 在 人 


F 何 你 想 要 的 点 处 截断 ， 其 误差 不 超过 略 去 的 第 一 项 . 











) ， 取 指数 就 给 出 





故而 导数 g " Qc) 服从 一 种 简单 的 模式 ， 其 答案 是 


xk xm 的 项 之 和 


9.32 根据 欧 拉 求 和 公式 ， AHO 2m /6-1/n-O(n?) ， 因 为 我 们 知道 


出 ， 所 以 答案 是 


nett" 6 (1 一 PU + 00?) i 


这 个 常数 ; 而 五 ,由 





9.33 用 k! BR 














我 们 有 n* / n^ =1-k(k-1)n! + TAG Dn? c O(k5n?) , 
-1 7 3 -3 
e-en +3” +0(n`). 


9.34 A=e’, B=0, C=-zer， D-ce-y. 


9.35 Hi T 1/k(Ink - O()) 21/kInk € O(V/k(logk)) ， 给 定 


求 和 公式 ， 剩 下 的 和 式 等 于 Innz+O(D) . 
9.36 用 欧 拉 求 和 公式 可 以 完美 地 得 到 


n 


1 1 
+ 


S, = E 
oken N +k 


n 





2 2 
n^ x lo 


n n 


B, -2x 


+ O(n?). 
21 (n^ +x)’, a 





=|" dx 1 1 
On +x? 2mzcx|, 

















(9.89) 给 





世界 上 位 列 前 三 位 
的 常数 (e, Ts y) 全 都 
出 现在 这 个 答案 中 
$i 


对 大 过 0 求 和 就 得 到 


E-le . F-—ere). 


定 的 和 式 等 于 》' 1 kink € OQ) . 根据 欧 拉 
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Mmi s, = lg - Ly 一 Ar +0(n”). 
4 4 4 
9.37 这 就 是 


>》 Q-abo[n/(q* ) «k €n/q] 


K,q21 


-| 
=n plate) 


qzl 























剩 下 的 这 个 和 式 像 (9.55 ) 但 没有 因子 1u(g) ， 与 在 那里 一 样 ,同样 的 方法 在 此 有 效 ， 不 过 我 们 得 
到 的 是 C(2) ， 而 不 是 11C(2) ， 所 以 得 到 答案 [roonen 


























9.38 Hn-k ICE k IFS a (m) = (n - K)"* E PEGA Ina, (n) 2 nInn - In £t- k + O(kn ) ,我 们 可 以 





对 b,(n) 2 n'e* /k! , ¢,(n)=kb,(n)/n , D, = {k|k € Inn] 使 用 尾部 交换 技术 来 得 到 
2:5 (n) = n'e^ü 十 O(n") 





9.39 a(n) =[Inn— kn o Jn rie. c,(n) =n (Inn)? /k!, D, ={k|0 <k <10Inn} fit 


尾部 交换 技术 . 4k ~10Inn ET, RATE k! o Kk 0/ ey (Inn)* ,所 以 第 上 项 是 O(n logn). & 


HAE nini - Inn — 7 (nd 1n) n O(n (n) ). 

















9.40 两 两 并 项 , 我 们 就 得 到 万 " (n. x) = Z Ha 再 加 上 一 些 项 , XH B k> RAEN 


式 等 于 O() .假设 n 是 偶数 ， 欧 拉 求 和 公式 就 意味 着 
n/2 ip i $n 2e'k)" + O(k^ log k)"7) 








Ek kal k 


Y m 
Lae LOU 
m 


从 而 该 和 式 是 SH + O(1) .一 般 来 说 答案 是 CH +O(l). 


9.41 ita-0/0--9^. FTA 


Yin F, = Y (Ing* -InV5 + Ind - o^) 


k=l 
| n(nl) 
2 


后 面 这 个 和 式 是 J, Ola) = O(a"). FERRE 


In$-7In5* P In -2^)- Yn - 2^) 
k»n 


kzl 
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9.4 


N 


9.43 


9.44 


9.45 


Qeon suc +O(G"" 5"?) ; 





KrBC--oy1-o)y1-a)»-. = 1.226742 . 


cu n n k an a 、 
是 示 源 = < - Bim=|an|=an-e. 那 2 
war," N/C) zu um qi PEIUS 
k kz) 
(ez ) Je bm 
12 —— +…|=| | 一 一 . 
mjl-2« 


n 


所 以 xa. C A — | 根据 斯 特 林 近 似 有 
































n 1 
"| )- Inn - (an — £)ln(a — € / n) (a an+ e) 
m 2 





xInd-a@+e/n)+O()= inn anina —(1— a)nin(1— o) - O(1) . 





分 母 有 形 如 z-w 四 的 因子 ， 其 中 中 是 一 个 复 的 单位 根 ， 只 有 因子 z-1 以 重 数 5 在 其 中 出 现 . 这 样 
一 来 ,根据 (731) ， 只 有 一 个 根 的 系数 是 Q(0”) ， 且 这 个 系数 是 c=5/1(5!xlx5xl0x25x50) 
=1/1500000 . 

斯 特 林 近似 是 指 In(x“x!(x 一 2)!) 有 渐 近 级 数 



































B, 3 3 
escenas 


其 中 x™* 的 每 个 系数 都 是 w 的 多 项 式 ， 从 而 当 * 一 ce WA x "xU (x - ats ea) e()x + 
-+e (Ax ORT, HHeo@ 是 w 的 多 项 式 . RNA, Rea 是 整数 ， 就 有 


a Ge ama a | x) Qn (x-a@)"') 

















oe ts . H laa 是 关于 a 的 24 次 多 项 式 ， 从 而 对 所 有 实 的 w 有 (进一步 的 讨论 见 
参考 文献 [220]. ) 
¢, (at) = lev ， 换言之 ， 渐 近 公式 


pa |e Y x77 + O(x^- n- 1) 
a m Y a ak o anar) 
7 a-k x (x 
推广 了 在 全 为 整数 的 情形 下 成 立 的 等 式 (6.13) 和 (6.11). 
设 oc 的 部 分 商 是 (a,a,…) , 又 设 ,是 连 分 数 1/ (a, Ana) (m Z1 2). 那么 ,对 所 有 m A D(a,n) 
= D(a,,n) « D(a, @n])+4,+3<D(a,,|@,|@n]|)+a, +a, +6<-- .<D| abs: a, [on J) 
tay te+a,+3mM<QG:A,n+a,t+--+a, +3m. 
用 nn 除 并 令 n 一 < ， 则 对 所 有 m , 极限 点 以 Q.…% HER. 最 后 我 们 有 
1 1 


Ay, + 0) TE 


anm- 19m ml 








AO, = K(a,: 9 
19 
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9.46 
一 个 真正 钟 形 的 求 
和 项 . 
9.47 
9.48 
9.49 


























为 方便 起 见 ， 我 们 用 mIRE m(n) .根据 斯 特 林 近 似 ，k” /Kk! 的 最 大 值 在 =m=n/Inn 时 出 现 ， 
所 以 我 们 用 天 + 上 代替 上 ， 并 求 得 


(je) nm mi ee 
(m+k)! 
































ar + O(m ^"? logn) + O(m”) . 
2m? 








实际 上 我 们 想 要 用 | m | Kk CER A, BESET Om logn). IEX [e| < m” 用 尾部 交换 方 
法 就 使 得 我 们 能 关于 上 求 和 ,用 (9.93) 中 的 量 O 就 给 出 更 强 一 点 的 渐 近 估计 


























m-l „nom 


e m 
oO 


n n [^ zm (6, amen 


= e" "U2 m" m (ioà) . 
m+n n 


所 要 求 的 公式 就 得 到 了 ， 其 相对 误差 是 O(loglogn /logn). 

设 log,n=1+0 ,其 中 0 三 96<1. 关于 底 的 和 式 是 1n+]D)+1-(m" 2D/(m-1) ， 关 于 顶 的 和 式 
Fé (1+ D)n - (n? - 1) / (m -1) ， 未 加 底 或 顶 的 精确 和 式 是 (+0)n-n/Inm+ O(logn) .. 忽略 o(n) 的 
项 ， 关 于 顶 的 和 式 与 精确 和 式 之 差 是 (1- f(0))n ， 而 精确 和 式 与 关于 底 的 和 式 之 差 是 0n, 
其 中 


+ oq) 




















Inm 
这 个 函数 有 最 大 值 f (0) = f() = m/ (m - D -1/1nm , MME InInm/Inm *1— (In(m —1)) 
/nnm. Jn 接近 于 m Wet, TUERI ELS TA ee, m 0 位 于 0 与 1 之 间 某 处 时 ， 
底 的 和 式 的 值 与 之 更 加 接近 . 
设 d=a+b， 其 中 a 计 入 小 数 点 左边 的 位 数 ， 这 样 就 有 a, =1+| log H, |=loglogk +00), 其 
中 log 表示 logo. Nt b, ， 我 们 来 观察 为 了 将 y 与 邻近 的 数 y-e 以 及 y+e 区 分 开 来 所 必需 
的 小 数位 数 : 设 6=10”* 是 舍 入 到 了 的 数 的 区 









































Byte> pars. 于 是 ete >6. LUR S< min(e, E) ,这 样 的 舍 和 人 的 确 将 了 与 y-e 以 及 y+e 
这 两 者 都 区 分 开 来 ， 因 此 10 <1/(k-1)+1/k 10% Z1/k ,我 们 有 b=1logk+0(). 这样 一 
K, RARA Jd =}, _(logk+loglogk+0()) ， 根 据 欧 拉 求 和 公式 ,这 就 是 
nlogn+nloglogn+ O(n). 


我 们 有 H, >Inn ey +o ue = f(n) ,其 中 f(x) 对 所 有 x>0 是 增加 的 . 于 是 , WR Se, 
































我 们 就 有 H, > fi^)» a. XH, ednney- ir og). 其 中 eG) 对 所 有 x>0 是 增加 

















AY. Fk, WR n<e*" , RIRA H, 三 g(e”')<w. 于 是 有 ,三 & H, MRH e +> 
n»e^'—]. (Boas 和 Wrencht 已 经 给 出 了 更 强 的 结果 . e) 
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习题 答案 


9.50 (a) 期 望 的 回报 是 > 





ki (PHY) =Hy/ HY ， 我 们 希望 渐 近 值 达 到 O(N) : 


ISkSN 





InN+y+O(N"') -oml0， , OY , 36In10 n 


+ O(10"). 
T /6-N-* ONT). Dog m 10" eS 


告诉 我 们 ， 期 望 的 回报 大 约 人 


1/(k'’H®) = 





AR (61n10) / n° = 1.3998 
(b) 利润 的 概率 是 > 
即 为 





I- HO HQ , BT HO = 工 -+ 过 5" O(n) ,此 概率 


n<k<N 


n! sa + O(n?) 3 
2 n! = n+ O(n?) ; 





5 


m/6*0(N) m 
它 实际 上 是 随 着 tH. (COPIER, A BEERS EEA, 
以 至 于 如 果 他 们 真 的 做 出 了 这 样 的 投资 行为 ， 整 个 世界 经 济 都 会 受到 影响 ， ) 
严格 地 说 , 这 是 错误 的 ,因为 由 OG?) 所 表示 的 函数 有 可 能 不 是 可 积 的 .( 它 或 许 是 [xe S]/x? , 
其 中 $ 不 是 一 个 可 测 集 . ) 但 是 如 果 我 们 假设 f(x) 是 一 个 可 积 函 数 ， 且 当 x 一 % 时 有 
F(x) =O), ABA <f Ode < J ccdr= Cn", 


9.52 FXE, n Wie BH ay VI 
序列 (m,,m,,m,,--) , Sm, =0, AB m, 是 >m , 的 最 小 整数 ， 


(| >ras. 


























( 与 令 人 讨厌 的 函数 
WA. ) 























用 任何 一 个 不 论 多 么 快 地 趋向 于 无 穷 的 函数 f(x) 来 代替 .定义 
它 使 得 








现在 设 A=) (z/ 有 ”这 个 宕 级 数 对 所 有 的 = 都 收敛 ， 





因为 对 于 >|z| 的 项 以 一 个 几何 级 


kzl 









































600 数 为 界 . XA A(n +1) Z((n*0)/n)" Z f(n+)? , MT lim, f(n/4(n)-0. 

9.53 根据 归纳 法 ， 其 中 的 o 项 是 pL UU AFCO AS f"? 相反 的 符号 ， 故 而 

这 个 积 ""dr 为 界 ， 所 以 其 误差 以 被 抛弃 的 第 一 项 的 绝对 值 为 界 . 
9.54 设 g(x)= f(x)/x* , WAM x © HY g'(x) - -agGo) / x. 根据 均值 定理 ， 对 于 介 于 x 了 和 + 听 起 来 像 是 一 个 不 

i í 入 流 的 定理 . 
之 间 的 某 个 y， 有 s(x | («1 g(y)~ag(y)/y. 现在 有 g(y)=g(x)(1+OQ/x)) , Br 
u ss-5)-« (1) -ag(x)/xeaf(x)/x"*. 于是， 就 有 
f (Kk) 1 bile 要 
zolle- eel- 

9.55 [rot SP 大 十 二 Tma- k/n) B fh FEB k? /n+k*/ 6n?  O(n??5*) ， 所 以 





我 们 显然 是 希 gin b, (0) 中 有 一 个 额外 的 因子 ee 


, He, (n) = 2?"n 566 -K In . 但 结 ， 让 











c,(n) = on 26g m yan Sese au E m 
会 更 好 一 些 , 这 样 就 用 1+ OC 10 FEET e. RC YS ne" ET OQ) , 正如 习题 930 

所 指出 的 那样 . 
9.56 WRK <n?  ， 根 据 斯 特 林 近似 ， 我 们 就 有 ln( 哈 /天 ) = p [n+ stl n 2 |n? x O(n ^^), 























从 而 


ne | n! seh ( +k/2n -3 /(2ny + ow) : 





借助 习题 9.30 的 恒等式 求 和 ， 并 记 住 略 去 上 E= 0 的 项 ， 就 给 出 -1+ 8 +O - S + O(n) 
= n / 2 -5+ 00") . 


9.57 利用 提示 ， 所 给 的 和 式 就 变 成 | ve sd +u/Inn)du. Zeta 函 数 可 以 用 级 数 


G+2)=2 + M (-1)"y,2"/m! 


mz 




















来 定义 ， 其 中 y, oy. My, 则 是 Stielties 常 数 B4. 200 


noo 


teu k ml 





因此 给 定 的 和 式 等 于 
Inn+y—-2y,(Inn)' +3y (nz 一 …. 
9.58 HO<O<1, f(z-2e"^/(e"*—-]), RNA 





e 7»? 1 
|f» —— <1, “xmodi=- H}; 
l+e™ 2 
-2ny8 1 
De toc ei 
p» 1e 





XR, |f) TERE E87, EHE OM”). 2nif(z)/ z" Exi z= k + 0 SOI BCE 
e pn. 在 z=0 处 的 留 数 是 一 在 


2niz8 : $ 
e 2miz 1 2Tiz 

-—! Bo B, + |= —r B0) t B((0)——-- 
z 1! Z 1! 


中 的 系数 ， 也 即 (2ri)"B (0) / m!.. 这 样 一 来 ， 围 道内 的 留 数 之 和 为 


m 




















(21i)" 
m! 





B. (8) 2Y Qu so nm / 2) | 
这 等 于 围 道 积分 OWT") ， 故 而 当 M e 时 它 趋 向 于 零 . 
9.59 WR F(x) 的 性 质 足 够 好 ， 我 们 就 有 一 般 的 恒等式 


YFA =Y GQnn)e"" , 
大 n 
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o 
O 
=$ 


9.62 


9.63 


9.64 


9.65 














其 中 GO) = | eM F(x)de. (这 就 是 “ 泊 松 求 和 公式 ”， 它 可 以 在 参考 文献 Henrici[182 ， 定 理 
10.6e] 这 样 的 标准 教科 书 中 找到 . ) 
根据 习题 5.22 ， 所 述 公 式 等 价 于 











1 1 5 21 
+ 2 + 3 4 
8n 128m 1024n?  32768n 





n? =n"? í «ou. 





从 而 此 结果 可 以 由 习题 6.64 以 及 习题 9.44 得 出 . 
这 里 的 想法 就 是 使 得 w “几乎 ”是 有 理 的 . dta 22^ fia 的 第 下 个 部 分 商 ， SE = nein ， 


其 中 q = K(a,,-+-.4,,) 上 且 普 是 偶数 .那么 0<{f9qg o] «1/ Klapana) <1/(2n) ， 而 且 如 果 我 们 取 




















v2a,,/(An) ， 就 得 到 一 个 > M 的 偏差 . 如果 它 小 于 nn“ ,我 们 就 会 有 apa = 0(q, ) EK 


际 上 有 w dq. 
有 关 两 种 斯 特 林 数 的 渐 近 估计 ， 可 见 参考 文献 Canfield[48]， 也 可 见 参考 文献 David 与 Barton[71 , 
第 16 音 ]. 
wesp. Mih en’ e o(n*) 是 由 Finet 证 明 的 . Han Vardi 指 出 ,所 陈述 的 更 加 精密 的 估计 
可 以 由 以 下 事实 推出 : 误差 项 e(n) = f(n)—cn®" 满足 渐 近 递归 式 chnel) = -> elk) 
[DE k«cn*^]. üÉu(x-l)-2-uw(x),. HX 

n®'u(ininn/ Ing) 


Inn 


渐 近 地 满足 这 个 递归 式 ._ (Vardi 猜 想 ， 对 某 个 这 样 的 函数 有 
































fn- a (5 nn n)! + O((logn)?) ; 


Inó 








对 小 的 n TERE, HPF 1s nzx400, BRT £(273) 239» c-273* «38.4997 情形 之 外 ， 在 其 他 
情形 f(n) 都 等 于 离 cn 最 近 的 整数 .但 是 ， 由 于 习题 2.36 中 的 结果 ， 小 的 误差 最 后 还 是 会 被 放 
大 .例如 ，e(201636503) = 35.73 ，e(919986484788) = -1959.07 . 

(由 关于 B,(x) 的 这 个 恒等式 ， 我 们 也 能 很 容易 地 用 对 产 的 归纳 法 推导 出 习题 9.58 中 的 恒等式 . ) 
如 果 0<x<1， 则 积分 | sin Nntdt/sin nt 可 以 表示 成 N 个 积分 之 和 ， 每 个 积分 都 是 OO?) ， 所 
WEF O(N 7) ,这 个 O 所 列 涵 的 常数 有 可 能 依赖 于 x . 对 恒等式 Dcos2nn = R(e™ (e™™ -1) 

































































e™ -1) - -2+ sinON + Dnt singt 积分 并 邻 Noo ， 现 在 就 给 出 > = (6in27mx)/ n 








T = TS s ` à 第 2 部 分 ， 二 LE ` NS 
=: 这 是 欧 拉 已 经 知道 的 一 个 关系 式 09 0 828. 8991 再 次 积分 就 得 到 所 要 的 公式 ，( 这 


个 解法 是 由 E.M.E.WermuthW 提供 的 ， 欧 拉 原 来 的 推导 方法 不 符合 现在 的 严格 性 标准 . ) 
由 于 a,tan'+an? +- =1+(n-1)"(a, +a,(n-l)'+a,(n-1)* +++) ， 我 们 得 到 递归 式 














2,47 Y, Le ， 它 与 贝尔 数 的 递归 式 相符 ， 从 而 a, =o, . 


有 关 这 个 问题 的 进 
一 步 进展 已 经 由 Jean 
Luc Rémy 得 到 ， 见 
Journal of Number 
Theory, vol.66( 1997 ), 
1-28. 


“这 一 悖 论 就 完全 建 
立 起 来 : 极端 抽象 正 
是 用 以 控制 我 们 思 
考 具 体 事实 的 真正 
AE.” 

A.N. 怀 特 海 B7 
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Lin! 











BEV - D m =D prn 这 
加 丰富 的 证 明 . 








9.66 当 了 是 {1,2,…,n} 到 自身 的 一 个 随机 映射 时 ， 序 列 1,70), (f(D),… 








BSc (由 (7.47 ) 得 出 ) ， 可 以 给 出 一 个 稍 长 但 内 涵 更 

















中 不 同 元 素 的 期 望 的 个 数 是 





习题 9.56 中 的 函数 O(n) ， 它 的 值 是 jm + OUD ， 这 或 许可 以 算是 对 出 现 因子 2o. 的 解释 . 


9.67 Enz, -mn3 ， 常 数 ee 已 经 实际 验证 到 8 位 有 效 数字 . 








9.68 这 样 的 或 许 不 会 存在 ， 例 如 ， 如 果 对 某 个 整数 m 以 及 某 个 0<e <2 


是 没有 已 知 的 反例 . 
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这 里 列 出 了 本 书 参考 的 著作 ， 右 边 的 数字 是 参考 文献 所 在 的 边栏 页 码 . 
已 发 表 问 题 的 版 权 归 提供 解决 方法 者 所 有 ， 而 非 原始 问题 的 陈述 者 . 
这 里 的 名 字 和 标题 尽 可 能 与 最 初 发 表 的 保持 一 致 . 
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CREDITS FOR EXERCISES 





本 书 中 的 习题 来 源 广泛 , 除了 连 出 题 者 也 会 认为 不 值 一 提 的 那些 很 简单 的 习题 之 外 , 作 
者 一 直 试 图 追寻 已 发 表 的 所 有 问题 的 来 龙 去 脉 . 

许多 习题 取 自 斯 坦 福 大 学 具体 数学 班级 的 考试 题 . 助教 和 主讲 教师 常 要 为 那些 考试 设计 
新 的 问题 ， 所 以 在 此 列 出 他 们 的 名 字 . 
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1970 Don Knuth Vaughan Pratt 
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1973 Don Knuth Henson Graves, Louis Jouaillec 助教 会 议价 值 无 限 ， 
1974 Don Knuth Scot Drysdale, Tom Porter 我 是 说 真 的 了 不 起 . 
1975 Don Knuth Mark Brown, Luis Trabb Pardo 

1976 Andy Yao Mark Brown, Lyle Ramshaw 

1977 Andy Yao Yossi Shiloach 下 一 年 保持 同样 的 
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1986 Don Knuth Arif Merchant, Stefan Sharkansky 特 林 数 . 


此 外 , David Klarner ( 1971 ), Bob Sedgewick ( 1974 ), Leo Guibas ( 1975 ) 和 Lyle Ramshaw 
(1979 ) 都 给 这 个 班 进行 过 六 次 以 上 的 讲座 .助教 们 每 年 都 收集 这 些 详 尽 的 讲稿 ， 并 由 主 ; 
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Scorer, Grundy, and Smith [322]. 
Venn [359]. 

Steiner [338]; Roberts [310]. 
Gauss [144]. 

Cauchy [53, note 2, theorem 17]. 
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solution 2]. 
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Bertrand (27, p. 129]; Chebyshev [56]; 
Wright [379]. 

Brillhart [39]; Williams and Dub- 
ner [375]; Dubner [86]. 

Crowe [68]. 

Legendre [241, second edition, 
introduction]. 

[208, exercise 4.5.3-43]. 

Pascal [284]. 

Hardy and Wright [181, 814.5]. 
Aho and Sloane [4]. 

Lucas [257]. 

[159]. 

Stickelberger [340]. 

Legendre [241, 8135|; Hardy and 
Wright [181, theorem 82]. 

[208, exercise 4.5.1-6]. 

[208, exercise 4.5.3-39]. 

[208, exercise 4.3.2-13]. 

Lehmer [242]. 

Gauss [142, $78]; Crelle [67]. 
1974 midterm. 

1973 midterm, inspired by Rao [303]. 
1974 midterm. 








633 














634 








538 


4.56 
4.57 
4.58 
4.59 
4.60 
4.61 
4.63 
4.64 
4.66 


4.67 
4.69 
4.70 
4.71 
4.72 
4.73 
5.1 

5.3 

5.5 

5.13 
5.14 
5.15 
5.21 
5.25 
5.28 
5.29 
5.31 
5.34 
5.36 
5.37 
5.38 
5.40 
5.43 
5.48 
5.49 
5.53 
5.58 
5.59 


5.60 
5.61 
5.62 
5.63 
5.64 


附录 C 习题 贡献 者 


Logan [252, eq. (6.15)]. 

A special case appears in [216]. 
Sierpiński [327]. 

Curtiss [70]; Erdós [93]. 

Mills [272]. 

[207, exercise 1.3.2-19]. 
Barlow [21]; Abel [1]. 

Peirce [287]. 

Ribenboim [308]; Sierpiński [328, 
problem P2. 

[157]. 

Cramér [66]. 

Paul Erdós.* 

[95, p. 96]. 

(95, p. 103]. 

Landau [239, volume 2, eq. 648). 
Forcadel [126]. 

Long and Hoggatt [254]. 

1983 in-class final. 

1975 midterm. 

(207, exercise 1.2.6-20]. 

Dixon [81]. 

Euler [99]. 

Gauss |143, $7]. 

Euler [118]. 

Kummer [229, eq. 26.4]. 
Gosper [154]. 

Bailey [18, 810.4]. 

Kummer [230, p. 116]. 
Vandermonde [357]. 

[207, exercise 1.2.6—56]. 
Rødseth [311]. 

Pfaff [292]; [207, exercise 1.2.6-31]. 
Ranjan Roy.* 

Roy [314, eq. 3.13]. 

Gauss [143]; Richard Askey.* 
Frazer and McKellar [133]. 
Stanford Computer Science Compre- 
hensive Exam, Winter 1987. 
[207, exercise 1.2.6-41]. 

Lucas [258]. 

1971 midterm. 

1974 midterm. 

1980 midterm. 


5.65 
5.66 
5.67 
5.68 
5.69 
5.70 
5.71 
5.72 
5.74 
5.75 
5.76 
5.77 
5.78 
5.79 
5.81 
5.82 
5.85 
5.86 
5.88 
5.91 
5.92 
5.93 
5.95 


1983 midterm. 

1984 midterm. 

1976 midterm. 

1985 midterm. 

Lyle Ramshaw, guest lecture in 1986. 
Andrews [9, theorem 5.4]. 

Wilf [373, exercise 4.16]. 
Hermite [185]. 

1979 midterm. 

1971 midterm. 

[207, exercise 1.2.6-59 (corrected)]. 
1986 midterm. 

[210]. 

Mendelsohn [268]; Montgomery [276]. 
1986 final exam; [219]. 

Hillman and Hoggatt [188]. 
Hsu [190]. 

Good [153]. 

Hermite [186]. 

Whipple [369]. 

Clausen [60], [61]. 

Gosper [154]. 

Petkovšek [291, Corollary 3.1]. 
5.96 Petkovšek [291, Corollary 5.1). 
5.98 Ira Gessel.* 

5.102 H. S. Wilf.* 

5.104 Volker Strehl.* 

5.105 Henrici [183, p. 118]. 

5.108 Apéry [14]. 

5.109 Gessel [146]. 

5.100 Staver [336’]. 

5.110 R. William Gosper, Jr.* 

5.111 [95, p. 71]. 

5.112 [95, p. 71]. 

5.113 Wilf and Zeilberger [374]. 
5.114 Strehl [344] credits A. Schmidt. 
6.6 Fibonacci [122, p. 283]. 

6.15 (209, exercise 5.1.3-2]. 

6.21 Theisinger [350]. 

6.25 Gardner [138] credits Denys Wilquin. 
6.27 Lucas [257]. 

6.28 Lucas [259, chapter 18]. 

6.31 Lah [235]; R. W. Floyd.* 

6.35 1977 midterm. 


6.37 
6.39 
6.40 
6.41 
6.43 
6.44 
6.46 


6.47 
6.48 
6.49 
6.50 


6.51 


6.52 
6.53 
6.54 
6.55 
6.56 
6.57 


6.58 
6.59 
6.61 
6.62 
6.63 


6.65 
6.66 
6.67 
6.68 
6.69 
6.72 
6.73 


6.75 
6.76 
6.78 
6.79 


6.80 


Shallit [324]. 

[207, exercise 1.2.7-15]. 

Klamkin [203, problem 1979/1]. 
1973 midterm. 

Brooke and Wall [41]. 

Wasteels [361']. 

Francesca [131]; Wallis [360, chap- 
ter 4]. 

Lucas [257]. 

[208, exercise 4.5.3-9(c)]. 

Davison [73]. 

1985 midterm; Rham [307]; Dijk- 
stra [79, pp. 230-232]. 

Waring [361]; Lagrange [233]; Wol- 
stenholme [376]. 

Eswarathasan and Levine [97]. 
Kaucky [200] treats a special case. 
Staudt [336]; Clausen [62]; Rado [300]. 
Andrews and Uchimura [13]. 

1986 midterm. 

1984 midterm, suggested by R. W. 
Floyd.* 

[207, exercise 1.2.8-30]; 1982 midterm. 
Burr [47]. 

1976 final exam. 

Borwein and Borwein [36, $3.7]. 
207, section 1.2.10]; Stanley [335, 
proposition 1.3.12]. 

Tanny [349]. 

209, exercise 5.1.3-3]. 

Chung and Graham [59]. 

Logan [253]. 

209, exercise 6.1-13]. 

Euler [110, part 2, chapter 8]. 
Euler [108, chapters 9 and 10]; 
Schroter [321]. 

Atkinson [16]. 

[209, answer 5.1.3-3]; Lengyel [248]. 
Logan [253]. 

Comic section, Boston Herald, 
August 21, 1904. 

Silverman and Dunn [329]. 





6.82 
6.83 
6.85 
6.86 
6.87 
6.88 
6.90 
6.92 


7.2 
7.8 
7.9 
7.11 
7.12 
7.13 
7.15 
7.16 


7.19 
7.20 


7.22 
7.23 
7.24 
7.25 
7.26 
7.32 


7.33 
7.34 
7.36 
7.37 
7.38 
7.39 
7.41 
7.42 
7.44 
7.45 
7.47 
7.48 
7.49 
7.50 
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[217]. 

[156], modulo a numerical error. 
Burr [47]. 

[226]. 

[208, exercises 4.5.3-2 and 3}. 
Adams and Davison [3]. 

Lehmer [243]. 

Part (a) is from Eswarathasan and 
Levine [97]. 

(207, exercise 1.2.9-1]. 

Zave [380]. 

(207, exercise 1.2.7-22]. 

1971 final exam. 

(209, pp. 63-64]. 

Raney [302]. 

Bell [24]. 

Pólya [296, p. 149]; [207, exercise 
2.8.4.4-1]. 

[221]. 

Jungen [198, p. 299] credits A. 
Hurwitz. 

Pólya [298]. 

1983 homework. 

Myers [279]; Sedláček [323]. 


[208, Carlitz's proof of lemma 3.3.3B]. 


[207, exercise 1.2.8-12]. 

[95, pp. 25-26] credits L. Mirsky and 
M. Newman. 

1971 final exam. 

Tomás Feder.* 

1974 final exam. 

Euler [109, 850]; 1971 final exam. 
Carlitz [49]. 

[207, exercise 1.2.9—18]. 

André [8]; [209, exercise 5.1.4-22]. 
1974 final exam. 

Gross [166]; (209, exercise 5.3.1-3]. 
de Bruijn [75]. 

Waugh and Maxfield [363]. 

1984 final exam. 

Waterhouse [362]. 

Schréder [320]; [207, exercise 2.3.4.4- 
31]. 
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7.51 


7.52 
7.53 


7.54 
7.55 
7.56 
7.57 


8.13 
8.15 
8.17 
8.24 


8.26 
8.27 
8.29 
8.32 
8.34 


8.35 
8.36 


8.38 
8.39 
8.41 
8.43 
8.44 
8.45 
8.46 
8.47 


8.48 
8.49 
8.50 
8.51 
8.53 
8.57 
8.58 
9.1 

9.2 

9.3 


附录 C 习题 贡献 者 


Fisher [124]; Percus [290, pp. 89-123]; 
Stanley [334]. 

Hammersley [177]. 

Euler [114, part 2, section 2, chapter 
6, 891]. 

Moessner [274]. 

Stanley [333]. 

Euler [113]. 

[95, p. 48] credits P. Erdós and 

P. Turán. 

Thomas M. Cover.* 

(207, exercise 1.2.10-17]. 

Patil [286]. 

John Knuth (age 4) and DEK; 1975 
final. 

[207, exercise 1.3.3-18]. 

Fisher [125]. 

Guibas and Odlyzko [168]. 

1977 final exam. 

Hardy [180] has an incorrect analysis 
leading to the opposite conclusion. 
1981 final exam. 

Gardner [139] credits George Sicher- 
man. 

(208, exercise 3.3.2-10]. 

[211, exercise 4.3(a)]. 

Feller [120, exercise IX.33]. 

[207, sections 1.2.10 and 1.3.3]. 
1984 final exam. 

1985 final exam. 

Feller [120] credits Hugo Steinhaus. 
1974 final, suggested by "fringe 
analysis" of 2-3 trees. 

1979 final exam. 

Blom [32]; 1984 final exam. 

1986 final exam. 

1986 final exam. 

Feller [120] credits S. N. Bernstein. 
Lyle Ramshaw.* 

Guibas and Odlyzko [168]. 

Hardy [179, 1.3(g)]. 

Part (c) is from Garfunkel [140]. 
[207, exercise 1.2.11.1-6]. 


9.6 

9.8 

9.9 

9.14 
9.16 
9.18 
9.20 
9.24 
9.27 
9.28 
9.29 
9.32 
9.34 
9.35 
9.36 
9.37 
9.38 
9.39 


9.40 
9.41 
9.42 
9.44 
9.46 
9.47 
9.48 
9.49 
9.50 
9.51 
9.52 
9.53 
9.57 
9.58 
9.60 
9.62 
9.63 
9.65 
9.66 
9.67 


9.68 


[207, exercise 1.2.11.1-3]. 

Hardy [179, 1.2(iv)]. 

Landau [238, vol. 1, p. 60]. 

(207, exercise 1.2.11.3-6]. 
Knopp [205, edition > 2, 864C]. 
Bender (25, $3.1]. 

1971 final exam. 

[164, 84.1.6]. 

Titchmarsh [352]. 

Glaisher [149]. 

de Bruijn [74, 83.7]. 

1976 final exam. 

1973 final exam. 

1975 final exam. 

1980 class notes. 

[208, eq. 4.5.3-21]. 

1977 final exam. 

1975 final exam, inspired by 
Reich [306]. 

1977 final exam. 

1980 final exam. 

1979 final exam. 

Tricomi and Erdélyi [353]. 

de Bruijn [74, $6.3]. 

1980 homework; [209, eq. 5.3.1-34]. 
1980 final exam. 

1974 final exam. 

1984 final exam. 

(164, $4.2.1]. 

Poincaré [294]; Borel [35, p. 27]. 
Pólya/Szegó [299, part 1, prob. 140]. 
Andrew M. Odlyzko.* 

Henrici [182, exercise 4.9.8]. 
[225]. 

Canfield [48]. 

Vardi [358]. 

Comtet [64, chapter 5, exercise 24]. 
M. P. Schützenberger.* 

Lieb [250]; Stanley (335, exercise 
4.37(c)]. 

Boas and Wrench [33]. 




















* 未 发 表 的 私人 通信 . 
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表 2-1 
表 5-1 
表 5-2 
表 5-3 
表 5-4 
表 5-5 
表 6-1 
表 6-2 
表 6-3 
表 6-4 
表 6-5 
表 6-6 
表 6-7 
表 6-8 
表 7-1 
表 7-2 
表 7-3 
表 9-1 


差分 是 什么 

帕斯卡 三 角形 

向 上 扩展 的 帕斯卡 三 角形 

二 项 式 系数 的 乘积 之 和 

最 重要 的 十 个 二 项 式 系数 恒等式 
一 般 的 卷 积 恒等式 

关于 子 集 的 斯 特 林 三 角形 

关于 轮换 的 斯 特 林 三 角形 

基本 的 斯 特 林 数 恒等式 

附加 的 斯 特 林 数 恒等式 

按 纵向 排列 的 斯 特 林 三 角形 

欧 拉 三 角形 
二 阶 欧 拉 三 角形 
斯 特 林 卷 积 公 式 

简单 的 数列 及 其 生成 函数 
特殊 的 数 的 生成 函数 


渐 近 通 近 
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经 过 半年 多 的 艰苦 努力 ， 这 部 《具体 数学 》 中 文 译 稿 终于 完成 了 ! 

这 部 书 的 几 位 作者 都 是 各 自 领域 久负盛名 的 专家 . R.L. Graham ( 葛 立 恒 ) 是 加 利 福 尼 
亚 大 学 圣地 亚 哥 分 校 计算 机 科学 以 及 工程 系 Irwin 和 Joan Jacobs 教 授 , 他 在 数学 以 及 计算 机 的 
多 个 领域 都 有 丰硕 的 成 果 .D.E. Knuth ( 高 德 纳 ) 是 斯 坦 福 大 学 荣誉 教授 ， 享 誉 世界 的 著名 
计算 机 专家 ， 当 今 计算 机 上 广泛 使 用 的 数学 文献 编辑 排版 系统 TeX 的 创造 者 ， 他 的 长 篇 巨著 
The Art of Computer Programming(《 计 算 机 程序 设计 艺术 》, 现 已 出 版 前 三 卷 和 第 四 卷 的 第 一 
部 分 ) 为 他 赢得 “算法 分 析 之 父 ” 的 美誉 . 第 三 位 作者 0O. Patashnik ( 帕 塔 许 尼克 ) 也 是 一 位 
计算 机 专家 ，1976 年 毕业 于 耶鲁 大 学 ，1980 年 进入 贝尔 实验 室 工 作 ，1988 年 协助 Graham 和 
Knuth 完 成 了 《具体 数学 ) 一 书 , 1985 年 与 L. Lamport 一 道 创立 了 文献 目录 系统 BibTeX, 1990 
年 在 Knuth 指 导 下 获得 计算 机 科学 博士 学 位 , 现在 在 位 于 加 利 福 尼 亚 州 圣地 亚 哥 市 拉 荷 亚 的 
通信 研究 中 心 工作 . 

这 部 《具体 数学 》 是 当代 计算 机 科学 基础 方面 的 一 部 重要 著作 ， 也 是 一 部 极 好 的 教材 ， 
其 内 容 由 作者 们 以 及 若干 学 生 和 同行 多 年 来 在 斯 坦 福 大 学 以 及 其 他 多 所 大 学 开设 的 同名 课 
程 累积 而 成 ， 内 容 涉及 递归 式 、 和 式 、 几 个 取 整 数值 的 函数 、 初 等 数论 基础 、 二 项 式 系数 、 
若干 特殊 的 数 、 生 成 函数 方法 、 初 等 概率 论 以 及 渐 近 分 析 初 步 等 ,共计 九 章 . 书 中 的 解说 深 
入 浅 出 ， 妙 趣 横生 ; 习题 丰富 ， 层 次 分 明 ， 是 均 附 有 或 详 或 简 的 解答 ; 书 末 还 附 有 非常 详尽 
的 参考 文献 ， 可 供 有 兴趣 的 读者 进一步 研读 参考 . 这 部 书 既 可 作为 计算 机 科学 基础 教学 ,又 
是 数学 、 计 算 机 等 专业 各 层次 研究 工作 者 颇 有 参考 价值 的 参考 书 ， 值 得 向 读者 广 为 推 荐 . 

这 部 书 中 在 许多 页 含有 页 边 涂鸦 ， 这 些 涂 鸦 有 的 是 来 自 过 去 时 代 某 位 著名 学 者 的 手笔 ， 
有 的 来 自作 者 的 学 生 们 或 其 他 人 的 评论 ， 这 些 涂 鸦 或 平淡 ,或 深刻 ; 或 严肃 ， 或 幽默 .相当 
多 的 涂鸦 中 含有 双关 语 ， 并 涉及 拉丁 语 、 俄 语 、 德 语 、 法 语 以 及 较 早 时 代 的 英语 等 多 种 语言 
(其 中 虽 有 少量 希腊 语 涂鸦 , 但 给 出 了 中 文 翻译 ) 译 者 虽然 早 就 惟 得 语言 对 于 一 位 致力 于 科 
学 研究 的 工作 者 开阔 视野 极其 重要 , 也 曾 在 多 年 学 习 和 工作 的 过 程 中 勉 力 学 习 多 种 外 语 , 但 
从 未 学 习 过 拉丁 文 以 及 希腊 文 , 对 稍 早 时 代 的 英语 也 素 无 研究 , 所 以 这 部 书 在 语言 方面 也 成 
了 译 者 有 生 以 来 翻译 过 的 最 感 困 难 的 一 部 著作 . 幸好 有 原 书 前 两 位 作者 的 大 力 帮 助 , 尤其 是 
Knuth 教 授 ， 耐 心地 回答 了 我 们 在 翻译 这 本 书 的 过 程 中 提出 的 无 数 问题 ， 才 终于 使 我 们 完成 
了 这 部 著作 的 翻译 工作 . 在 此 , 我 们 首先 要 向 作者 在 翻译 过 程 中 提供 的 慷慨 帮助 表示 衷心 的 
感谢 ! 此 外 ,我 们 还 要 向 家 人 表示 深 深 的 谢意 ,他 们 为 我 们 的 翻译 工作 提供 了 不 受 干扰 的 环 
境 和 安逸 的 生活 ， 使 我 们 的 工作 速度 有 了 可 靠 的 保证 . 最后, 我们 还 要 向 这 本 中 文书 的 编辑 




















































































































541 


542 译 后 d 





们 在 编辑 和 出 版 这 部 中 文 版 的 过 程 中 所 给 予 的 大 力 支持 和 鼓励 表示 感谢 . 图 灵 公 司 多 年 来 一 
直 致 力 于 出 版 引进 高 水 平 的 学 术 著 作 , 我 们 已 与 他 们 愉快 地 合作 过 多 次 , 他 们 的 敬业 和 奉献 
精神 同样 值得 赞赏 和 钦佩 ! 

顺便 指出 , 译 者 在 本 书 的 翻译 过 程 中 发 现 的 个 别 错误 或 不 当 之 处 得 到 了 原作 者 的 确认 并 
在 中 文 版 中 做 了 相应 的 修正 .( 作为 原作 者 的 事先 承诺 ，Knuth 教 授 还 慷慨 地 通过 他 的 秘书 给 
译 者 寄 来 了 支票 ， 奖 励 所 发 现 的 问题 . ) 此 外 ， 为 了 帮助 读者 理解 书 中 的 某 些 习 语 或 内 容 ， 
我 们 在 认为 必要 的 地 方 添加 了 译 者 注 ， 和 希望 能 对 读者 有 所 帮助 . 尽管 尺 了 最 大 的 努力 ,由 于 
译 者 水 平 限制 ， 书 中 不 免 仍 会 有 不 足 其 至 雇 误 之 处 ， 欢 迎 读者 不 音 赐教 .来 信 可 发 送 至 
myzhang@ecust.edu.cn. 

我 们 一 生 的 理想 是 : 传授 科学 思想 , 宣传 民主 理念 ,为 在 中 国 实现 民主 政治 和 强国 梦想 
而 奋斗 ! 愿 这 部 中 文 版 的 出 版 能 对 中 国学 生 和 数学 爱好 者 有 所 帮助 ， 也 算是 对 我 们 一 生理 想 
的 一 点 小 小 的 贡献 吧 ! 
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索引 中 的 页 码 为 英文 原 书页 码 ， 与 书 边栏 的 页 码 一 致 . 





当 一 条 索引 标注 的 是 一 道 相关 习题 的 页 码 时 ， 附 录 A 中 那 道 习题 的 答案 或 许 会 提供 更 多 的 信 
EB. 索引 中 不 含 答案 的 页 码 ， 除 非 它 涉及 一 个 论题 ， 而 这 个 论题 又 未 在 相关 习题 中 表述 .有 一 些 记 





(涂鸦 也 做 了 索引 .) 














号 未 包含 在 索引 中 ,例如 x* > |x] a ) ， 因 为 它们 已 经 在 目录 之 前 的 记号 注释 中 说 明了 . 


n 
m 








0°, 162 Q: Big Omega notation (CK Q i5) , 448 

V2 (5141421) , 100 Y-notation (yids ) , 22-25, 245 

\ (1.73205) , 378 IT -notation ( IT 记号 ) 64, 106 

Jf: imaginary part ( 虚 部 ) 64 /\-notation ( 八 记号 ) , 65 

L: logarithmico-exponential functions ( 对 数 -指数 函数 ) ，442-443 今 :fand only if ( 4H ) , 68 

R : real part ( 实 部 ) , 64, 212, 451 = : implies (iii) , 71 

y (50.57722) , Bil Euler’s constant V divides (整除 ) , 102 

LI. 51 Gamma function W exactly divides (〈 精确 整除 ) , 146 

ô, 47-56 L: is relatively prime to ( TZ ) 115 

A: difference operator ( 差分 算 子 ) , 47-55, 241,470-471 < : grows slower than PERET ) , 440-443 

e, (n): largest power of p dividing n 整除 的 p Uic ARE ), 112-114, > : grows faster than ( 增长 得 快 于 )》，440-443 
><: grows as fast as ( 同样 的 增长 率 ) ，442-443 

146 ~ :is asymptotic to ( 渐 近 于 ) , 8, 110, 439-443, 448-449 





C, ZW zeta function 
2 ，219-221, 310, 347 
O: Big Theta notation (大 @ 记 号 ) , 448 


K„ ， 参 见 cumulants 


=: approximates (近似 ) , 23 

=: is congruent to ( 同 余 于 ) , 123-126 
# : cardinality ( 基数 ) , 39 

!: factorial ( 阶乘 ) , 111-115 








u, BL Mobius function i: subfactorial (IBS) , 194-200 
cai UAE ..: interval notation ( 区 间 记 号 , 73-74 
n (~3.14159) , 26, 70, 146, 244, 485, 564, 596 ... ellipsis ( 省 略 号 ) 21, 50, 108, ... 
n(x), BIL pi function 

c: standard deviation ( 标准 差 ) , 388; 也 参见 Stirling’s constant A 








c, (x), 参见 Stirling polynomials 
(=1.61803): golden ratio ( 黄金 分 割 比例 ) , 70, 97, 299-301, 310, 
553 
, BW phi function 
®: sumofg ( 9 的 和 ) , 138-139, 462-463 


Abel, Niels Henrik, 604, 634 

Abramowitz, Milton, 42, 604 

absolute convergence ( 绝对 收敛 ) , 60-62, 64 

absolute error ( 绝对 误差 ) , 452, 455 

absolute value of complex number ( 复数 的 绝对 值 , 64 





543 


544 索 引 


absorption identities ( 吸收 恒等式 , 157-158, 261 
Acton, John Emerich Edward Dalberg, Baron, 66 
Adams, William Wells, 604, 635 


addition formula uH (a 的 加 法 公式 ) 158-159 


analog 和 (人 ( () 的 加 法 公式 , 268 


analogs for M and K ( f All H 的 加 法 公式 ) , 259, 261 
k k k k 
dual (对 偶 ) , 530 
Aho, Alfred Vaino, 604, 633 
Ahrens, Wilhelm Ernst Martin Georg, 8, 604 
Akhiezer, Naum IIl'ich, 604 
Alfred [Brousseau], Brother Ulbertus, 607, 633 
algebraic integers ( 代数 整数 ) , 106, 147 
algorithms ( 算法 ) , 
analysis of ( 分 析 ) , 138, 413-426 
divide and conquer ( 分 而 攻克 ) , 79 
Euclid’s ( 欧 几 里 得 ) 103, 123, 303-304 
Fibonacci’s ( 斐 波 那 契 ) , 95, 101 
Gosper’s, 224-227 
Gosper-Zeilberger, 229-241, 254-255, 319, 547 
greedy ( x45) , 101, 295 
self-certifying ( 自 证 明 ) ，104 
Alice，31,408-410, 430 
Allardice, Robert Edgar，2, 604 
ambiguous notation ( 含糊 不 清 的 记号 ) 245 
AMS Euler, 657 
analysis of algorithms ( 算法 分 析 ) ，138, 413-426 
analytic functions ( 解析 函数 ) ，196 
ancestor ( 祖先) ，117, 291 
André, Antoine Désiré, 604, 635 
Andrews, George W. Eyre, 215, 330, 530, 575, 605, 634, 635 
answers, notes on ( 答案 ) 497, 637 
anti-derivative operator ( HAET ) , 48, 470-471 
anti-difference operator ( 逆差 分 算 子 ) , 48, 54, 470-471 
Apéry, Roger, 238, 605, 630, 634 
numbers (4%) , 238-239, 255 
approximation ( 近似 法 ) , BL asymptotics 
of sums by integrals ( 用 积分 代替 和 式 ) , 45, 276-277, 469-475 
Archibald, Raymond Clare, 608 
Archimedes of Syracuse, 6 
argument of hypergeometric ( 超 几 何 数 的 自 变 量 , 205 
arithmetic progression ( 等 差 级 数 ) , 30,376 
floored (JI& ) , 89-94 
sum of ( fll) , 6, 26, 30-31 
Armageddon, 85 
Armstrong, Daniel Louis (=Satchmo) ( 路易斯 .阿姆斯特朗 ) , 80 
art and science ( 艺术 与 科学 ) 234 















































ascents ( 升 高 , 267-268, 270 
Askey, Richard Allen, 634 
associative law ( 结合 律 ) 30, 61, 64 
asymptotics ( 渐 近 式 ) , 439-496 
from convergent series ( 收敛 级 数 ) , 451 
of Bernoulli numbers ( 伯 努 利 数 ) , 286, 452 
of binomial coefficients ( 二 项 式 系数 ) , 248, 251,495, 598 
of discrepancies ( 偏差 ) , 492, 495 
of factorials ( 阶乘 ) , 112, 452, 481-482, 491 
of harmonic numbers ( 调和 数 ) , 276-278, 452, 480-481, 491 
of hashing ( 散 列 法 ) , 426 
of nth prime (第 n 个 素数 ) , 110-111, 456-457, 490 
of Stirling numbers ( 斯 特 林 数 ) ，495, 602 
of sums, using Euler’s summation formula ( 和 ， 使 用 欧 拉 求 和 公 
式 ) ，469-489 
of sums, using tail-exchange ( 和 ， 使 用 交换 尾部 法 , 466-469, 
486-489 
of sums of powers ( # AYA) , 491 
of wheel winners ( 轮 盘 获胜 者 ) , 76, 453-454 
table of expansions ( 渐 近 式 展开 ) , 452 
usefulness of ( 有 用 ) , 76, 439 
Atkinson, Michael David, 605, 633, 635 
Austin, Alan Keith, 607 
automaton ( 机 器 人 ) , 405 
automorphic numbers ( 自 守 数 ) , 520 
average (平均 ) 384 
of a reciprocal ( 倒数 ) , 432 
variance (方差 ) , 423-425 


B 


B,, &W Bernoulli numbers 

Bachmann, Paul Gustav Heinrich (保罗: 巴赫 曼 ) , 443, 462, 605 
Bailey, Wilfrid Norman, 223, 548, 605, 634 

Ball, Walter William Rouse, 605, 633 

ballot problem ( 投票 问题 , 362 

Banach, Stefan, 433 

Barlow, Peter, 605,634 

Barton, David Elliott, 602, 609 

base term ( 基础 项 ) , 240 

baseball ( 棒球 ) , 73, 148, 195, 519, 648, 653 

BASIC, 173, 446 

basic fractions ( 基本 分 数 ) ，134, 138 

basis of induction ( 归纳 法 的 基础 ) ，3, 10-11, 320-321 
Bateman, Harry, 626 
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Baum, Lyman Frank, 581 

Beatty, Samuel, 605, 633 

bee trees ( 蜜蜂 树 ) 291 

Bell, Eric Temple, 332, 605-606, 635 
numbers ( 贝尔 数 ) , 373, 493, 603 


Bender, Edward Anton, 606, 636 
Bernoulli, Daniel Julius( 丹尼尔 : 伯 努 利 ) , 299 
Bernoulli, Jakob (= Jacobi = Jacques = James) ( 雅 各 布 ， 伯 努 利 ) , 
283, 470, 606 
numbers (4%) ， 参 见 Bernoulli numbers 
polynomials (多项式 ) , 367-368, 470-475 
polynomials, graphs of ( 多 项 式 ， 图 ) , 473 
trials ( 试验) , 402; 参见 coins, flipping 
Bernoulli, Johann (= Jean) (24 #7 - 伯 努 利 ) , 622 
Bernoulli numbers ( 伯 努 利 数 ) 283-290 
asymptotics of ( 渐 近 ) , 286, 452 
calculation of ( 计算 ) , 288, 620 
denominators of ( 分母) , 315,551,574 
generalized (广义 ) ， 参 见 Stirling polynomials 
generating function for ( 生成 函数 ) , 285,351,365 
numerators of ( 分子) , 555 
relation to tangent numbers ( 与 正切 数 相 关 ) ，287 
table of (Æ ) , 284, 620 
Bernshtein (= Bernstein), Sergei Natanovich, 636 
Bertrand, Joseph Louis Francois ( HER + NEH) , 145, 606, 633 
postulate ( 假设) , 145, 500, 550 
Bessel, Friedrich Wilhelm, functions ( Jl EK ) , 206, 527 
Beyer, William Hyman, 606 
biased coin ( 不 均匀 硬币 ) , 401 
bicycles (2 轮换 ) ，260, 500 
Bieberbach, Ludwig，617 
Bienaymé, Irénée Jules, 606 
Big Ell notation (A L i17 ) , 444 
Big Oh notation (大 OO 记号) 76, 443-449 
Big Omega notation (大 只 记号 ) 448 
Big Theta notation (KO W ) , 448 
bijection ( 双 射 ) 39 
Bill, 408-410, 430 
binary logarithm ( 以 2 为 底 的 对 数 ) 70 
binary notation (radix 2) (二 进 制 ) 11-13, 15-16, 70, 113-114 
binary partitions ( 二 叉 划 分 ) , 377 
binary search ( 二 叉 搜 索 ) , 121, 183 
binary trees (二叉树 ) , 117 
Binet, Jacques Philippe Marie ( 雅克 … 比 奈 ) , 299, 303, 606, 633 
binomial coefficients ( 二 项 式 系数 , 153-242 
addition formula ( 加 法 公式 ) 158-159 
asymptotics of ( 渐 近 式 ) , 248,251, 495, 598 
153, 158, 160, 169-170 














combinatorial interpretation ( 组 合 解释 ) ， 
definition (72%) , 154,211 

dual ( 对偶) , 530 

generalized (广义 ) , 211,318, 530 
indices of ( 指标 ) , 154 

middle ( 中 间 ) , 187, 255-256, 495 
reciprocal of (倒数) , 188-189, 246, 254 
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top ten identities of ( 前 十 个 恒等式 , 174 
wraparound ( 围 包 ) , 250 (exercise 75), 315 
binomial convolution ( 二 项 卷 积 ) , 365, 367 
binomial distribution (二 项 分 布 ) , 401-402, 415, 428, 432 
negative ( ff ) , 402-403, 428 
binomial series, generalized ( 广义 二 项 级 数 ) , 200-204, 243, 252, 363 
binomial theorem ( 二 项 式 定 理 ) ，162-163 
as hypergeometric series ( 超 几 何 级 数 ) , 206,221 
discovered mechanically ( 机 械 法 ) ，230-233 
for factorial powers ( MFE) , 245 
special cases ( 特例 ) ，163, 199 
Blom, Carl Gunnar, 606, 636 
bloopergeometric series ( 降 噪 几何 级 数 ) , 243 
Boas, Ralph Philip, Jr., 600, 606, 636 
Boggs, Wade Anthony, 195 
Bohl, Piers Paul Felix( = Bol’, Pirs Georgie-vich), 87, 606 
Bóhmer, Paul Eugen, 604 
Bois-Reymond, Paul David Gustav du ( 保罗 . 杜 布 瓦 - 雷 蒙 ) , 440, 610,617 
Boncompagni, Prince Baldassarre, 613 
bootstrapping ( 自助 法 ) , 463-466 
to estimate nth prime ( 估计 第 n 4383) , 456-457 
Borchardt, Carl Wilhelm, 617 
Borel, Émile Félix Édouard Justin, 606, 636 
Borwein, Jonathan Michael, 606, 635 
Borwein, Peter Benjamin, 606, 635 
bound variables ( 相关 变量 ) 22 
boundary conditions on sums ( 和 的 边界 条 件 
can be difficult ( 困难 ) , 75,86 
made easier ( 更 容易 ) , 24-25, 159 
bowling ( 保龄球) , 6 
box principle ( WHEE) , 95, 130, 512 
Boyd, David William, 564 
bracket notation ( 括号 ) , 
for coefficients ( 系数 ) 197,331 
for true/false values ( 真 / 假 值 ) 24-25 
Brahma, Tower of ( E EXE) , 1,4,278 
Branges, Louis de, 617 
Brent, Richard Peirce, 306, 525, 564, 606 
bricks (fk ) , 313,374 
Brillhart, John David, 606, 633 
Brocot, Achille, 116, 607 
Broder, Andrei Zary, 632 
Brooke, Maxey, 607,635 
Brousseau, Brother Alfred, 607, 633 
Brown, Mark Robbin, 632 
Brown, Morton, 501,607 
Brown, Thomas Craig, 607, 633 
Brown, Trivial, 607 
Brown, William Gordon, 607 
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Browning, Elizabeth Barrett ( 伊丽莎白 : 巴 雷 特 ' 勃 朋 宁 ) ，320 
Bruijn, Nicolaas Govert de ( N. G. 48 - 布 鲁 因 ) , 444, 447, 500, 609, 
635, 636 
cycle (B|) , 500 
bubblesort ( 冒 泡 排序 , 448 
Buckholtz, Thomas Joel, 620 
Burma-Shave, 541 
Burr, Stefan Andrus, 607, 635 


C 


calculators ( 计算 器 ) ，67, 77, 459 
failure of ( 错误 ) , 344 
calculus ( 微 积分 ) , 33 
finite and infinite ( 有 限 和 无 限 ) , 47-56 
candy ( 糖果 ) ，36 
Canfield, Earl Rodney, 602, 607, 636 
cards (jt) , 
shuffling ( DER ) , 437 
stacking (4%) , 273-274, 280, 309 
Carlitz, Leonard, 607, 635 
Carroll, Lewis ( = Dodgson, Rev. Charles Lutwidge) ( 刘易斯 RY 
AR) , 31,293, 607, 608, 630 
carries ( 进位 ) 















































across the decimal point (小数点 ) , 70 


+ 
in divisibility 人 "| (整除 | 
m 


m+n 
) ) , 245, 536 
m 
in Fibonacci number system ( 斐 波 那 契 数 系 ) , 297, 561 
Cassini, Gian ( = Giovanni = Jean) Domenico (= Dominique) ( -F 
西 尼 ) , 292,607 
identity ( 恒等式 ) , 292-293, 300 
identity, converse ( 恒等式 之 逆 ) , 314 
identity, generalized ( 恒等式 ) , 303,310 
Catalan, Eugène Charles ( {= * 卡 塔 兰 ) ，203, 361,607 
Catalan numbers ( 卡 塔 兰 数 ) , 203 
combinatorial interpretations (组合 解释 ) , 358-360, 565, 568 
generalized (广义 ) ，361 
in sums( 和 ) , 181, 203,317 
table of (Æ ) , 203 
Cauchy, Augustin Louis, 607, 633 
ceiling function ( MPX) , 67-69 
converted to floor ( 转换 成 底 函 数 , 68, 96 
graph of (图 ) , 68 
center of gravity ( 重心 ) , 273-274, 309 
certificate of correctness ( 正确 性 证 明 ) , 104 
Chace, Arnold Buffum, 608, 633 
Chaimovich, Mark, 608 
chain rule ( 链 式 法 则 ) , 54, 483 
change ( 换 零 钱 ) , 327-330, 374 
large amounts of ( 大 额 ) , 344-346, 492 














changing the index of summation ( 改变 求 和 指标 ) , 30-31, 39 
changing the tails of a sum ( 改变 和 的 尾部 ) ，466-469, 486-489 
cheating ( 欺骗) , 195, 388, 401 
not (A) , 158, 323 
Chebyshev, Pafnutii L’vovich (Wt ) , 38, 145, 608, 633 
inequality (不等式) 390-391, 428, 430 
monotonic inequalities ( 单调 不 等 式 ) , 38,576 
cheese slicing ( 奶 酷 切 片 ) ，19 
Chen, Pang-Chieh, 632 
Chinese Remainder Theorem ( 中 国 剩 余 定理 ) 126, 146 
Chu Shih-Chieh ( = Zhi Shijié) ( 朱 志 杰 ) , 169 
Chung, Fan-Rong King, 608, 635 
Clausen, Thomas ( 克 劳 森 ) , 608, 634, 635 
product identities ( 乘积 恒等式 , 253 
clearly, clarified ( £j f, JW) , 417-418, 581 
cliché (老生常谈 ) 166, 324, 357 
closed form ( 封闭 形式 ) , 3,7, 321 
for generating functions ( 生成 函数 ) , 317 
not (dE) , 108, 573 
pretty good (非常 好 ) , 346 
closed interval ( 闭 区 间 ) , 73-74 
Cobb, Tyrus Raymond, 195 
coefficient extraction ( 系数 提取 ) , 197, 331 
Cohen, Henri José, 238 
coins (硬币 ) , 327-330 
biased (不 均匀 ) , 401 
fair ( 均匀 ) , 401,430 
flipping ( 抛掷) , 401-410, 430-432, 437-438 
spinning (旋转 ) , 401 
Collingwood, Stuart Dodgson, 608 
Collins, John, 624 
Colombo, Cristoforo ( = Columbus, Christopher) ( 哥伦布 ) , 74 
coloring (RE ) , 496 
combinations ( ZH4Y ) , 153 
combinatorial number system ( 组 合 数 系 ) , 245 
common logarithm ( 常用 对 数 ) , 449 
commutative law ( 交换 律 , 30, 61, 64 
failure of ( 失效 , 322, 502, 551 
relaxed (放松 ) , 31 
complete graph ( 完全 图 ) , 368 
complex factorial powers ( AONA) , 211 
complex numbers ( 422) , 64 
roots of unity (单位 根 ) , 149, 204, 375, 553, 574, 598 
composite numbers (43%) , 105,518 
composition of generating functions ( 生成 函数 的 复合 ) ，428 
computer algebra ( 计算 机 代数 ) , 42, 268, 501, 539 
Comtet, Louis, 609, 636 
Concrete Math Club ( 具体 数学 俱乐部 ) ，74, 453 
conditional convergence (条件 收 敛 , 59 

































































conditional probability ( 条 件 概 率 ) , 416-419, 424-425 
confluent hypergeometric series (合流 超 几何 级 数 ) , 206, 245 
congruences ( 同 余 ) , 123-126 
Connection Machine, 131 
contiguous hypergeometrics ( 连接 的 超 几 何 函 数 ) ，529 
continuants ( 连 项 式 ) , 301-309, 501 
and matrices ( 和 矩阵) ，318-319 
Euler’s identity for ( 欧 拉 恒等式 , 303,312 
zero parameters in 〈 零 参数 ) 314 
continued fractions ( 连 分 数 ) , 301, 304-309, 319 
large partial quotients of ( 最 大 部 分 商 ) , 553, 563, 564, 602 
convergence (Wak) , 
absolute ( 绝对 ) , 60-62, 64 
conditional ( 条 件 , 59 
of power series ( FFARR) , 206, 331-332, 348, 451, 532 
convex regions (Jk) , 5,20, 497 
convolution ( 卷 积 ) , 197, 246, 333, 353-364 
binomial ( 二 项 ) , 365, 367 
identities for (恒等式 , 202, 272, 373 
polynomials ( 多 项 式 ) , 373 
Stirling ( 斯 特 林 ) , 272, 290 
Vandermonde ( 范 德 蒙 德 ) , 251 Vandermonde convolution 
Conway, John Horton ( 约翰 康 威 ) , 410, 609 
cotangent function ( 余 切 函 数 ) , 286,317 
counting (计数 ) ， 
combinations( 组 合 ) , 153 
cycle arrangements ( 环形 排列 ) , 259-262 
derangements ( 重 排 ) , 193-196, 199-200 
integers in intervals ( 区 间 内 的 整数 ) , 73-74 
necklaces ( 项链) , 139-141 
parenthesized formulas ( 括 起 来 的 公式 ) , 357-359 
permutations ( 排列 ) 111 
permutations by ascents ( 升 高 的 排列 ) , 267-268 
permutations by cycles ( 环形 排列 ) , 262 
set partitions ( 集合 划分 ) , 258-259 
spanning trees ( 生成 树 ) , 348-350, 356, 368-369, 374 
with generating functions ( 生成 函数 ) , 320-330 
coupon collecting ( 奖券 收集 ) , 583 
Cover, Thomas Merrill, 636 
Coxeter, Harold Scott Macdonald, 605 
Cramér, Carl Harald, 525, 609, 634 
Cray X-MP, 109 
Crelle, August Leopold, 609, 633 
cribbage ( cribbage 纸牌 游戏 ) , 65 
Crispin, Mark Reed, 628 
Crowe, Donald Warren, 609, 633 
crudification (#HE) , 447 
Csirik, Jainos Andras, 590, 609 
cubes, sum of consecutive ( 立方 ,连续 的 和 ) , 51, 63, 283, 289, 367 
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cumulants ( 累积 量 ) 397-401 
infinite ( 无限) 576 
of binomial distribution ( 二 项 分 布 ) , 432 
of discrete distribution ( 离散 分 布 ) , 438 
of Poisson distribution ( 泊 松 分 布 ) , 428-429 
third and fourth ( 第 三 和 第 四 ) ，429, 579, 589 
Curtiss, David Raymond, 609, 634 
cycles (F) , 
de Bruijn ( 德 ， 布 鲁 因 ) , 500 
of beads (珠子 ) , 139-140 
of permutations ( 排列 ) , 259-262 
cyclic shift ( 循环 移 位 ) , 12, 362 
cyclotomic polynomials ( 分 圆 多 项 式 ) 149 


D 


D, ÆJ derivative operator 
Dating Game ( 约会 游戏 ) , 506 
David, Florence Nightingale, 602, 609 
Davis, Philip Jacob, 609 
Davison, John Leslie, 307, 604, 609, 635 
de Branges, Louis, 617 
de Bruijn, Nicolaas Govert( 德 ' 布 鲁 因 ) , 444, 447, 500, 609, 635, 636 
cycle (Bl) , 500 
de Finetti, Bruno ( 布鲁诺 ' 德 ， RRE) 24,613 
de Lagny, Thomas Fantet ( 汤 玛 斯 : 芬 特 : 列 格 尼 ) , 304, 621 
de Moivre, Abraham (#23255) ，297, 481, 609 
Dedekind, Julius Wilhelm Richard ( 戴 德 金 ) , 136-137, 609 
definite sums, analogous to definite integrals ( 确定 的 和 式 ， 模 仿 定 积 
分 ) ，49-50 
deg, 226, 232 
degenerate hypergeometric series ( 退化 超 几何 级 数 ) , 209-210, 216, 
222, 247 
derangements ( 重 排 ) , 194-196, 250 
generating function ( 生成 函数 ) , 199-200 
derivative operator ( 微分 算 子 ) , 47-49 
converting between D and A (D 和 A 间 转换 ) , 470-471 
converting between D and 8. (D FIO Epei) , 310 
with generating functions ( 生成 函数 ) 33, 333, 364-365 
with hypergeometric series ( 超 几 何 级 数 ) , 219-221 
descents ( FRE) ， 参 见 ascents 
dgf: Dirichlet generating function ( 狄 利克 雷 生成 函数 ) , 370 
dice (Bt) , 381-384 
fair ( 均匀 ) , 382, 417, 429 
loaded (iE) , 382, 429, 431 
nonstandard ( 非 标准 ) , 431 
pgf for ( 概率 生成 函数 ) , 399-400 
probability of doubles ( 双 数 概率 ) ，427 
supposedly fair ( 期 望 公 平 ) ，392 
Dickson, Leonard Eugene, 510, 609 
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Dieudonné, Jean Alexandre (GHJE ) , 523 
difference operator ( 差分 算 子 ) , 47-55, 241 
converting between D and A ( D 和 人 之 间 的 转换 ) , 470-471 
nth difference ( n 阶 差分 ) , 187-192, 280-281 
nth difference of product ( 乘积 的 n 阶 差分 ) 571 
differentiably finite power series ( 可 微 有 限 寡 级 数 ) , 374, 380 
differential operators ( 微分 算 子 ) , BIL derivative operator, theta 
operator 
difficulty measure for summation (度量 和 式 的 困难 程度 ) , 181 
Dijkstra, Edsger Wybe，173, 609, 635 
dimers and dimes ( 多 米 诺 和 硬币 ) , 320, 参见 dominoes and change 
diphages ( SMT ) , 434, 438 
Dirichlet, Johann Peter Gustav Lejeune ( 狄 利克 雷 ) , 370, 610, 633 
box principle (Jil/RÉ R3 ) , 95, 130, 512 
generating functions ( 生成 函数 ) , 370-371, 373, 432, 451 
probability generating functions( 概率 生成 函数 ) , 432 
discrepancy ( 偏差 ) , 88-89, 97 
and continued fractions ( 连 分 数 ) , 319, 492, 602 
asymptotics of ( 渐 近 式 ) , 492,495 
discrete probability ( 离散 概率 ) , 381-438 
defined (72%) , 381 
distribution (分布 ) , 
of fractional parts ( 分数 部 分 ) , 87 
of primes ( 素数 ) 111 
of probabilities ( 概率 ) ， 参 见 probability distributions 
of things into groups (分 组 ) , 83-85 
distributive law ( 分 配 律 ) , 30, 35, 60, 64 
for ged and lem (ged fil lcm) , 145 
divergent sums ( 发 散 和 ) , 57, 60 
considered useful ( 有 用 ) , 346-348, 451 
illegitimate ( 不 合法 ) , 504, 532 
divide and conquer ( 分 而 治之 ) , 79 
divides exactly ( 精确 整除 ) , 146 
in binomial coefficients ( 二 项 式 系 数 ) , 245 
in factorials ( 阶乘 ) 112-114, 146 
divisibility ( 整除 ) , 102-105 
by 3 (被 3 整除 ) ，147 
of polynomials ( 多 项 式 ) , 225 
Dixon, Alfred Cardew (迪克 逊 ) , 610,634 
formula (公式 ) 214 
DNA, Martian (DNA, KÆ) , 377 
Dodgson, Charles Lutwidge, Mil Carroll 
domino filings (多米诺 铺设 ) , 320-327, 371, 379 
ordered pairs of ( 有 序 对 ) ，375 
Dorothy Gale, 581 
double generating functions ( 二 









































生成 函数 ) , 参见 super generating 





functions 
double sums ( 二 重 和 式 ) , 34-41, 246, 249 


considered useful ( 有 用 ) , 46, 183-185 























faulty use of ( 错误 使 用 ) , 63, 65 
infinite (无限) , 61 
over divisors ( 因子 ) , 105 
telescoping ( 4 ) , 255 
doubloons ( 达 布 隆 ) , 436-437 
doubly exponential recurrences ( 双向 指数 递归 式 ) , 97, 100, 101, 109 
doubly infinite sums ( 双向 无 限 和 式 ) , 59, 98, 482-483 
Dougall, John, 171, 610 
downward generalization ( 向 下 推广 , 2, 95, 320-321 
Doyle, Sir Arthur Ignatius Conan, 162, 228-229, 405, 610 
drones ( HEt% ) , 291 
Drysdale, Robert Lewis (Scot), 632 
du Bois-Reymond, Paul David Gustav ( 保罗 “' Ff L-E ) , 440, 610, 617 
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È) , 267 

Dubner, Harvey, 610, 631, 633 

Dudeney, Henry Ernest, 610, 633 

Dunkel, Otto, 614, 633 

Dunn, Angela Fox, 628, 635 

Dunnington, Guy Waldo, 610 

duplication formulas (加 倍 公 式 ) , 186, 244 
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eggs (XÆ) ，158 
Egyptian mathematics ( 埃及 数学 ) ，95, 150 
bibliography of ( 参考 文献 ) ，608 
Einstein, Albert ( 阿尔 伯 特 * 爱 因 斯 坦 ) ，72, 307 
Eisele, Carolyn, 625 
Eisenstein, Ferdinand Gotthold Max ( 艾 森 斯 坦 ) , 202, 610 
Ekhad, Shalosh B, 546 


























elementary events ( 基本 事件 , 381-382 


ellipsis (...), 21 
advantage of (优点 ) , 21,25, 50 
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elimination of ( fi ) , 108 
empirical estimates ( 经 验 估计 ) , 391-393, 427 
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for spanning trees (生成 树 ) , 349, 565 
for Stirling numbers (斯 特 林 数 ) 258 
for filings ( 铺设 ) , 320-321 
for Tower of Hanoi (河内 塔 ) 2 
empty product ( 没有 因子 的 乘积 , 48,106, 111 
empty sum ( 空 的 和 ) , 24,48 
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identity for hypergeometrics ( 超 几何 数 的 恒等式 ) 244 
numbers ( 数 ) 559,570,620; 参见 Eulerian numbers 
polynomials (多项式 ) , 574 
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summation formula ( 求 和 公式 ) , 469-475 
theorem (定理 ) 133, 142, 147 
totient function ( PAZ) , ÆJ phi function 
triangle ( =f ) , 268,316 
Eulerian numbers ( 欧 拉 数 ) ，267-271, 310, 316, 378, 574 
combinatorial interpretations (组合 解释 ) , 267-268, 557 
generalized (广义 ) ，313 
generating function for ( 生成 函数 ) 351 
second-order (二 阶 ) , 270-271 
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exactly divides ( 精确 整除 ) , 146 
in binomial coefficients ( 二 项 式 系数 ) , 245 
in factorials ( 阶乘 ) 112-114, 146 
excedances ( 超过 数 ) , 316 
exercises, levels of ( 练习 ， 水 平 , 72-73,95, 511 
exp: exponential function ( J8Z pA ) , 455 
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expected value ( 期望 值 ) , 385-387 
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exponential generating functions ( TE ZIUE HPAL ) , 364-369, 421-422 
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factorial expansion of binomial coefficients ( 二 项 式 系数 的 阶乘 扩展 ) ， 
156, 211 
factorial function ( 阶乘 函数 ) , 111-115, 346-348 
approximation to (近似 ) ， 参 见 Stirling's approximation 
duplication formula (加 倍 公 式 ) 244 
generalized to nonintegers( 推广 到 非 整数 ), 192, 210-211, 213-214, 316 
factorial powers ( IEF ) , 参见 falling factorial powers, rising factorial 
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factorization into primes ( 分 解 成 素数 ) 106-107, 110 
factorization of summation conditions ( 求 和 条 件 的 分 解 ) ，36 
fair coins ( 均匀 硬币 ) , 401, 430 
fair dice (均匀 仍 子 ) , 382, 417 
falling factorial powers ( FERITE) ，47 
binomial theorem for ( 二 项 式 定 理 ) , 245 
complex (复数 ) 211 
difference of (22) , 48,53, 188 
negative ( f ) , 52, 63, 188 
related to ordinary powers (iH #7 Jd ) , 51, 262-263, 598 
related to rising powers (_EFt#F) , 63, 312 
summation of ( 求 和 ) , 50-53 
fans (BRA, Hd) , 193, 348 
Farey, John, series (法 里 ) , 118-119, 617 
consecutive elements of ( 相 邻 元 素 ) , 118-119, 150 
distribution of ( 分 布 ) , 152 
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Fasenmyer, Mary Celine, 230, 631 
Faulhaber, Johann, 288, 613, 620 
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Feller, William (RAR © FHM) , 381, 613, 636 
Fermat, Pierre de ( 皮 埃 尔 : 德 . 费 马 ) , 130, 131, 613 
numbers ( 数 ) , 131-132, 145, 525 
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Fermat’s Last Theorem ( 费 马 大 定理 ) ，130-131, 150, 524, 555 
Fermat's theorem (= Fermat's Little Theorem) ( 费 马 小 定理 ) , 


131-133, 141-143, 149 
converse of ( 逆 命 题 ) , 132, 148 
Fibonacci, Leonardo, of Pisa (= Leonardo filio Bonacii Pisano) ( 列 奥 
WE - EWI) , 95, 292, 549, 613, 633, 634 
addition (INK) , 296-297, 317 
algorithm ( 算法 ) , 95, 101 
factorial ( 阶乘 ) , 492 
multiplication ( 乘法 ) , 561 
number system ( 数 系 ) , 296-297, 301, 307, 310, 318 
odd and even ( FMH ) , 307-308 
Fibonacci numbers ( 斐 波 那 契 数 ) , 290-301, 575 
and continuants ( 连 项 式 ) , 302 
and sunflowers ( H H € ) , 291 
closed forms for ( 封闭 形式 ) , 299-300, 331 
combinatorial interpretations of( 组 合 解释 ), 291-292, 302, 321, 549 
egf for ( 指数 生成 函数 ) , 570 
ordinary generating functions for ( 一 般 生 成 函数 ) , 297-300, 337-340, 
351 
second-order (二 阶 ) , 375 
table of (Æ) , 290,293 
Fibonomial coefficients ( 斐 波 那 契 系 数 ) , 318, 556 
Fine, Henry Burchard, 625 
Fine, Nathan Jacob, 603 
Finetti, Bruno de ( 布鲁诺 : 德 . SHAS) ，24, 613 
finite calculus (有限 微 积 分 ) ，47-56 
finite state language ( 有 限 状 态 语言 ) ，405 
Finkel, Raphael Ari, 628 
Fisher, Michael Ellis, 613, 636 
Fisher, Sir Ronald Aylmer, 613, 636 
fixed points ( 不 动 点 ) , 12, 393-394 
pgf for, 400-401, 428 
Flajolet, Philippe Patrick Michel, 564 
flipping coins (抛掷 硬币 ) , 401-410, 430-432, 437-438 
floor function ( 底 函 数 ) , 67-69 
converted to ceiling ( 转换 成 项 函数 ) 68,96 
graph of (KI) , 68 
Floyd, Robert W, 634, 635 
food (食物 ) , BL candy, cheese, eggs, pizza, sherry 
football (足球 ) , 182 
football victory problem ( 足球 胜利 问题 ) , 
generalized ( 推广) 429 
mean and variance ( 均值 和 方差 ) , 393-394, 400-401 
Forcadel, Pierre, 613, 634 
formal power series (形式 震级 数 , 206, 331, 348, 532 
FORTRAN, 446 
Fourier, Jean Baptiste Joseph ( (EMT) , 22, 613 
series ( 级 数 ) , 495 
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fractional parts (分数 部 分 ) , 70 
in Euler’s summation formula ( 欧 拉 求 和 公式 ) , 470 
in polynomials ( 多项式 ) , 100 
related to mod (与 mod 相关 ) , 83 
uniformly distributed ( 一 致 分 布 ) , 87 
fractions (47%) , 116-123 
basic ( 基本) , 134, 138 
continued ( 连 分 数 , 301, 304-309, 319, 564 
partial (部 分 ) ， 参 见 partial fraction expansions 
unit (单位 ) ，95, 150 
unreduced (未 化 简 ) , 134-135, 151 
Fraenkel, AviezriS, 515, 563, 613-614, 633 
Frame, James Sutherland, 614, 633 
Francesca, Piero della, 614, 635 
Franel, Jérome, 549, 614 
Fraser, Alexander Yule, 2, 604 
Frazer, William Donald, 614, 634 
Fredman, Michael Lawrence, 513, 614 
free variables ( 自由 变量 ) , 22 
Freiman, Grigorii Abelevich, 608 
friendly monster (友好 怪物 , 545 
frisbees (飞盘 ) , 434-435, 437 
Frye, Roger Edward, 131 
Fundamental Theorem of Algebra ( 代数 基本 定理 ) , 207 
Fundamental Theorem of Arithmetic ( 算术 基本 定理 , 106-107 
Fundamental Theorem of Calculus ( 微 积分 基本 定理 , 48 
Fuss, Nicolai Ivanovich ( 富 斯 , 361,614 
Fuss-Catalan numbers ( 富 斯 - 卡 塔 兰 数 ) , 361 
Fuss, Paul Heinrich yon ( = Fus, Pavel Nikolaeich), 611-612 
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Gale, Dorothy, 581 

games( 游戏 ), 参见 bowling, cards, cribbage, dice, Penney ante, sports 

Gamma function (T 函数 , 210-214, 609 
duplication formula for ( 加倍 公式 ) , 528 
Stirling's approximation for ( 斯 特 林 近似 ) , 482 

gaps between primes ( 素数 间 空 阶 ) , 150-151, 525 

Gardner, Martin, 614, 634, 636 

Garfunkel, Jack, 614, 636 

Gasper, George, Jr., 223, 614 

GautB (=Gauss), Johann Friderich Carl (=Carl Friedrich) (高 斯 )， 
6, 7, 123, 205, 207, 212, 501, 510, 529, 610, 615, 633, 634 
hypergeometric series ( 超 几 何 级 数 ) , 207 
identity for hypergeometrics 超 几 何 级 数 的 恒等式 ) , 222, 247, 539 
trick (技巧 ) ，6, 30, 112, 313 

gcd，103， 参 见 greatest common divisor 

generalization ( 推广) , 11, 13, 16 
downward (向 下 ) , 2, 95, 320-321 

generalized binomial coefficients ( 广义 二 项 式 系数 ) 211,318, 530 















































generalized binomial series ( 广义 二 项 级 数 ) , 200-204, 243, 252, 363 
generalized exponential series ( 广义 指数 级 数 ) , 200-202, 242, 364, 369 
generalized factorial function( 广义 阶乘 函数 ), 192, 210-211, 213-214, 316 
generalized harmonic numbers ( 广义 调和 数 ) 277, 283, 286, 370 
generalized Stirling numbers( 广义 斯 特 林 数 ),271-272, 311, 316, 319, 598 
generating functions( 生成 函数 ) , 196-204, 297-300, 320-380 
composition of (复合) , 428 
Dirichlet ( JUfl[ sz sr ) , 370-371, 373, 432, 451 
exponential ( 指数 ) , 364-369, 421-422 
for Bernoulli numbers ( 伯 努 利 数 ) , 285, 351, 365 
for convolutions ( #874) , 197, 333-334, 353-364, 369, 421 
for Eulerian numbers ( 欧 拉 数 ) , 351,353 
for Fibonacci numbers ( 斐 波 那 契 数 ) , 297-300, 337-340, 351, 570 
for harmonic numbers ( 调和 数 ) , 351-352 
for minima ( 最 小 值 , 377 
for probabilities ( 概率 ) , 394-401 
for simple sequences ( 简单 序列 ) ，335 
for special numbers ( 特殊 的 数 ) 351-353 
for spectra (if) , 307,319 
for Stirling numbers ( 斯 特 林 数 ) , 351-352, 559 
Newtonian ( 牛顿 ) ，378 
of generating functions ( 生成 函数 ) ，351, 353, 421 
super (超级 ) , 353,421 
table of manipulations ( 运算 表 ) , 334 
Genocchi, Angelo, 615 
numbers ( 数 ) , 551,574 
geometric progression ( 几何 级 数 , 32 
floored (含有 底 的 ) , 114 
generalized (广义 ) , 205-206 
sum of ( fll ) , 32-33, 54 
Gessel, Ira Martin, 270, 615, 634 
Gibbs, Josiah Willard, 630 
Ginsburg, Jekuthiel, 615 
Glaisher, James Whitbread Lee, 615, 636 
constant (=1.28243) (常数 ) 595 
God (上 帝 ) , 1,307, 521 
Goldbach, Christian ( 哥 德 巴赫 ) , 611-612 
theorem ( 定理 ) ，66 
golden ratio ( 黄金 分 割 比例 ) ，299， 参 见 phi 
golf ( 高尔夫 ) ，431 
Golomb, Solomon Wolf ( 所罗门， 哥 隆 , 460, 507, 615, 633 
digit-count sum ( 位 数 和 ) , 460-462, 490 (exercise 22), 494 
self-describing sequence ( 自 描述 序列 ) , 66, 495, 630 
Good, Irving John, 615, 634 
Goodfellow, Geoffrey Scott, 628 
Gopinath, Bhaskarpillai, 501, 621 
Gosper, Ralph William, Jr., 224, 564, 615, 634 
algorithm (算法 ) , 224-227 
algorithm, examples ( 算法 , 例子 ) , 227-229, 245, 247-248, 253-254, 534 
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Gosper-Zeilberger algorithm ( Gosper-Zeilberger 算法 ) , 229-241, 319 
examples ( 例子) , 254-255, 547 
summary ( 总 结 ) , 233 

goto, considered harmful ( 认为 有 害 的 走向 ) , 173 

graffiti ( 涂鸦 ) ，59, 637 

Graham, Ronald Lewis, 102, 506, 608-609, 611, 615-616, 629, 632, 633, 635 

Grandi, Luigi Guido, 58, 616 

Granville, Andrew James, 548 





graph theory ( 图 论 ) ， 参 见 spanning trees 
graphs of functions ( 函数 图 ) , 
Vx, 262-263 


e. 483 
Bernoulli polynomials (〈 伯 努 利多 项 式 ) , 473 
floor and ceiling ( 底 和 顶 ) , 68 
hyperbola ( 双 曲 线 ) , 440 
partial sums of a sequence ( 序列 的 部 分 和 ) , 345-346 
Graves, William Henson, 632 
gravity, center of ( 重心 ) , 273-274, 309 
Gray, Frank, code ( 格雷 码 ) , 497 
greatest common divisor ( 最 大 公 因 子 ) 92, 103-104, 107, 145 
greatest integer function ( 最 大 整数 函数 , ÆJ floor function 
greatest lower bound (最 大 下 界 ) 65 
greed ( 贪心 ) , 74, 387-388; 参见 rewards 
greedy algorithm ( 贪 焚 算 法 ) , 101,295 
Green, Research Sink，607 
Greene, Daniel Hill, 616 
Greitzer, Samuel Louis, 616, 633 
Gross, Oliver Alfred, 616, 635 
Griinbaum, Branko, 498, 616 
Grundy, Patrick Michael, 627, 633 
Guibas, Leonidas Ioannis (=Leo John) , 590, 616, 632, 636 
Guy, Richard Kenneth, 523, 525, 616 
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H,, &ll, harmonic numbers 

Hacker's Dictionary ( 黑客 字典 ) 124, 628 

Haiman, Mark, 632 

Háland Knutson, Inger Johanne, 616, 633 

half-open interval ( 半 开 区 间 ) , 73-74 

Hall, Marshall, Jr., 616 

Halmos, Paul Richard, 616-617 

Halphen, Georges Henri ( 阿尔 方 ) 305,617 

halving ( 二 等 分 ) , 79, 186-187 

Hamburger, Hans Ludwig, 591, 617 

Hammersley, John Michael, 617, 636 

Hanoi, Tower of ( 河内 塔 , 1-4, 26-27, 109, 146 
variations on ( 变 体 ) , 17-20 

Hansen, Eldon Robert, 42, 617 
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Hardy, Godfrey Harold (哈代 ) , 111, 442-443, 617, 633, 636 
harmonic numbers ( 调和 数 ) , 29, 272-282 
analogous to logarithms ( 对 数 的 模拟 ) 53 
asymptotics of ( 渐 近 式 ) , 276-278, 452, 480-481, 491 
complex ( 复数 ) , 311,316 
divisibility of ( 整除 ) , 311,314, 319 
generalized (广义 ) , 277, 283, 286, 370 
generating function for ( 生成 函数 ) , 351-352 
second-order (二 阶 ) , 277, 280, 311, 550-552 
sums of (和 ) , 41, 313, 316, 354-355 
sums using summation by parts ( 用 分 部 求 和 ) , 56, 279-282, 312 
table of (4) , 273 
harmonic series, divergence of ( 调和 级 数 ， 发 散 ) , 62, 275-276 
Harry, Matthew Arnold, double sum ( 二 重 和 式 ) , 249 
hashing ( 散 列 法 ) , 411-426, 430 
hat-check problem ( 帽子 检查 问题 ) ， 参 见 football victory problem 
hcf，103， 参 见 greatest common divisor 
Heath-Brown, David Rodney, 629 
Heiberg, Johan Ludvig, 611 
Heisenberg, Werner Karl ( 海 森 保 ) , 481 
Helmbold, David Paul, 632 
Henrici, Peter Karl Eugen, 332, 545, 602, 617, 634, 636 
Hermite, Charles, 538, 555, 617, 629, 634 
Herstein, Israel Nathan, 8,618 
hexagon property ( 六 边 形 性 质 ) 155-156, 242, 251 
highest common factor ( 最 高 公 因子 ) , 参见 greatest common divisor 
Hillman, Abraham P, 618, 634 
Hoare, Sir Charles Antony Richard ( 4E/K ) , 
Hofstadter, Douglas Richard, 633 
Hoggatt, Verner Emil, Jr., 618, 623, 634 
Holden, Edward Singleton, 625 
Holmboe, Berndt Michael, 604 
Holmes, Thomas Sherlock Scott, 162, 228-229 
holomorphic functions ( 全 纯 函 数 ) , 196 
homogeneous linear equations 〈 齐 次 线性 方程 ) , 239, 543 
horses (55) , 17, 18, 468, 503 
Hsu, Lee-Tsch ( = Lietz = Leetch ) Ching-Siur, 618, 634 
Hurwitz, Adolf, 635 
hyperbola ( 双 曲 线 ) , 440 
hyperbolic functions ( 双 曲 函数 ) , 285-286 
hyperfactorial ( 超 阶 乘 ) , 243, 491 
hypergeometric series ( 超 几 何 级 数 ) ，204-223 
confluent ( 合流 ) , 206, 245 
contiguous ( 连续 ) , 529 
degenerate ( 退化 ) , 209-210, 216, 222, 247 
differential equation for ( 微分 方程 ) , 219-221 
Gaussian (高 斯 , 207 
partial sums of ( 部 分 和 ) , 165-166, 223-230, 224, 245 
transformations of ( 变换 ) ，216-223, 247, 253 





28, 73, 618, 620 














hypergeometric terms ( 超 几 何 项 ) , 224, 243, 245, 527, 575 
similar ( 相似 ) , 541 


i, 22 
implicit recurrences ( 隐 性 递归 式 ) , 136-139, 193-195, 284 
indefinite summation ( 不定 和 式 ) 48-49 
by parts ( 部分) , 54-56 
of binomial coefficients ( 二 项 式 系数 ) , 161, 223-224, 246, 248, 313 
of hypergeometric terms ( 超 几何 项 ) , 224-229 
independent random variables ( 独立 随机 变量 ) , 384,427 
pairwise (成 对 ) , 437 
products of (#2) , 386 
sums of ( 和) , 386, 396-398 
index set ( 指标 集 ) , 22,30, 61 
index variable ( 指标 变量 ) , 22, 34, 60 
induction ( 归纳 法 ) 3, 7, 10-11, 43 
backwards (J[5] ) , 18 
basis of ( 基础 ) , 3, 320-321 
failure of ( 失效 ) 17,575 
important lesson about ( 重要 的 一 课 ) ，508, 549 
inductive leap ( 归纳 的 跳跃 , 4,43 
infinite sums ( 无限 和 式 ) , 56-62, 64 
doubly (二 重 ) , 59, 98, 482-483 
information retrieval ( 信息 检索 ) , 411-413 
INT function (INT ŽK) , 67 
insurance agents ( 保险 代理 人 ) , 391 
integer part ( 整数 部 分 ) , 70 
integration ( 积分 ) 45-46, 48 
by parts (分 部 ) , 54,472 
of generating functions ( 生成 函数 ) , 333, 365 
interchanging the order of summation ( 交换 求 和 次 序 ) ，34-41, 105, 
136, 183, 185, 546 
interpolation (插值) , 191-192 
intervals ([X|H] ) , 73-74 
invariant relation ( 不 变 关系 ) , 117 
inverse modulo m (i m fYWi7c ) , 125, 132, 147 
inversion formulas ( 反 演 公式 ) 193 
for binomial coefficients ( 二 项 式 系数 ) 192-196 
for Stirling numbers ( 斯 特 林 数 ) ，264, 310 
for sums over divisors ( 对 因子 求 和 ) , 136-139 
irrational numbers ( 无 理 数 ) , 238 
continued fraction representations ( 连 分 数 表示 ) , 306 
rational approximations to (有理 近 似 ) ，122-123 
spectra of ( 谱 ) , 77, 96, 514 
Stern-Brocot representations ( Stern-Brocot 表示 ) ，122-123 
Iverson, Kenneth Eugene ( JEN - WIER ) ，24, 67, 618, 633 
convention ( 约定 ) , 24-25, 31, 34, 68, 75 
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Jacobi, Carl Gustav Jacob (HEFT HE ) , 64, 618 
polynomials (多项式 ) , 543, 605 

Janson, Carl Svante, 618 

Jarden, Dov, 556, 618 

Jeopardy, 361 

joint distribution ( 联合 分 布 ) , 384 

Jonassen, Arne Tormod，618 

Jones, Bush, 618 

Josephus, Flavius ( 夫 拉 维 ' 约瑟夫 ) 8, 12, 19-20, 618 
numbers (Zt ) , 81,97, 100 
problem ( 问题 ) 8-17, 79-81, 95, 100, 144 
recurrence, generalized ( 递归 式 ， 推 广 ) 13-16, 79-81, 498 
subset ( FÆ) , 20 

Jouaillec, Louis Maurice, 632 

Jungen, Reinwald, 618, 635 
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K, ÆJ continuants 

Kaplansky, Irving, 8, 568, 618 

Karamata, Jovan, 257, 618 

Karlin, Anna Rochelle, 632 

Kaucky, Josef, 619, 635 

Kauers, Manuel, 564 

Keiper, Jerry Bruce, 619 

Kellogg, Oliver Dimon, 609 

Kent, Clark (= Kal-El) , 372 

Kepler, Johannes ( 约翰 内 斯 * 开 普 勒 ) , 292, 619 
kernel functions ( 核 函 数 ) ，370 

kilometers (TK) , 301, 310, 550 

Kipling, Joseph Rudyard, 260 

Kissinger, Henry Alfred ( 基 辛 格 ) , 379 
Klamkin, Murray Seymour, 619, 633, 635 
Klarner, David Anthony, 632 

knockout tournament ( 淘汰 锦标 赛 ) , 432-433 
Knoebel, Robert Arthur, 619 

Knopp, Konrad, 619, 636 




















Knuth, Donald Ervin( 高 德 纳 ) , 102, 267, 411, 506, 553, 616, 618-620, 


632, 633, 636, 657 
numbers (ZX ) , 78,97,100 


Knuth, John Martin, 636 

Kramp, Christian ( 基 斯 顿 ' R=) , 111, 620 

Kronecker, Leopold ( 克 内 罗 克 ) , 521 
delta notation (6 记号 ) 24 

Kruk, John Martin, 519 

Kummer, Ernst Eduard ( 恩 斯 特 . 库 默 尔 ) 206, 529, 621, 634 
formula for hypergeometrics ( 超 几 何 的 公式 ) , 213, 217, 535 

Kurshan, Robert Paul, 501, 621 
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L 


Ln, &W Lucas numbers 
Lagny, Thomas Fantet de ( 列 格 尼 ) , 304, 621 


Lagrange (= de la Grange), Joseph Louis, comte ( 拉 格 朗 日 , 470, 621, 635 


identity ( 恒等式 , 64 
Lah,Ivo, 621,634 














Lambert, Johann Heinrich ( 约翰 ' 海 因 里 希 ' (ARE) , 201, 363, 613, 621 
Landau, Edmund Georg Hermann ( 爱 德 蒙 . 兰 道 ) , 443, 448, 622, 634, 636 

















Laplace, Pierre Simon, marquis de ( 拉 普 拉 斯 , 466, 606, 622 
last but not least ( 最 后 但 不 是 最 小 ) , 132, 469 
Law of Large Numbers ( 大 数 定律 , 391 
lcm，103， 参 见 least common multiple 
leading coefficient ( 首 项 系数 ) ，235 
least common multiple ( 最 小 公 倍 数 ) ，103, 107, 145 
of {1,2}, 251,319, 500 
least integer function ( 最 小 整数 函数 ) , Bl ceiling function 
least upper bound ( 最 小 上 界 , 57,61 
LeChiffre, Mark Well, 148 
left-to-right maxima ( 从 左 向 右 最 大 数 ) ，316 
Legendre, Adrien Marie, 622, 633 
polynomials ( 多 项 式 ) , 543, 573, 575 
Lehmer, Derrick Henry, 526, 622, 633, 635 











Leibniz, Gottfried Wilhelm, Freiherr von ( 3&fgJE 7x ) , 168, 616, 622 





Lekkerkerker, Cornelis Gerrit, 622 

Lengyel, Tamas Lóránt, 622, 635 

levels of problems ( 问题 的 水 平 ) , 72-73,95,511 
Levine, Eugene, 611,635 

lexicographic order( 字典 顺序 ) , 441 

lg: binary logarithm ( 以 2 为 底 的 对 数 ) , 70 























L' Hospital, Guillaume Francois Antoine de, marquis de Sainte Mesme, 


rule(〈 洛 必 达 法 则 ) , 340, 396, 542 
Li Shanlin Rénshü (= Qiürén) ( 李 善 兰 ) 269, 622 
Liang, Franklin Mark, 632 
Lieb, Elliott Hershel, 622, 636 
lies, and statistics ( 介 于 ， 统 计 ) , 195 
Lincoln, Abraham ( 林肯) , 401 
linear difference operators ( 线性 差分 算 子 ) , 240 
lines in the plane〈 平 面 上 的 直线 ) 4-8, 17, 19 
Liouville, Joseph ( 刘 维 尔 , 136-137, 622 
little oh notation (小 o 记 号 ) 448 
considered harmful ( 有 害 ) , 448-449 
Littlewood, John Edensor，239 
In: natural logarithm ( 自然 对 数 ) ，276 
discrete analog of ( 离散 模拟 ) ，53-54 
sum of ( 和) , 481-482 
log: common logarithm ( 常用 对 数 ) , 449 
Logan, Benjamin Franklin (7 Tex), Jr., 287, 623, 634-635 
logarithmico-exponential functions ( 对 数 -指数 函数 ) ，442-443 






























































554 * 5| 













































































logarithms ( 对 数 ) , 449 numbers ( 数 ) , 109-110, 151, 292 
binary (二 进 制 的 ) ，70 primes ( 素数 ) 109-110, 127, 522-523 
discrete analog of ( 离散 模拟 ) , 53-54 Mertens, Franz Carl Joseph ( 麦 尔 滕 ) , 23,139,624 
in O-notation (O 记号 ) , 449 miles ( 英里 ) 301,310, 550 
natural ( 自然 ) , 276 Mills, Stella, 624 
Long, Calvin Thomas, 623, 634 Mills, William Harold, 624, 634 
lottery (#232) , 387-388, 436-437 minimum (最 小 值 ) 65, 249, 377 
Lod Shitio 623 Minkowski, Hermann ( 赫 尔 曼 . 闵可夫 斯 其 ) , 122 
lower index of binomial coefficient ( 二 项 式 系数 的 下 指标 ) ，154 Mirsky, Leon, 635 
complex valued ( 复数 值 ) 211 mixture of probability distributions ( 概率 分 布 的 混合 ) , 428 
lower parameters of hypergeometric series ( 超 几 何 级 数 的 下 参数 , 205 mnemonics ( 助 记 法 ) , 74, 164 
Loyd, Samuel, 560, 623 Möbius, August Ferdinand ( 奥 古 斯 特 ' 默 比 乌 斯 ) 136, 138, 624 
Lucas, Francois Edouard Anatole ( 爱德华 + 卢 卡 斯 , 1, 292, 623, 633-635 function ( 函数 ) 136-139, 145, 149, 370-371, 462-463 
numbers ( X ) , 312,316, 556 mod: binary operation ( 模 : 二 元 运算 ) , 81-85 
Luczak, Tomasz Jan, 618 mod: congruence relation ( 模 : 同 余 关系 ) , 123-126 
Lyness, Robert Cranston, 501, 623 mod 0, 82-83, 515 
mode ( 众 数 ) 384,385, 437 
M modular arithmetic ( 模 算术 ) , 123-129 
Maclaurin (= Mac Laurin), Colin ( PHIR * 麦克 劳 林 ) , 469, 623 modulus ( 模 ) , 82 
MacMahon, Maj. Percy Alexander ( 麦克 马 洪 ) ，140, 623 Moessner, Alfred, 624, 636 
magic tricks ( 魔术 机 关 ) , 293 Moivre, Abraham de, 297, 481, 609 


moments ( XE ) , 398-399 
Montgomery, Hugh Lowell, 463, 624 
Montgomery, Peter Lawrence, 624, 634 


Mallows, Colin Lingwood, 506 
Markov, Andrei Andreevich (the elder), processes ( 马尔 可 夫 过 程 ) , 
405 





























Martian DNA (KÆ DNA) , 377 Moriarty, James ( REWA? ) , 162 
Martzloff, Jean-Claude, 623 Morse, Samuel Finley Breese, code (摩尔 斯 码 ) , 302-303, 324, 551 
mathematical induction ( 数学 归纳 法 ) , 3, 7, 10-11, 43 Moser, Leo, 624, 633 

backwards ( fljfE) , 18 Motzkin, Theodor Samuel, 556, 564, 618, 624 

basis of ( 基础 ) ，3. 320-321 mountain ranges (山脉 ) , 359, 565 

failure of ( 失效 ) ，17, 575 mu function (u 函数 ) ， 参 见 Möbius function 


multinomial coefficients ( 多 项 式 系 数 ) , 168, 171-172, 569 





important lesson about ( 重要 一 课 ) , 508, 549 


Mathews, Edwin Lee (=41) ，8, 21, 94, 105, 106, 343 recurrence for ( 递归 式 ) , 252 
multinomial theorem ( 多 项 式 定理 ) , 149, 168 


multiple of a number ( 数 的 倍数 ) ，102 

multiple sums ( 多 重 和 式 ) , 34-41,61; 参见 double sums 
multiple-precision numbers ( 多 精度 数 ) , 127 
multiplicative functions ( 积 性 函数 ) , 134-136, 144, 371 
multisets ( 多 重 集合 ) 77,270 

mumble function ( mumble 函数 ) , 83, 84, 88, 507, 513 
Murphy’s Law( 墨 菲 定律 , 74 

Myers, Basil Roland, 624, 635 


Mati ia sevich ( = Matijasevich), Turi ( = Yuri) Vladimirovich 
( 尤 里 . 马 带 亚 舍 维 奇 ) , 294, 623, 635 

Mauldin, Richard Daniel, 611 

Maxfield, Margaret Waugh, 630, 635 

Mayr, Ernst, 632, 633 

McEliece, Robert James, 71 

McGrath, James Patrick, 632 

McKellar, Archie Charles, 614, 634 

Mean ( average ) of a probability distribution ( 概率 分 布 的 均值 ) , 









































384-399 N 
median ( 中 位 数 ) , 384, 385, 437 
mediant ( 中 位 分 数 ) 116 name and conquer ( 命名 并 求解 ) 2, 32, 88, 139 
Melzak, Zdzislaw Alexander, 623 natural logarithm ( 自然 对 数 ) ，53-54, 276, 481-482 
Mendelsohn, Nathan Saul, 623, 634 navel research ( 肚脐 研究 ) ，299 
Merchant, Arif Abdulhussein, 632 nearest integer ( 最近 整数 , 95 
merging ( 合并) , 79,175 rounding to (A ) , 195, 300, 344, 491 


Mersenne, Marin ( SAK - 梅森 ) , 109-110, 131, 613, 624 unbiased ( Efi ) , 507 





necessary and sufficient conditions ( 必要 充分 条 件 ) , 72 

necklaces (项链 ) , 139-141, 259 

negating the upper index ( 反 转 上 指标 ) ，164-165 

negative binomial distribution ( 负 二 项 分 布 ) , 402-403, 428 

negative factorial powers ( 负 指 数 阶乘 宕 ) ，52, 63, 188 

Newman, James Roy，631 

Newman, Morris, 635 

Newton, Sir Isaac (B50 + 牛顿 ) , 189,277, 624 
series ( 级 数 ) , 189-192 

Newtonian generating function ( 牛顿 生成 函数 ) 378 

Niven, Ivan Morton, 332, 624, 633 

nonprime numbers ( 非 素数 ) , 105,518 

nontransitive paradox ( 非 传递 悖 论 ) , 410 

normal distribution ( 正 态 分 布 ) , 438 

notation ( 记号 ) , 2,637 





extension of ( 拓 
ghastly ( 恐怖 ) 
need for new (前 


Hé) , 49, 52, 154, 210-211, 266, 271, 311, 319 
, 67,175 





有 的 需要 ) , 83,115,267 


nu function: sum of digits ( v PAA: 各 位 数字 之 和 ) ， 


binary (radix 2) 











(二 进 制 , 12, 114, 250, 525, 557 














other radices ( 其 


也 基数 ) , 146, 525,552 


null case, for spanning trees ( 生成 树 的 零 状态 ) , 349, 565 
for Stirling numbers ( 斯 特 林 数 , 258 
for tilings ( 铺设) , 320-321 
for Tower of Hanoi (河内 塔 ) 2 
number system ( 数 系 ) , 107, 119 
binomial ( 二 项 ) , 245 
Fibonacci ( 斐 波 那 契 ) , 296-297, 301, 307, 310, 318 
prime-exponent ( 素数 指数 ) ，107, 116 
radix ( 基数 ) ， 参 见 radix notation 
residue ( 剩余 ) , 126-129, 144 
Stern-Brocot， 参 见 Stern-Brocot number system 
number theory ( 数论 ) ，102-152 


O 


o, considered harmful ( 认为 有 害 的 ) , 448-449 
O-notation (O 记号 ) , 76, 443-449 

abuse of (滥用) , 447-448, 489 

one-way equalities with ( 单 向 等 式 , 446-447, 489-490 
obvious, clarified (Sk, BiH) , 417, 526 
odds (奇怪 , 410 
Odlyzko, Andrew Michael, 81, 564, 590, 616, 624, 636 
one-way equalities ( 单 向 等 式 ) , 446-447, 489-490 
open interval ( 开 区 间 ) , 73-74, 96 
operators ($F ) , 47 

anti-derivative (J ) ( 逆 微 分 ) , 48 

anti-difference (X) (逆差 分 ) , 48 

derivative (D) ( 微分 ) , 47,310 
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difference (A) (224+) , 47 
equations of ( 等 式 ) 188, 191, 241, 310, 471 
shift (E, K, N) CZ) , 55,240 
theta (9) , 219,310 
optical illusions ( 光 幻 觉 ) ，292, 293, 560 
organ-pipe order ( 管风琴 次 序 ) 524 


P 


Pacioli, Luca, 614 
paradoxes ( 悖 论 ) , 
chessboard ( 棋盘 ) ，293, 317 
coin flipping ( 硬币 抛掷 ) , 408-410 
pair of boxes ( 成 对 的 框 ) , 531, 535, 539 
paradoxical sums ( HESHIN) , 57 
F 行 求 和 法 ) ，159, 174, 208-210 




















"E 





parallel summation 

parentheses ( 括号 ) 357-359 

partial fraction expansions ( 部 分 分 式 展 开 ) , 298-299, 338-341 
for easy summation and differentiation ( 容易 的 求 和 与 微分 ) , 


64, 376, 476, 504, 586 
not always easiest ( 并 不 总 是 最 容易 ) , 374 


xtn 
of vs } 189 
n 


of 1/(z"-1), 558 
powers of ( 3 ) , 246, 376 
partial quotients ( 部 分 商 ) , 306 
and discrepancies (W2 ) , 319, 598-599, 602 
large (CK) , 553, 563, 564, 602 
partial sums ( 部 分 和 ) ， 参 见 indefinite summation 
required to be positive ( 要 求 为 正 ) , 359-362 
partition into nearly equal parts ( 划分 成 接近 相等 的 部 分 ) , 83-85 
partitions, of the integers ( 划分 ， 整 数 ) , 77-78, 96, 99, 101 
of a number ( 4) , 330,377 
ofaset ( 集合 ) 258-259,373 
Pascal, Blaise ( 布 莱 士 帕斯卡 ) ，155, 156, 624-625, 633 
Pascal’s triangle ( 帕斯卡 三 角形 ) ，155 
extended upward ( 向 上 扩张 , 164 
hexagon property ( 六 边 形 性 质 ) , 155-156, 242, 251 
row lems ( 行 最 小 公 倍 数 ) ，251 
row products ( 行 的 积 ) , 243 
row sums ( 行 的 和 ) , 163, 165-166 
variant of ( ZEfK ) , 250 
Patashnik, Oren〔 帕 塔 许 尼 克 ) , 102, 506, 616, 632 
Patil, Ganapati Parashuram, 625, 636 
Paule, Peter, 537, 546 
Peirce, Charles Santiago Sanders ( 皮尔 斯 , 151, 525, 625, 634 
Penney, Walter Francis, 408, 625 
Penney ante ( Penney 赌注 游戏 , 408-410, 430, 437, 438 
pentagon ( 五 边 形 ) , 314 (exercise 46), 430, 434 
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pentagonal numbers ( 五 边 形 数 ) , 380 
Percus, Jerome Kenneth, 625, 636 
perfect powers ( wE ) , 66 
periodic recurrences ( 周期 性 递归 式 ) , 20, 179, 498 
permutations (排列 ) , 111-112 

ascents in ( 升 高 , 267-268, 270 

cycles in ( 轮换 ) , 259-262 

excedances in ( 超过 数 ) , 316 

fixed points in ( 不 动 点 ) , 193-196, 393-394, 400-401, 418 

left-to-right maxima in ( Masa 右 最 大 数 , 316 

random ( 随机 ) ，393-394, 400-401, 428 

up-down (上 -下 ) , 377 

without fixed points ( 没有 不 动 点 ) 
personal computer (个 人 计算 机 ) , 10 
perspiration ( 艰苦 的 劳动 ) , 234-235 
perturbation method ( 扰动 法 ) , 32-33, 43-44, 64, 179, 284-285 
Petkovšek, Marko, 229, 575, 625, 634 
Pfaff,Johann Friedrich ( 普法 夫 ) , 207, 214, 217, 529, 625, 634 

reflection law (反射 定律 ) , 217, 247, 539 
pgf: probability generating function ( 概率 生成 函数 ) 
phages (MHA) , 434, 438 
phi (~1.61803) (黄金 分 割 比例 ) , 299-301 

as canonical constant (标准 常数 ), 70 

continued fraction for ( 连 分 数 ) , 310 

in fifth roots of unity (5 次 单位 根 ) , 553 

in solutions to recurrences ( 递归 式 的 解 ) ，97, 99, 285-286 

Stern-Brocot representation of ( Stern-Brocot 表示 ) , 550 
phi function ( o KÆ) , 133-135 

def for ( 狄 利克 雷 生 成 函数 ) ， 

divisibility by ( 整除 ) , 151 
Phi function: sum of  ( 2 DEC, o 的 和 ) , 138-139, 462-463 
Phidias ( 菲 狄 亚 斯 , 





， 参 见 derangements 















































philosophy ( 哲学 ) , 11, " 46, 71, 72, 75, 91, 170, 181, 194, 331, 467, 


503, 508, 603 
phyllotaxis ( 叶 序 学 ) 291 
pi (=3.14159), 26, 286 
as canonical constant ( 标准 常数 ) ，70, 416, 423 
large partial quotients of ( 很 大 的 部 分 商 ) , 564 
Stern-Brocot representation of ( Stern-Brocot 表示 ) ，146 
pi function (pi 函数 ) 110-111, 452, 593 
preposterous expressions for ( 思春 的 表达 式 ) , 516 
pigeonhole principle ( 铝 舍 原理 ) , 130 
Pincherle, Salvatore，617 
Pisano, Leonardo filio Bonacci，613 ， 参 见 Fibonacci 
Pittel, Boris Gershon, 576, 618 
pizza (比萨 , 4, 423 
planes, cutting (平面 , Y) , 19 
Plouffe, Simon, 628 
pneumathics ( 充气 轮胎 ) , 











Pochhammer, Leo, 48, 625 
symbol (符号 ) , 48 
pocket calculators ( 袖珍 计算 絮 ) , 67, 77,459 
failure of ( 失效 ) , 344 
Poincaré, Jules Henri, 625, 636 
Poisson, Siméon Denis ( PURE - Jg - YAMS) , 471,625 
distribution ( 分布 ) , 428-429, 579 
summation formula ( 求 和 公式 ) , 
Pollak, Henry Otto, 616, 633 

















Pólya, George (= György) (乔治 W AINE ) , 16, 327, 508, 625-626, 


633, 635, 636 
polygons, dissection of ( 多 边 — A 

triangulation of ( 三 角 剖 分 ) ， 

Venn diagrams with ( 维 恩 图 b 
polynomial argument (多项式 E >» 158,163 

for rational functions (5 PRI) , 527 

opposite of ( 相反 ) , 210 
polynomially recursive sequence ( 多 项 式 形 式 递归 序列 , 
polynomials (多项式) , 189 

Bernoulli ( E54] ) , 367-368, 470-475 

continuant ( 连 项 式 ) , 301-309 

convolution ( 卷 积 , 373 

cyclotomic ( 分 圆 ) , 149 

degree of (次 ) , 158, 226 

divisibility of ( 整除 , 225 

Euler (civ) , 574 

Jacobi (HEFT EE ) , 543,605 

Legendre ( 勒 让 德 ) , 543, 573, 575 

Newton series for ( 牛顿 级 数 ) , 189-191 

reflected (反射 ) , 33 

Stirling ( 斯 特 林 ) , 271-272, 290, 311, 317, 352 
Poonen, Bjorn, 501, 633 
Poorten, Alfred Jacobus van der, 630 
Porter, Thomas K, 632 


Portland cement, J. concrete (in another book) 



































power series ( RF% ) , 196, Bl generating functions 
formal ( 形式 , 206, 331, 348, 532 
Pr, 381-382 
Pratt, Vaughan Ronald, 632 
preferential arrangements, 378 ( exercise 44 ) 
primality testing ( 素性 检测 ) , 110, 148 
impractical method (无 实际 作用 的 方法 ) , 133 
prime algebraic integers( 素 代数 整数 ) , 106, 147 
prime numbers (素数 ) 105-111 
gaps between ( [HI it) , 150-151, 525 
largest known (已 知 最 大 ) , 109-110 
Mersenne ( 梅森) , 109-110, 127, 522 
size of nth (第 个 的 大 小 ) ，110-111, 456-457 
sum of reciprocals ( 倒数 的 和 ) , 22-25 




















prime to ( 与 …… AA), 115 
prime-exponent representation ( 素数 指数 表示 ) , 107, 116 
Princeton University ( 普林斯顿 大 学 ) , 427 
probabilistic analysis of an algorithm ( 算法 的 概率 分 析 ) ，413-426 
probability (概率 ) , 195, 381-438 
conditional ( 条件) 416-419, 424-425 
discrete ( 离散 ) , 381-438 
generating functions ( 生成 函数 ) ，394-401 
spaces( 空间 ) , 381 
probability distributions ( 概率 分 布 ) ，367 
binomial ( 二 项 ) , 401-402, 415, 428, 432 
composition or mixture of ( 复合 或 混合 ) , 428 
joint ( 联合) , 384 
negative binomial ( 负 二 项 ) , 402-403, 428 
normal (IEX ) , 438 
Poisson ( 泊 松 ) , 428-429, 579 
uniform (均匀 ) , 395-396, 420-421 
problems, levels of ( 问题 的 水 平 ) ，72-73, 95, 511 
Prodinger, Helmut, 564 
product notation ( 乘积 记号 ) , 64, 106 
product of consecutive odd numbers ( 连续 奇数 的 乘积 ) ，186, 270 
progression 级 数 ), 参 见 arithmetic progression, geometric progression 
proof (证 明 ) , 4,7 
proper terms ( 正常 项 ) , 239-241, 255-256 
properties ( 性 质 ) , 23, 34, 72-73 
prove or disprove( 证 明 或 推翻 , 71-72 
psi function ( y PA) ，551 
pulling out the large part ( 抽出 最 大 的 部 分 ) , 453, 458 
puns ( 双关 语 ) , 220 
Pythagoras of Samos, theorem ( 勾 股 定理 ) , 510 


Q 


quadratic domain (二 次 域 ) 147 
quicksort ( 快速 排序 ) , 28-29, 54 
quotient ( 商 ) , 81 


R 


rabbits (F) , 310 

radix notation ( 基数 记 数 法 ) 11-13, 15-16, 109, 195, 526 
length of ( 长度) , 70, 460 
related to prime factors (素数 因子 ) , 113-114, 146-148, 245 

Rado, Richard, 625, 635 

Rahman, Mizanur, 223, 614 

Rainville, Earl David, 529, 626 

Ramanujan Iyengar, Srinivasa ( {754342 ) , 330 

Ramaré, Olivier, 548 

Ramshaw, Lyle Harold, 73, 632, 634, 636 

random constant ( 随机 常数 ) , 399 
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random variables ( 随机 变量 ) ， 
variables 
Raney, George Neal, 359, 362, 626, 635 
lemma ( 5| ) , 359-360 
lemma, generalized ( 引 理 ， 推 广 , 362,372 
sequences ( 序列 ) , 360-361 
Rao, Dekkata Rameswar, 626, 633 
rational functions ( 7 HE PKL) , 207-208, 224-226, 338, 527 
rational generating functions ( 有 理 生 成 函数 ) , 338-346 
expansion theorems for ( 展开 定理 ) , 340-341 
Rayleigh, John William Strutt, 3rd Baron ( 瑞 利 ) , 77, 626 
Read, Ronald Cedric, 625 
real part ( 实 部 ) , 64, 212, 451 
reciprocity law ( 互 反 律 ) , 94 
Recorde, Robert ( 雷 科 德 ) ，446, 626 
recurrences ( 递归 式 ) 1-20 
and sums (和 ) , 25-29 
doubly exponential ( 双向 指数 ) , 97, 100, 101, 109 
floor/ceiling (J/M ) , 78-81 
implicit (KRAVE) , 136-138, 193-194, 284 
periodic (周期 , 20, 179, 498 
solving (fff) , 337-350 
unfolding ( 展开 ) , 6, 100, 159-160, 312 
unfolding asymptotically ( 渐 近 展开 ) , 456 
referee ( WFAA ) ，175 
reference books ( 参考 文献 , 42,223, 616, 619 
reflected light rays ( 反射 光线 ) , 291-292 
reflected polynomials ( 反射 多 项 式 ) ，339 
reflection law for hypergeometrics ( 超 几何 的 反射 定律 ) 217,247, 539 
regions ( 区 域 ) ，4-8, 17, 19 
Reich, Simeon, 626, 636 
Reingold, Edward Martin, 70 
relative error ( 相对 误差 ) 452, 455 
relatively prime integers ( 互 素 整数 ) , 108, 115-123 
remainder after division ( 除法 的 余数 , 81-82 
remainder in Euler’s summation formula ( 欧 拉 求 和 公式 的 余 项 ) ， 
471, 474-475, 479-480 
Rémy, Jean-Luc, 603 
repertoire method ( 成 套 方法 ) , 14-15, 19, 250 
for Fibonacci-like recurrences ( 类 似 斐 波 那 契 递归 式 ) , 312, 314, 372 
for sums ( 和 ) , 26, 44-45, 63 
replicative function ( 多 次 复 现 函数 ) , 100 
repunit primes ( 循环 素数 ) ，516 
residue calculus ( 留 数 计 算 ) , 495 
residue number system ( 剩余 系 ) ，126-129, 144 
retrieving information ( 检索 信息 ) ，411-413 
rewards, monetary ( 奖金 , 256, 497, 525, 575 
Rham, Georges de, 626, 635 
Ribenboim, Paulo, 555, 626, 634 


383-386; 参见 independent random 
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Rice, Stephan Oswald, 626 
Riemann, Georg Friedrich Bernhard ( 24 ) , 205, 626, 633 
hypothesis ( 猜想 ) , 526 
Riemann's zeta function ( 44 ¢ PK% ) , 65,595 
as generalized harmonic number ( 广义 调和 数 ) , 277-278, 286 
as infinite product ( 无 限 乘积 ) , 371 
as power series ( EZ, ) , 601 
dgf's involving( 狄 利克 雷 生成 函数 ) , 370-371, 373, 463, 566, 569 
evaluated at integers ( 在 整数 点 计 值 , 238,286, 571, 595, 597 
rising factorial powers ( 上 升 阶乘 寡 ) , 48 
binomial theorem for ( 二 项 式 定 理 ) ，245 
complex ( 复数 ) 211 
negative ( 负数 ) , 63 
related to falling powers ( FER ) , 63,312 
related to ordinary powers (iH itla ) , 263, 598 
Roberts, Samuel, 626, 633 
rocky road (复杂 型 , 36,37 
Rødseth, Øystein Johan, 627, 634 
Rolletschek, Heinrich Franz, 514 
roots of unity (单位 根 ) 149, 204, 375, 574, 598 
fifth (5 次 ) , 553 
modulo m ( 5 m) , 128-129 
Roscoe, Andrew William, 620 
Rosser, John Barkley, 111, 627 
Rota, Gian-Carlo, 516, 627 
roulette wheel ( 轮 盘 赌 轮 ) , 74-76, 453 
rounding to nearest integer( 舍 人 到 最 近 整 数 ) , 95, 195, 300, 344, 491 
unbiased ( 无 偏 ) , 507 
Roy, Ranjan, 627, 634 
rubber band (橡皮 筋 , 274-275, 278, 312, 493 
ruler function ( 直 尺 函数 ) , 113, 146, 148 
running time ( 运行 时 间 ) , 413, 425-426 
O-notation for, abused (O 记号 ， 滥 用 ) , 447-448 
Ruzsa, Imre Zoltán, 611 


S 


Saalschütz, Louis, 214, 627, 634 

identity ( 恒等式 ) 214-215, 234-235, 529, 531 
Saltykov, Al’bert Ivanovich, 463, 627 
sample mean and variance ( 样本 均值 和 方差 ) , 391-393, 427 
sample third cumulant ( 样本 第 三 个 累积 量 , 429 
samplesort ( 样本 分 类 ) , 354 
sandwiching (夹层 ， 在 …… 之 间 ) 157,165 
SárkSóy, Andras, 548, 627 
Sawyer, Walter Warwick ( RHB ) , 207, 627 
Schaffer, Alejandro Alberto, 632 
Schinzel, Andrzej, 525 
Schlómilch, Oscar Xaver, 627 
Schmidt, Asmus Lorenzen, 634 

















Schoenfeld, Lowell, 111, 627 
Schónheim, Johanen, 608 
Schróder, Ernst, 627,635 
Schrödinger, Erwin ( #27272) , 430 
Schróter, Heinrich Eduard, 627, 635 
Schützenberger, Marcel Paul, 636 
science and art (〈 科学 与 艺术 ) , 234 
Scorer, Richard Segar, 627, 633 
searching a table ( 822€ ) , 411-413 
Seaver, George Thomas (7 41), 8, 21, 94, 105, 106, 343 
secant numbers ( 正切 数 ) , 317, 559, 570, 620 
second-order Eulerian numbers (二 阶 欧 拉 数 ) ，270-271 
second-order Fibonacci numbers (二 阶 斐 波 那 契 数 ) ，375 
second-order harmonic numbers( 二 阶 调 和 数 ), 277, 280, 311, 550-552 
Sedgewick, Robert，632 
Sedláček, Jiří, 627, 635 
Seidel, Philipp Ludwig yon, 605 
self-certifying algorithms ( 自 证 明 算 法 ) , 104 
self-describing sequence ( 自 描述 序列 ) , 66,495 
self reference ( 自我 指 涉 ) ，59, 95, 531-540, 616, 653 
set inclusion in O-notation ( O 记号 中 的 集合 包含 ) , 446-447, 490 
Shallit, Jeffrey Outlaw, 627, 635 
Sharkansky, Stefan Michael, 632 
Sharp, Robert Thomas, 273, 627 
sherry ( 雪 利 酒 ) , 433 
shift operator ( 移 位 算 子 ) ，55, 240 

binomial theorems for ( 二 项 式 定 理 , 188,191 
Shiloach, Joseph (= Yossi) , 632 
Shor, Peter Williston, 633 
Sicherman, George Leprechaun, 636 
sideways addition ( 横向 加 法 ) , 12, 114, 146, 250, 552 
Sierpinski, Wactaw Franciszek, 87, 627-628, 634 
sieve of Eratosthenes ( RPEN EJE Wii) , 111 
Sigma-notation ( Sid's) , 22-25 

ambiguity of ( 含混 不 清 ) , 245 
signum function ( 符号 函数 , 502 
Silverman, David L, 628, 635 
similar hypergeometric terms ( 类似 的 超 几 何 项 ) , 541 
skepticism ( 怀疑 论 ) 71 
Skiena, Steven Sol, 548 
Sloane, Neil James Alexander, 42, 341, 464, 604, 628, 633 
Slowinski, David Allen, 109 
small cases ( 小 情形 ) , 2,5, 9, 155, 320-321; 参见 empty case 
Smith, Cedric Austen Bardell, 627, 633 
Snowwalker, Luke, 435 
Solov’ev, Aleksandr Danilovitch, 408, 628 
solution ( ff ) , 3,337 

































































sorting, 
asymptotic efficiency of ( 排序 ， 渐 近 有 效 ) , 447-449 


bubblesort ( 冒 泡 排序 ) , 448 
merge sort ( 合并 排序 ) , 79, 175 
possible outcomes ( 可 能 的 结果 ) , 378 
quicksort ( 快速 排序 ) 28-29, 54 
samplesort ( 抽样 排序 ) , 354 
spanning trees ( 生成 树 ) ， 
of complete graphs ( 完全 图 ) , 368-369 
of fans (A ) , 348-350, 356 
of wheels (4È ) , 374 
Spec, Bil, spectra 
special numbers ( 特殊 的 数 ) , 257-319 
spectra (i$ ) , 77-78, 96, 97, 99, 101 
generating functions for ( 生成 函数 ) , 307,319 
spinning coins ( 旋转 硬币 ) 401 
spiral function ( 螺旋 函数 ) , 99 
Spohn, William Gideon, Jr., 628 
sports ( 运动) , Wl, baseball, football, frisbees, golf, tennis 
square pyramidal numbers ( 平方 金字 塔 数 , 42 
square root, 
ofl(mod m) (平方 根 ) 128-129 
of2，100 
of3，378 
of -1，22 
squarefree ( 无 平方 因子 , 145, 151, 373, 525, 548 
squares, sum of consecutive ( 平方, 相 邻 的 平方 和 ) , 41-46, 51, 180, 
245, 269, 284, 288, 367, 444, 470 
stack size ( 栈 大 小 ) , 360-361 
stacking bricks ( 堆 砖 头 ) , 313,374 
stacking cards ( &JIIJSR ) , 273-274, 278, 309 
Stallman, Richard Matthew, 628 
standard deviation ( 标准 差 ) 388, 390-394 
Stanford University (斯坦福 大 学 ) , 427, 458, 632, 634, 657 
Stanley, Richard Peter, 270, 534, 615,628, 635, 636 
Staudt, Karl Georg Christian von, 628, 635 
Steele, Guy Lewis, Jr., 628 
Stegun, Irene Anne, 42, 604 
Stein, Sherman Kopald, 633 
Steiner, Jacob ( 斯 坦 纳 ) , 5, 628, 633 
Steinhaus, Hugo Dyonizy, 636 
Stengel, Charles Dillon (7 Casey), 42 
step functions ( 阶梯 函数 ) ，87 
Stern, Moritz Abraham, 116, 628 
Stern-Brocot number system ( Stern-Brocot 数 系 ) 119-123 
related to continued fractions ( 与 连 分 数 相关 ) , 306 
representation of V3 ( V3 的 表示 ) ，572 
representation ofy ( y 的 表示 ) ，306 
























































representation ofn ( n 的 表示 ) , 146 
representation ofọ ( à 的 表示 ) , 550 
representation of e ( e 的 表示 ) , 122, 150 
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simplest rational approximations from ( 最 简 有 理 近 似 ) , 122-123, 
146, 519 
Stern-Brocot tree ( Stern-Brocot 树 ) , 116-123, 148, 525 
largest denominators in ( 最 大 分 母 ) 319 
related to continued fractions ( 与 连 分 数 相 关 ) , 305-306 
Stern-Brocot wreath ( Stern-Brocot P$ ) , 515 
Stewart, Bonnie Madison, 614, 633 
Stickelberger, Ludwig, 629, 633 
Stieltjes, Thomas Jan, 617, 629, 633 
constants (#74) , 595, 601 
Stirling, James ( fUr - 斯 特 林 ) ，192, 195, 210, 257, 258, 297, 
481,629 
approximation ( 近似 ) , 112, 452, 481-482, 491, 496 
approximation, perturbed ( 近似 ， 扰 动 的 ) , 454-455 
constant ( 常数 ) , 481, 485-489 
polynomials ( 多 项 式 ) , 271-272, 290, 311, 317, 352 
triangles (三 角形 ) , 258, 259, 267 
Stirling numbers ( 斯 特 林 数 , 257-267 
as sums of products ( 积 的 和 ) , 570 
asymptotics of ( 渐 近 式 ) , 495, 602 
combinatorial interpretations (组合 解释 ) , 258-262 
convolution formulas ( 卷 积 公式 ) , 272, 290 
duality of ( 对 偶 性 ) , 267 
generalized ( 广义) , 271-272, 311, 316, 319, 598 
generating functions for ( 生成 函数 ) , 351-352, 559 
identities for ( 恒等式 , 264-265, 269, 272, 290, 311, 317, 378 
inversion formulas for ( 反 演 公式 ) 310 
of the first kind ( 第 一 类 ) , 259 
of the second kind ( 第 二 类 ) , 258 
related to Bernoulli numbers ( 与 伯 努 利 数 相关 ) , 289-290, 317 
(exercise 76) 
table of (#8) , 258, 259, 267 
Straus, Ernst Gabor, 564, 611,624 
Strehl, Karl Ernst Volker, 549, 629, 634 
subfactorial ( 倒 阶 乘 ) , 194-196, 250 
summand ( 被 加 数 ) , 22 
summation ( 求 和 ) , 21-66 
asymptotic〈 渐 近 ) , 87-89, 466-496 
by parts ( 分 部 ) , 54-56, 63, 279 
changing the index of ( 改变 指标 ) , 30-31, 39 
definite ( 确定 ) , 49-50, 229-241 
difficulty measure for ( 困难 度量 ) ，181 
factors (因子 ) , 27-29, 64, 236, 248, 275, 543 
in hypergeometric terms ( 超 几何 项 ) , 224-229 
indefinite ( 不定 ) ， 参 见 indefinite summation 
infinite (无 限 ) ，56-62, 64 
interchanging the order of ( 交换 次 序 ) , 34-41, 105, 136, 183, 185, 546 
mechanical ( 机 械 的 ) , 229-241 
on the upper index ( 上 指标 ) , 160-161, 175-176 


















































560 * 5| 


over divisors ( 因子 ) , 104-105, 135-137, 141, 370 
over triangular arrays ( 上 三 角形 数组 ) , 36-41 
parallel ( 平行 ) 159, 174, 208-210 
sums ( 和) , 21-66; 参见 summation 
absolutely convergent ( 绝对 收敛 , 60-62, 64 
and recurrences ( 递归 式 ) , 25-29 
approximation of, by integrals( 近似 , 积分 ), 45, 276-277, 469-475 
divergent ( 发 散 ) ， 参 见 divergent sums 
double ( ZŒ ) ， 参 见 double sums 
doubly infinite ( 双向 无 限 ) , 59, 98, 482-483 
empty (4x ) , 24,48 
floor/ceiling ( 底 /项 ) , 86-94 
formal (形式 ) , 321; 参见 formal power series 
hypergeometric ( 超 几 何 ) , b hypergeometric series 
infinite (JERR ) , 56-62, 64 
multiple (ZŒ ) , 34-41, 61; 参见 double sums 
notations for (id ) , 21-25 
of consecutive cubes( 连续 立方 , 51, 63, 283, 289, 367 
of consecutive integers ( 连续 整数 ) 6, 44, 65 
of consecutive mth powers ( 连续 m KF ) , 42, 283-285, 288-290, 
366-368 
of consecutive squares ( 连续 平方 , 41-46, 51, 180, 245, 269, 284, 
288, 367, 444, 470 
of harmonic numbers ( 调和 数 ) 41, 56, 279-282, 312-313, 316, 
354-355 
paradoxical ( ic) , 57 
tails of ( 尾部 ) , 466-469, 488-489, 492 
Sun Tsü (= Sünzi, Master Sun) (孙子 ) , 126 
sunflower ( H H 3€ ) 291 
super generating functions ( 超级 生成 函数 ) , 353, 421 
superfactorials ( 超 阶 乘 ) , 149, 243 
Sweeney, Dura Warren, 629 
Swinden, Benjamin Alfred, 633 
Sylvester, James Joseph, 133, 629, 633 












































symmetry identities, 
for binomial coefficients 对 称 恒 等 式 ， 二 项 式 系数 ) 156-157, 183 
for continuants ( 连 项 式 ) , 303 
for Eulerian numbers ( 欧 拉 数 ) , 268 

Szegedy, Márió, 525, 608, 629 

Szegó, Gabor, 626, 636 


T 


T,， 参 见 tangent numbers 

tail exchange ( 尾部 交换 ) ，466-469, 486-489 
tail inequalities ( 尾 不 等 式 , 428, 430 

tail ofa sum ( 和 的 尾部 ) , 466-469, 488-489, 492 
tale ofa sum ( 和 的 故事 ) , BL squares 

Tancke, Joachim, 619 
tangent function ( 正切 函数 ) , 287,317 











tangent numbers ( 正切 数 ) ，287, 312, 317, 620 
Tunny, Stephen Michael, 629, 635 
Tartaglia, Nicol5, triangle ( Tartaglia 三 角形 ) , 155 








Taylor, Brook, series ( 泰勒 级 数 ) , 163, 191,287, 396, 470-471 


telescoping (#4) , 50, 232, 236, 255 
tennis (PER) , 432-433 
term (Jii) , 21 
hypergeometric ( 超 几何 ) , 224, 243, 245, 527, 575 
term ratio ( 项 的 比值 ) , 207-209, 211-212, 224-225 
TeX, 219, 432, 657 
Thackeray, Henry St. John, 618 
Theisinger, Ludwig, 629, 634 
theory of numbers ( 数论 ) , 102-152 
theory of probability ( 概率 论 ) 381-438 
theta functions ( 6 函数 ) , 483, 524 
theta operator ( 6 算 子 ) , 219-221, 347 
converting between D and 0 ( D 和 6 之 间 的 转换 ) , 310 
Thiele, Thorvald Nicolai, 397, 398, 629 
thinking (考虑 ) , 503 
big (K) 2,441,458, 483, 486 
not at all ( 完全 不 ) , 56, 230, 503 
small (小 ) , 
three-dots (...) notation (三 点 记号 ) , 21 
advantage of ( 优点 ) , 21,25,50 
disadvantage of ( 缺点 ) , 25 
elimination of ( 去掉 ) , 108 
tilings (铺设 ) ， 参 见 domino tilings 
Titchmarsh, Edward Charles ，629, 636 
Todd, Horace, 501 
Toledo, Ohio, 73 
Tong, Christopher Hing, 632 
Toscano, Letterio, 621 
totient function ( o KÆ) , 133-135 
dgf for ( 狄 利克 雷 生 成 函数 ) , 371 
divisibility by ( 整除 ) ，151 
summation of ( 求 和 ) , 137-144, 150, 462-463 
Toto, 581 
tournament ( 锦标 赛 ) , 432-433 
Tower of Brahma ( 婆罗 贺 摩 塔 , 1,4,278 
Tower of Hanoi (河内 塔 , 1-4, 26-27, 109, 146 
variations on ( ZEfK ) , 17-20 
Trabb Pardo, Luis Isidoro, 632 
transitive law ( 传递 律 ) , 124 
failure of ( 失效 ) , 410 
traps ( BABE) , 154, 157, 183, 222, 542 
trees (BT) , 
2-3 trees, 636 
binary (ZX) , 117 
of bees (蜜蜂 ) , 291 


参见 downward generalization, small cases 











spanning (生成) , 348-350, 356, 368-369, 374 
Stern-Brocot, # Ji, Stern-Brocot tree 
triangular array, summation over ( 三 角形 数组 ， 求 和 ) , 36-41 
triangular numbers ( 三 角形 数 ) 6, 155, 195-196, 260, 380 
triangulation ( 三 角 痢 分 ) , 374 
Tricomi, Francesco Giacomo Filippo, 629, 636 
tridiagonal matrix ( 三 对 角 和 矩阵 ) , 319 





























trigonometric functions, 
related to Bernoulli numbers( = ffi KX, 伯 努 利 数 ), 286-287, 317 


related to probabilities ( 概率 ) , 435, 437 
related to tilings ( 铺设) , 379 
trinomial coefficients ( 三 项 式 系数 ) ，168, 171,255, 571 
middle ( 中 间 ) ，490 
trinomial theorem ( 三 项 式 定理 ) ，168 
triphages ( 三 哈 菌 体 ) ，434 
trivial, clarified (平凡 ， 易 懂 ) , 105, 129, 417-418, 618 
Turan, Paul, 636 


U 


Uchimura, Keisuke, 605, 635 

unbiased estimate ( 无 偏 估计 ) , 392, 429 

unbiased rounding ( 无 偏 舍 人 ) , 507 

uncertainty principle (不 确定 原理 ) 481 

undetermined coefficients ( 未 定 系 数 ) , 529 

unexpected sum ( 意 想不到 的 和 ) , 167, 215-216, 236, 247 

unfolding a recurrence ( 展开 递归 式 ) ，6, 100, 159-160, 312 
asymptotically (Wir ) , 456 

Ungar, Peter, 629 

uniform distribution ( 均匀 分 布 ) , 395-396, 418-421 

uniformity, deviation from ( 均匀 ， 偏 离 ) , 152; 参见 discrepancy 

unique factorization ( 唯一 分 解 ) ，106-107, 147 

unit (单位 , 147 

unit fractions ( 单位 分 数 ) , 95, 101, 150 

unwinding a recurrence ( 展开 递归 式 ) ， 参 见 unfolding a recurrence 

up-down permutations ( 上 -下 排列 ) , 377 

upper index ofbinomial coefficient ( 二 项 式 系数 的 上 指标 ) ，154 

upper negation ( 上 反 转 ) ，164-165 

upper parameters of hypergeometric series ( 超 几何 级 数 的 上 参数 ) , 
205 

upper summation ( 上 求 和 ) , 160-161, 176 

useless identity ( 无 用 恒等式 , 223, 254 

Uspensky, James Victor, 615, 629, 633 


V 


V: variance (方差 ) , 387-398, 419-425 

van der Poorten, Alfred Jacobus, 630 

Vandermonde, Alexandre Théophile ( 亚 历 山 德 . 范 德 蒙 德 ) , 169, 
630, 634 















































Vandermonde’s convolution ( 范 德 蒙 德 卷 积 ) ， 
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169-170, 610, 627 


as a hypergeometric series ( 超 几 何 级 数 ) , 211-213 


combinatorial interpretation ( 组 合 解释 
derived mechanically ( 机 械 地 推导 ) , 


) , 169-170 
234 














derived from generating functions (来 
generalized ( 广义 ) , 201-202, 218-21 


生成 函数 ) ，198 
9, 248 








with half-integers ( 整数 的 一 半 ) , 187 





vanilla ( 简易 型 ) , 36 


Vardi, Ilan, 525, 548, 603, 620, 630, 633, 636 
variance of a probability distribution ( 概率 分 布 的 方差 ) , 387-398, 


419-425 
infinite (无限) ，428, 587 
Veech, William Austin, 514 
Venn, John ( 维 恩 ) , 498, 630, 633 
diagram ( KI) , 17, 20 


venture capitalists ( 风险 投资 家 ) , 493-494 


violin string ( 小 提琴 弦 , 29 
vocabulary (iJ) , 75 


Voltaire, de (= Arouet, François Marie) ( 伏 尔 泰 , 


von Seidel, Philipp Ludwig, 605 
von Staudt, Karl Georg Christian, 628, 635 
Vyssotsky, Victor Alexander, 548 


W 


Wall, Charles Robert, 607, 635 
Wallis, John, 630, 635 
Wapner, Joseph Albert, 43 
war (战争 ) , 8, 16, 85, 434 
Waring, Edward, 630, 635 
Waterhouse, William Charles, 630, 635 
Watson, John Hamish ( 华 生 ) , 229, 405 
Waugh, Frederick Vail, 630, 635 
Weaver, Warren, 630 
Weber, Heinrich, 630 
Weisner, Louis, 516, 630 
Wermuth, Edgar Martin Emil, 603, 630 
Weyl, Claus Hugo Hermann, 87, 630 
Wham-O ( 惠 姆 - 奥 ) ，435, 443 
wheel (46) , 74,374 
big (K), 75 
of Fortune (332) , 453 
Whipple, Francis John Welsh, 630, 634 
identity ( 恒等式 ) , 253 

















450 


Whitehead, Alfred North ( 怀特 海 ) , 91, 503, 603, 630-631 














Wiles, Andrew John ( 2784 - 怀 尔 斯 ) , 
Wilf, Herbert Saul, 81, 240, 241, 514, 549, 
Williams, Hugh Cowie, 631, 633 
Wilquin, Denys, 634 

Wilson, Sir John, theorem ( 威尔逊 ， 定 理 





131 
575, 620, 624, 631, 634 


) , 132-133, 148, 516, 609 
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Wilson, George and Martha ( 威尔逊 ) , 148 
wine ( 葡萄 酒 , 433 
Witty, Carl Roger, 509 
Wolstenholme, Joseph, 631, 635 
theorem ( 定理 ) 554 
Wood, Derick, 631,633 
Woods, Donald Roy, 628 
worm, 
and apple( 蠕虫， 苹果 ) , 430 
on rubber band ( 橡皮 筋 上 的 ) ，274-275, 278, 312, 493 
Worpitzky, Julius Daniel Theodor, 631 
identity ( 恒等式 ) ，269 
wraparound ( 围 包 ) , 250 (exercise 75), 315 
wreath ( 环 ) 515 
Wrench, John William, Jr., 600, 606, 636 
Wright, Sir Edward Maitland, 111, 617, 631, 633 
Wythoff (= Wijthoff), Willem Abraham, 614 


Y 


Yao, Andrew Chi-Chih ( 姚 期 智 , vii, 632 
Yao, Frances Foong Chu (#4) , vii, 632 
Yao, Qi, 623 

Youngman, Henry (= Henny), 175 





Z 


zag, &W zig 
Zagier, Don Bernard, 238 
Zapf, Hermann, 620, 657 
Zave, Derek Alan, 631,635 
Zeckendorf, Edouard, 631 
theorem (定理 ) , 295-296, 563 
Zeilberger, Doron, 229-231, 238, 240, 241, 631, 634 
zero, not considered harmful ( 零 ， 没 有 害处 ) ，24-25, 159 
strongly (必定 ) , 24-25 
zeta function ( zeta PIAL) , 65,595 
and the Riemann hypothesis ( 黎 曼 猜想 ) , 526 
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具体 数学 
计算 机 科学 基础 ( 第 2 版 ) 


这 本 由 当今 顶级 数学 家 和 计算 机 科学 家 合 著 的 经 典 著 
作 ， 自 1990 年 出 版 以 来 经 久 不 豪 ， 并 被 世界 多 所 知名 大 
学 采纳 为 教材 ， 是 当代 计算 机 科学 方面 的 一 部 重要 著作 。 


本 书 第 二 作者 、 图 灵 奖 得 主 计算 机 科学 泰斗 Donald 
E. Knuth ( 高 德 纳 ) 在 接受 图 灵 社 区 的 访谈 时 如 是 说 : 


“《 具 体 数学 》 是 一 份 “ 纲 领 ”， 它 的 内 容 是 我 对 于 
数学 诸多 方面 应 该 如 何 教 与 学 的 思考 。 熟 练 掌握 代数 公式 
的 基础 技能 ， 对 我 来 说 始终 都 是 关键 所 在 。 这 些 内 容 在 
TAOCP 里 都 有 讨论 ， 但 只 能 是 晴 旺 点 水 ; 在 斯 坦 福 大 学 
的 课程 中 ， 我 得 以 深入 更 多 的 细节 ， 而 那些 课程 都 被 圳 括 
在 这 本 书 中 了 。” 


书 中 不 仅 讲述 了 数学 问题 和 技巧 ， 而 且 教 导 解 决 问题 
的 方法 ， 解 说 深入 浅 出 ， 妙 趣 横生 。 大 师 们 该 谐 、 细 腻 的 
笔触 ， 描 绘 着 数学 工作 中 的 欢乐 和 忧伤 ， 那 些 或 平淡 、 或 
深刻 、 或 严肃 、 或 幽默 的 涂鸦 ， 更 让 我 们 在 轻松 愉悦 的 心 
境 下 体会 数学 的 美妙 。 





www.pearson.com 





图 灵 社 区 : www.ituring.com.cn 

新 浪 微 博 : @ 图 灵 教 育 @ 图 灵 社 区 

反馈 /投稿 /推荐 邮箱 : contact@turingbook.com 
热线 : (010)51095186 转 604 


分 类 建议 ut pi est 


人 民 邮 电 出 版 社 网 址 : www.ptpress.com.cn 





“希望 这 本 书 能 说 服 计算 机 科学 以 及 数学 领域 的 众多 
教育 工作 者 ， 开 设 这 样 的 课程 定 能 取得 成 效 ! ” 
— J.H. Van Lint，《 国 际 教育 评论 》 


“翻阅 这 本 书 总 是 心情 愉悦 ， 书 中 充满 了 对 数学 的 细 
致 解释 和 满腔 热忱 的 描述 。” 
一 一 Volker Strehl， 美 国 《 数 学 评论 》 


“这 本 书 可 能 是 我 读 过 的 最 精美 的 书 了 ， 其 中 的 所 有 
ERRERA, ai, SRAM, KAMAE 
者 采用 了 优雅 、 有 效 的 符号 的 缘故 。” 





亚马逊 评论 


“这 本 书 非常 值得 一 读 ， 无 论 是 书 中 清晰 阐述 的 数学 
概念 ， 还 是 穿插 其 中 的 风趣 幽默 的 涂鸦 。” 





亚马逊 评论 


“仅仅 考虑 它 的 实用 性 ， 这 本 书 也 值得 你 永久 保留 。” 
亚马逊 评论 





“很 喜欢 这 本 书 的 写作 风格 ! 作者 不 仅 讲述 数学 问题 
和 技巧 ， 而 且 教 人 解决 问题 的 方法 ， 以 一 种 令 人 觉得 有 趣 
的 方式 ， 带 有 一 点 感情 色彩 ， 而 不 是 一 味 的 灌输 。” 


一 一 豆 办 评论 


“我 经 常 被 书 中 美妙 的 公式 和 结论 所 打动 ， 领 略 到 数 
学 的 美丽 和 奇妙 。” 
一 一 豆 办 评论 
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如 果 您 对 本 书 内 容 有 疑问 ， 可 访问 图 灵 社区 www.ituring.com.cn ， 联 系 负责 编辑 或 作 译 者 ， 参 与 本 书 讨论 。 
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